Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 304, 2003 g.

A. P. Bel~t¸kov SLABA˚ KONSTRUKTIVNA˚ ARIFMETIKA VTOROGO POR˚DKA S IZVLEQENIEM ALGORITMOV POLINOMIAL^NO` VREMENNO` SLOȷNOSTI

1. Osnovnye ponØtiØ

V nastoØweæ rabote rassmatriva¸tsØ teorii natural~nyh qisel s funkcional~nymi peremennymi. Priqem, funkcii, ØvlØ- ¸wiesØ znaqeniØmi funkcional~nyh peremennyh, dolßny udovletvorØt~ sledu¸wemu uslovi¸ polinomial~noæ ograniqennosti:

• kaßdaØ takaØ funkciØ vyqislima za vremØ, ograniqennoe nekotorym polinomom ot ee argumentov, • kaßdoe znaqenie takoæ funkcii ograniqeno nekotorym polinomom ot sootvetstvu¸wih znaqeniæ argumentov.

SqitaetsØ, qto Øzyki teoriæ soderßat funkcional~nye konstanty dlØ sloßeniØ i umnoßeniØ natural~nyh qisel i predikatnu¸ konstantu =. Dopustimo i naliqie drugih funkcional~nyh i predikatnyh konstant. TrebuetsØ, qtoby funkcii, oboznaqaemye fftimi funkcional~nymi konstantami, udovletvorØli uslovi¸ polinomial~noæ ograniqennosti (dlØ upomØnutyh konstant sloßeniØ i umnoßeniØ vypolnenie fftogo usloviØ oqevidno).

Vvedem sledu¸wie sokraweniØ:

• esli t_1 i t_2 – predmetnye termy, to t_1 ≤ t_2 – sokrawenie dlØ formuly

∃x(t_1 + x = t_2).

• esli (x) = (x_1, . . . , xn), t – term, to x ≤ t – sokrawenie dlØ formuly x_1 ≤ t& . . . &xn ≤ t, formula x ≰ t – otricanie formuly x ≤ t.

�to issledovanie bylo podderßano grantom “Weak arithmetics” INTAS

2001–447. 7

8 A. P. BEL^TıKOV

• esli ρ – znak binarnogo otnoxeniØ, to zapis~ ∀xρtA – sokrawenie dlØ formuly ∀x(xρt => A), • esli ρ – znak binarnogo otnoxeniØ, to zapis~ ∃xρtA – sokrawenie dlØ formuly ∃x(xρt&A), • esli f – funkciØ, a t – term, to f ≤ t oznaqaet, qto ∀x ≰ t(f(x) = 0)&∀x ≤ t(f(x) ≤ t). Izvestno, qto esli v teoriØh tipa intuicionistskoæ arifmetiki ne nakladyvat~ nikakih ograniqeniæ na shemu matematiqeskoæ indukcii, to realizacii stroØwihsØ formul (v smysle S. K. Klini) mogut okazat~sØ soderßawimi algoritmy, oqen~ sloßnye dlØ vyqisleniØ. V qastnosti, ffto oznaqaet, qto, dokazav formulu ∀x∃yA(x, y), ne stoit nadeØt~sØ na naliqie algoritma, vyqislØ¸wego trebuemoe y po dannomu x za vremØ, ograniqennoe, naprimer, nekotorym mnogoqlenom ot x. Problema sostoit v tom, qto esli indukcieæ dokazyvaetsØ formula, ime¸waØ dostatoqno bol~xu¸ kvantornu¸ sloßnost~, to vyqislitel~naØ sloßnost~ algoritmov, uqastvu¸wih v realizacii dokazyvaemoæ formuly, moßet suwestvenno vozrastat~ s kaßdym xagom indukcii i v rezul~tate stat~ daleko ne polinomial~noæ. Nekotorye otvety na voprosy o tom, kak moßno ograniqit~ sloßnost~ formuly, dokazyvaemoæ po indukcii, da¸tsØ v rabotah [1] i [2]. Odnako v ffti raboty ne otnosØtsØ k sluqa¸ teoriæ vtorogo porØdka, kotoryæ rassmatrivaetsØ zdes~.

V svØzi s fftim zadadimsØ voprosom: pri kakih samyh sil~nyh shemah ograniqennoæ matematiqeskoæ indukcii v teoriØh ukazannogo semeæstva kaßdoæ dokazannoæ formule moßno postavit~ v sootvetstvie realizaci¸, vyqislimu¸ za polinomial~noe (ot qislovyh argumentov) vremØ? Naprimer, pri kakih shemah indukcii dokazatel~stvo formuly ∀x∀f∃yA(x, f, y) (gde x, y – predmetnye peremennye, f – funkcional~naØ peremennaØ) oznaqaet, qto y moßno vyqislit~ po x i f za vremØ, ograniqennoe nekotorym polinomom ot x?

2. Opisanie shemy indukcii

DlØ poluqeniØ otveta na postavlennyæ vopros rassmotrim

SLABA˚ KONSTRUKTIVNA˚ ARIFMETIKA 9 sledu¸wiæ obwiæ vid shemy matematiqeskoæ indukcii: B(0)&∀x(B(x) => B(x + 1)) => ∀xB(x). Dalee fftot vid shemy budem oboznaqat~ Ind.

DlØ togo, qtoby opisat~ ograniqeniØ, nakladyvaemye na formulu B, opredelim nekotorye vspomogatel~nye Øzyki. Dalee qerez L oboznaqaem polnyæ Øzyk teorii. Pod D budem imet~ v vidu tak nazyvaemyæ deskriptivnyæ Øzyk, opredelØemyæ sledu¸wimi pravilami.

• Atomarnye formuly L prinadleßat Øzyku D. • Esli L – formula Øzyka L, to formula ¬L, prinadleßat Øzyku D.

• Esli D – formula Øzyka D, a L – formula Øzyka L, to formula L => D prinadleßit Øzyku D.

• Esli D_1 i D_2 – formuly Øzyka D, to formula D_1&D_2 prinadleßit Øzyku D.

• Esli D – formula Øzyka D, a x – predmetnaØ peremennaØ, to formula ∀xD prinadleßit Øzyku D.

• Drugih formul v Øzyke D net.

Zametim, qto realizacii formul Øzyka D trivial~ny. Pod F budem imet~ v vidu Øzyk formul, opredelØemyæ sledu- ¸wimi pravilami.

• Vse formuly Øzyka D prinadleßat Øzyku F. • Esli formuly F_1 i F_2 prinadleßat Øzyku F, to formuly

F1 => F2, F1&F2 i F1 ∨ F2 prinadleßat Øzyku F.

• Drugih formul v Øzyke F net.

Zametim, qto vse realizacii formul Øzyka F netrudno zadat~ koneqnymi tablicami, razmer kotoryh ocenivaetsØ qerez qislo svØzok v formule.

Pod C budem imet~ v vidu Øzyk formul, opredelØemyæ sledu- ¸wimi pravilami.

• Vse formuly Øzyka D prinadleßat Øzyku C. • Esli formula F prinadleßit Øzyku F, a formula C prinadleßit Øzyku C, to formula F => C prinadleßit Øzyku C. • Esli formuly C_1 i C_2 prinadleßat Øzyku C, to formuly

C1&C2 i C1 ∨ C2 prinadleßat Øzyku C.

• Esli formula C prinadleßit Øzyku C, a x – predmetnaØ peremennaØ, a t – predmetnyæ term, to formula ∃x ≤ tC prinadleßit Øzyku C.

10 A. P. BEL^TıKOV

• Drugih formul v Øzyke C net.

Pod B budem imet~ v vidu Øzyk formul, opredelØemyæ sledu- ¸wimi pravilami.

• Vse formuly Øzyka D prinadleßat Øzyku B. • Esli formula C prinadleßit Øzyku C, a formula B prinadleßit Øzyku B, to formula C => B prinadleßit Øzyku B. • Esli formuly B_1 i B_2 prinadleßat Øzyku B, to formuly

B1&B2 i B1 ∨ B2 prinadleßat Øzyku C.

• Esli formula B prinadleßit Øzyku B, x – predmetnaØ peremennaØ, f – funkcional~naØ peremennaØ, a t – predmetnyæ term, to formuly ∃x ≤ tB, ∀x ≤ tB i ∃f ≤ tB prinadleßat Øzyku B.

• Drugih formul v Øzyke B net.

Dalee ograniqeniem dlØ formuly B v sheme indukcii Ind budem sqitat~ prinadleßnost~ fftoæ formuly Øzyku B. Za osnovu stroØwihsØ teoriæ voz~mem konstruktivnoe (intuicionistskoe) isqislenie predikatov s ravenstvom. Potrebuem, qtoby kaßdaØ predmetnaØ aksioma fftih teoriæ imela odin iz sledu¸wih vidov:

• ∀x∃1yA(x, y) => ∃f∀xA(x, f(x)), gde ∃1yB(y) – tradicionnoe

sokrawenie dlØ ∃y(B(y)&∀z(B(z) => y = z)) (¡kvantor suwestvovaniØ i edinstvennosti¿),

• ∀x(x = 0 ∨ ∃y(y + 1 = x)),

• nekotoroe predloßenie deskriptivnogo Øzyka D. Semeæstvo poluqaemyh takim obrazom teoriæ budem oboznaqat~ qerez T .

3. Teorema

Sformuliruem teoremu o sloßnosti vyqisleniØ ob¨ektov, suwestvovanie kotoryh dokazyvaetsØ v teoriØh postroennogo semeæstva.

Teorema. Po l¸bomu dokazatel~stvu v l¸boæ teorii semeæstva

T formuly ∀z∀f ∃yA(z, f , x)

SLABA˚ KONSTRUKTIVNA˚ ARIFMETIKA 11

moßno postroit~ takoæ algoritm g_f s orakulami f, vremØ raboty kotorogo ograniqeno polinomom ot znaqeniæ svoih argumentov, qto ∀z∀f A(z, f , g_f (z).

Teorema dokazyvaetsØ metodom, izloßennym v stat~e [2]. V sootvetstvii s fftim metodom netrudno sformulirovat~ ponØtie polinomial~no ograniqennoæ realizacii dlØ teoriæ opisannogo semeæstva. OsnovnaØ zadaqa pri dokazatel~stve fftoæ teoremy sostoit v tom, qtoby pokazat~, qto l¸baØ aksioma, poluqennaØ po ograniqennoæ sheme aksiom indukcii, polinomial~no ograniqenno realizuema. V sootvetstvii s metodom dokazatel~stva analogiqnoæ teoremy iz stat~i [2] dlØ fftogo sleduet nauqit~sØ preobrazovyvat~ realizaci¸ dokazyvaemoæ po indukcii formuly B iz algoritmiqeskogo v tabliqnyæ vid i obratno s polinomial~noæ sloßnost~¸. Privedennye nami ograniqeniØ na formulu B pozvolØ¸t ffto sdelat~ bez truda: razmery stroØwihsØ tablic opredelØ¸tsØ ob¨emami oblasteæ opredeleniØ funkciæ v realizaciØh, a ffti ob¨emy polinomial~no ograniqeny vsledstvie ograniqeniæ, nakladyvaemyh na kvantory obwnosti i posylki implikaciæ vnutri formuly B.

Poluqennyæ rezul~tat daet ves~ma sil~nyæ variant aksiomy ograniqennoæ matematiqeskoæ indukcii, kotoryæ, tem ne menee, sohranØet suwestvennoe ograniqenie sloßnosti vyqisleniØ realizaciæ dokazyvaemyh formul.

Literatura

1. S. R. Buss, Bounded arithmetic. — Studies in Proof Theory, Bibliopolis, Naples (1986).

2. A. P. Beltiukov, Intuitionistic formal theories with realizability in subrecursive classes. — Annals of Pure and Applied Logic, 89 (1997), 3–15.

Beltiukov A. P. Weak constructive second order arithmetic with extracting polynomial time computable algorithms.

A family of weak constructive theories is built in this work. The theories contain arithmetic and a theory of natural valued functions with natural arguments. These functions are polynomially bounded and are computable in a time polynomially bounded in values of their arguments. Theory languages contain functional constants for addition, and multiplication and equality predicate. Other functional constants also may

12 A. P. BEL^TıKOV be used if their functions satisfy the polynomial boundedness conditions above. Polynomial time computable (in numeric values of the arguments) witness functions for proved formulas can be algorithmically extracted from the proofs of these theories. If one of the arguments of witness is a function, then this function is used in the witness algorithm as an oracle.

Postupilo 30 noØbrØ 2002 g. Udmurtskiæ universitet g. Ißevsk

e-mail: belt@uni.udm.ru