Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 304, 2003 g.

I. D. Zaslavskiæ

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII NA OSNOVE TREHZNAQNO` LOGIKI

1. Vvedenie

Sistemy mnogoznaqnoæ logiki issledovalis~ vo mnogih napravleniØh ([18, 22, 25, 27, 30, 32–34]), odnako formal~nye aksiomatiqeskie teorii, osnovannye na takih logikah, ne podvergalis~ sistematiqeskomu rassmotreni¸. V nastoØweæ stat~e issledu¸tsØ nekotorye svoæstva osnovnyh ponØtiæ, svØzannyh s podobnymi teoriØmi. My ograniqimsØ sluqaem trehznaqnoæ logiki L4 ˚. Lukaseviqa ([2, 3, 24, 25, 27]); vse opredeleniØ osnovnyh ponØtiæ budut dany dlØ sluqaØ fftoæ logiki (hotØ analogiqnye ponØtiØ, otnosØwiesØ k aksiomatiqeskim teoriØm, mogut byt~ vvedeny dlØ sluqaØ l¸boæ mnogoznaqnoæ logiki; sootvetstvu¸wie opredeleniØ dany v rabote O. R. BolibekØna [1]). Takoe ograniqenie vvoditsØ na osnovanii sledu¸wih soobraßeniæ. Znaqitel~naØ qast~ dal~neæxih rassmotreniæ otnositsØ k sistemam formal~noæ arifmetiki; podobnye sistemy, osnovannye na trehznaqnoæ logike ˚. Lukaseviqa, mogut byt~ opredeleny estestvennym obrazom ([2, 3, 38, 41]), odnako neØsno, kakim obrazom nadleßit vvodit~ opredeleniØ arifmetiqeskih sistem na osnove proizvol~noæ mnogoznaqnoæ logiki. Krome togo, trehznaqnaØ logika ˚. Lukaseviqa – ffto v nastoØwee vremØ edinstvennaØ mnogoznaqnaØ neklassiqeskaØ logika, dlØ kotoroæ izvesten ee konstruktivnyæ (intuicionistskiæ) variant; v samom dele, kak bylo ustanovleno v [2] i [3], sootnoxeniØ meßdu simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logikoæ ([2–8, 36, 39, 41]) i trehznaqnoæ logikoæ ˚. Lukaseviqa vpolne analogiqny sootnoxeniØm meßdu konstruktivnoæ (intuicionistskoæ) logikoæ i klassiqeskoæ logikoæ. SimmetriqeskaØ konstruktivnaØ logika moßet rassmatrivat~sØ, takim obrazom, kak “konstruktivnoe Ødro” trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa. Dopolnitel~nye pod-

�to issledovanie bylo podderßano grantom “Weak arithmetics” INTAS

2001–447. 19

20 I. D. ZASLAVSKI`

tverßdeniØ fftim sootnoxeniØm budut dany niße.

V razdele 2 nastoØweæ stat~i vvodØtsØ osnovnye ponØtiØ, otnosØwiesØ k aksiomatiqeskim sistemam, rassmatrivaemym na osnove trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa. V qastnosti, budet vvedeno ponØtie Luk-modeli (t.e. modeli aksiomatiqeskoæ sistemy v ramkah trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa), a takße, naprimer, ponØtiØ Luk-neprotivoreqivoæ sistemy aksiom, Lukpolnoæ sistemy aksiom, ponØtie Luk-sledstviØ sistemy aksiom i t.p. Nekotorye iz nih suwestvenno otliqa¸tsØ ot analogiqnyh ponØtiæ klassiqeskoæ logiki (naprimer, aksiomatiqeskaØ sistema nazyvaetsØ Luk-polnoæ, esli kaßdaØ zamknutaØ formula A v Øzyke fftoæ sistemy obladaet sledu¸wim svoæstvom: libo formula A, libo formula ¬A, libo formula (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) vyvodima v fftoæ sisteme). V tom ße razdele formuliruetsØ teorema 2.1, ØvlØ¸waØsØ analogom teoremy K. GœdelØ–A. I. Mal~- ceva o kompaktnosti v klassiqeskoæ logike predikatov ([10; 19; 21]; [23], tom 2, str. 238 russkogo perevoda; [24], str. 352 russkogo perevoda).

V razdele 3 da¸tsØ opredeleniØ predikatnyh isqisleniæ dlØ trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa; razumeetsØ, izvesten celyæ rØd isqisleniæ analogiqnogo tipa [30], odnako isqisleniØ, rassmatrivaemye v ukazannom razdele, otliqa¸tsØ tem, qto ime¸t neposredstvennye svØzi s konstruktivnym (intuicionistskim) variantom trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa. V tom ße razdele formuliru¸tsØ teoremy 3.1 i 3.2, ØvlØ¸wiesØ analogami teoremy K. GœdelØ o polnote klassiqeskogo isqisleniØ predikatov ([19]; [21]; [23, tom 2, str. 238–243 russkogo perevoda]; [24, str. 345–349 russkogo perevoda]; [28, str. 75–79 russkogo perevoda]).

V razdele 4 vvoditsØ rØd predikatnyh isqisleniæ, svØzannyh s rassmotreniØmi trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa i ee konstruktivnogo (intuicionistskogo) varianta; krome togo, rassmatriva¸tsØ sistemy formal~noæ arifmetiki, osnovannye na ukazannyh isqisleniØh. V tom ße razdele formuliru¸tsØ teoremy 4.1 i 4.2, opisyva¸wie svoæstva tak nazyvaemyh “suwestvenno neopredelennyh formul” (ffto ponØtie ØvlØetsØ obobweniem ponØtiØ “formal~no neopredelennoæ formuly”, dannogo v [3], str. 264) v arifmetiqeskih sistemah. Formuliru¸tsØ teorema 4.3 i ee sledstvie, gde ustanavlivaetsØ svoæstvo “ffffektiv-

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 21

noæ Luk-nepolnoty” dlØ opredelennogo klassa sistem formal~- noæ arifmetiki. �ta teorema i ee sledstvie mogut rassmatrivat~sØ kak trehznaqnye analogi znamenitoæ teoremy K. GœdelØ o nepolnote sistem formal~noæ arifmetiki ([20; 21]; [23], tom 2, str. 337–352 russkogo perevoda; [24], str. 187–188 russkogo perevoda; [28], str. 159–163 russkogo perevoda). V samom dele, v upomØnutoæ teoreme K. GœdelØ utverßdaetsØ, qto v kaßdoæ sisteme formal~noæ arifmetiki, prinadleßaweæ opredelennomu klassu sistem, moßet byt~ postroena zamknutaØ formula A, takaØ qto ni A, ni ¬A ne vyvodimy v fftoæ sisteme; takim obrazom, ukazannaØ formula A moßet rassmatrivat~sØ v nekotorom uslovnom smysle kak formula, ne ØvlØ¸waØsØ “ni istinnoæ, ni loßnoæ”, – esli “istinnost~” A uslovno otoßdestvlØetsØ s vyvodimost~¸ A v rassmatrivaemoæ sisteme, a “loßnost~” A – s vyvodimost~¸ ¬A v fftoæ sisteme. Teorema 4.3 i ee sledstvie utverßda- ¸t, qto v kaßdoæ sisteme formal~noæ arifmetiki, osnovannoæ na trehznaqnoæ logike ˚. Lukaseviqa (ili ee konstruktivnom (intuicionistskom) variante) i prinadleßaweæ opredelennomu klassu takih sistem, moßet byt~ postroena zamknutaØ formula A takaØ, qto ni A, ni ¬A, ni (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) ne vyvodimy v fftoæ sisteme; takim obrazom, ukazannaØ formula moßet rassmatrivat~sØ v nekotorom uslovnom smysle kak formula, ne ØvlØ¸waØsØ “ni istinnoæ, ni loßnoæ, ni neopredelennoæ”, – esli “istinnost~” uslovno otoßdestvlØetsØ s vyvodimost~¸ A v rassmatrivaemoæ sisteme, “loßnost~” – s vyvodimost~¸ ¬A v fftoæ sisteme, “neopredelennost~” – s vyvodimost~¸ (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) v fftoæ sisteme. Otmetim, qto vyvodimost~ (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) soderßatel~no sootvetstvuet tomu, qto v trehznaqnoæ logike formula A prinimaet logiqeskoe znaqenie “neopredelennost~”; v samom dele, kon¨¸nktivnyæ qlen

(A ⊃ ¬A) obespeqivaet soderßatel~no to, qto formula A ne mo-

ßet byt~ istinnoæ, a kon¨¸ktivnyæ qlen (¬A ⊃ A) – to, qto formula A ne moßet byt~ loßnoæ. Aksiomy U ⊃ ¬U i ¬U ⊃ U (sm. niße, razdel 3) ustanavliva¸t osnovnye svoæstva simvola neopredelennosti U v rassmatrivaemyh isqisleniØh; takim obrazom, vyvodimost~ (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) oznaqaet, qto formula A obladaet temi ße svoæstvami, qto i simvol neopredelennosti U .

V razdele 4 rassmatriva¸tsØ takße trehznaqnye analogi

22 I. D. ZASLAVSKI`

arifmetiqeskoæ sistemy M. Presburgera ([21]; [23], tom 1, str. 438–453 russkogo perevoda; [24], str. 419 i 479–481 russkogo perevoda; [29]). FormuliruetsØ teorema 4.4, utverßda¸waØ, qto ukazannye sistemy Luk – polny.

V razdele 5 ustanavliva¸tsØ nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ, kasa¸wiesØ logiqeskih vyvodov v rassmatrivaemyh isqisleniØh.

V razdele 6 vvodØtsØ i issledu¸tsØ pogrußa¸wie operacii iz odnih logiqeskih sistem v drugie. Da¸tsØ dokazatel~stva teorem 2.1, 3.1, 3.2, gde ispol~zu¸tsØ ukazannye pogrußa¸wie operacii.

V razdele 7 dokazyva¸tsØ teoremy 4.1 i 4.2.

V razdele 8 vvodØtsØ i issledu¸tsØ pogrußa¸wie operacii iz odnih arifmetiqeskih sistem v drugie. Dokazyva¸tsØ teorema 4.3 i ee sledstvie. Krome togo, v fftom razdele formuliruetsØ i dokazyvaetsØ teorema 8.1, ustanavliva¸waØ vozmoßnosti predstavleniØ trehznaqnyh arifmetiqeskih predikatov posredstvom formul rassmatrivaemyh sistem formal~noæ arifmeti- ki. V razdele 9 issledu¸tsØ svoæstva trehznaqnyh analogov arifmetiqeskoæ sistemy M. Presburgera; v qastnosti, daetsØ dokazatel~stvo teoremy 4.4. UstanavlivaetsØ, qto rassmatrivaemye analogi sistemy M. Presburgera Luk – polny, no nepolny v klassiqeskom smysle.

Teoremy 2.1, 3.1, 3.2 prinadleßat klassiqeskoæ teoretikomnoßestvennoæ matematike; teoremy 4.1–4.4, a takße teorema 8.1, mogut rassmatrivat~sØ kak teoremy konstruktivnoæ matematiki ([9, 12–17]).

Formulirovki nekotoryh qastnyh sluqaev teoremy 4.3 byli opublikovany v [6] i [40]. Formulirovki nekotoryh analogov teoremy 8.1 i ee sledstviæ byli opublikovany v [4] i [38].

Formulirovki teorem 2.1, 3.1, 3.2, a takße teoremy 4.4 dlØ sistemy HLUA (oboznaqennoæ v [40] qerez HLEA) byli privedeny v [40]. Formulirovki teorem 4.1 i 4.2, a takße teoremy 4.4 dlØ sistemy HLUP (oboznaqennoæ v [41] posredstvom HLEP) byli opublikovany v [41]. Tam ße opublikovana formulirovka teoremy, sootvetstvu¸weæ teoreme 4.3 i ee sledstvi¸.

Avtor prinosit gluboku¸ blagodarnost~ ı. V. MatiØseviqu za pomow~ pri podgotovke okonqatel~nogo varianta fftoæ stat~i,

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 23

i G. E. Mincu za cennye sovety i diskussii, znaqitel~no povli- Øvxie na izloßenie materiala v fftoæ stat~e.

2. Aksiomatiqeskie sistemy i ih Luk-modeli

Budem rassmatrivat~ Øzyk isqisleniØ predikatov pervogo porØdka ([21], [23], [24], [28]), soderßawiæ sqetnye mnoßestva funkcional~nyh simvolov f_1, f_2, . . ., predikatnyh simvolov p_1, p_2, . . ., predmetnyh peremennyh x_1, x_2, . . .. Predpolagaem, qto dlØ kaßdogo simvola f_i i kaßdogo simvola p_i fiksirovana ego razmernost~, i qto dlØ kaßdogo n ¿ 0 imeetsØ beskoneqnoe mnoßestvo predikatnyh i funkcional~nyh simvolov, ime¸- wih razmernost~ n. V roli predmetnyh konstant rassmatriva- ¸tsØ funkcional~nye simvoly razmernosti 0. VvodØtsØ v rassmotrenie simvoly logiqeskih konstant T , F , U ; oni interpretiru¸tsØ kak simvoly logiqeskoæ istinnosti, loßnosti i neopredelennosti. VvodØtsØ logiqeskie operacii &(kon¨¸kciØ), ∨(diz¨¸nkciØ), ⊃(implikaciØ), ¬(otricanie), ∀x(kvantor vseobwnosti otnositel~no predmetnoæ peremennoæ x), ∃x(kvantor suwestvovaniØ otnositel~no predmetnoæ peremennoæ x). PonØtiØ terma i predikatnoæ formuly vvodØtsØ obyqnym obrazom ([21, 24, 28]); formuly stroØtsØ na osnove fflementarnyh formul i ukazannyh logiqeskih operaciæ. Simvoly T , F , U rassmatriva¸tsØ kak fflementarnye formuly. Rasxirennyæ (sootvetstvenno, ograniqennyæ) predikatnyæ Øzyk LP (sootvetstvenno, L^∗P ) opredelØetsØ kak mnoßestvo vseh predikatnyh formul (sootvetstvenno, kak mnoßestvo vseh predikatnyh formul, ne soderßawih logiqeskih konstant T , F , U ).

Otmetim, qto rol~ logiqeskih konstant T , F , U v dal~neæxem budet razliqnoæ. Vvedenie v Øzyk konstant T i F ne ØvlØetsØ suwestvennym, poskol~ku vo vseh isqisleniØh, rassmatrivaemyh v nastoØweæ stat~e, ffti konstanty mogut byt~ vyraßeny sredstvami Øzyka L^∗P (naprimer, konstanta T – v vide (D_0 ⊃ D_0), konstanta F – v vide ¬(D_0 ⊃ D_0), gde D_0 – kakaØ-libo fiksirovannaØ formula). Odnako konstanta U , voobwe govorØ, ne moßet byt~ vyraßena sredstvami Øzyka L^∗P (iskl¸qenie sostavlØ¸t lix~ rassmatrivaemye niße sistemy HSAD i HSUAD, v kotoryh konstanta U moßet byt~ vyraßena sredstvami Øzyka L^∗P ). Svoæstva isqisleniæ, opredelØemyh shodnym obrazom v Øzykah LP i L^∗P , voobwe govorØ, razliqny. �to budet vidno iz dal~-

24 I. D. ZASLAVSKI`

neæxego.

SlabaØ implikaciØ (A ⊇ B) opredelØetsØ kak (A ⊃ (A ⊃ B)), slaboe otricanie ¬^∘A – kak (A ⊃ ¬A). Obyqnu¸ implikaci¸ (A ⊃ B) i obyqnoe otricanie ¬A my budem nazyvat~ inogda

”sil~noæ implikacieæ“ i ”sil~nym otricaniem“.

�kvivalentnost~ (A ∼ B) opredelØetsØ kak (A ⊃ B)&(B ⊃ A). Signatura opredelØetsØ kak l¸boe mnoßestvo funkcional~- nyh i predikatnyh simvolov. My budem rassmatrivat~ lix~ takie signatury, v kotoryh mnoßestva indeksov prinadleßawih im predikatnyh i funkcional~nyh simvolov rekursivny ([11, 21, 24, 26, 28]). Rasxirennyæ (sootvetstvenno, ograniqennyæ) pod¨Øzyk L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)), osnovannyæ na signature Z, opredelØetsØ kak mnoßestvo predikatnyh formul iz Øzyka LP (sootvetstvenno, L^∗P ), soderßawih tol~ko takie predikatnye i funkcional~nye simvoly, kotorye prinadleßat Z. My budem, v qastnosti, rassmatrivat~ signaturu Z_{max} , kotoroæ prinadleßat vse funkcional~nye i predikatnye simvoly. ˚sno, qto L(Z_{max} ) est~ LP , a L^∗(Z_{max} ) est~ L^∗P .

Vse ponØtiØ, svØzannye s predikatnymi formulami, opredelØ¸tsØ obyqnym obrazom ([21, 23, 24, 28]). Posredstvom

Subst(A, x, s), gde A est~ predikatnaØ formula (ili term), x est~

predmetnaØ peremennaØ, s est~ term, budem oboznaqat~ predikatnu¸ formulu (sootvetstvenno, term), poluqennu¸ pri pomowi podstanovki terma s v A vmesto vseh svobodnyh vhoßdeniæ peremennoæ x; budem rassmatrivat~ tol~ko dopustimye podstanovki (v obyqnom smysle). Govorim, qto predikatnaØ formula zamknuta, esli ona ne soderßit svobodnyh vhoßdeniæ predmetnyh peremennyh. Posredstvom (∀∀) (sootvetstvenno, (∃∃)) budem oboznaqat~ l¸bu¸ koneqnu¸ posledovatel~nost~ kvantorov vseobwnosti (sootvetstvenno, suwestvovaniØ) ∀x∀y . . . ∀z (sootvetstvenno, ∃x∃y . . . ∃z). Posredstvom (∀∀∀)(A) (sootvetstvenno,

(∃∃∃)(A)), gde A – predikatnaØ formula, budem oboznaqat~ za-

mykanie A, poluqennoe posredstvom vvedeniØ kvantorov vseobwnosti (sootvetstvenno, suwestvovaniØ) po vsem predmetnym peremennym, vhodØwim svobodno v A. Formuly (∀∀∀)(A) i (∃∃∃)(A) budem nazyvat~, sootvetstvenno, “zamykaniem vseobwnosti” i “zamykaniem suwestvovaniØ” formuly A.

Pust~ M – l¸boe nepustoe mnoßestvo. Posredstvom M^n budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh n-qlennyh sistem, fflementy kotoryh

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 25

prinadleßat M (t.e. n-¸ dekartovu stepen~ M ). Trehznaqnym predikatom razmernosti n na mnoßestve M (ili, inaqe govorØ, trehznaqnym n-mestnym predikatom na M ) budem nazyvat~ l¸boe otobraßenie M^n v mnoßestvo {0, 1, 2}; zdes~ qisla 0, 1, 2 interpretiru¸tsØ kak logiqeskie znaqeniØ, a imenno: 0 – kak “loß~”, 1 – kak “neopredelennost~”, 2 – kak “istina”. Predmetnoæ funkcieæ razmernosti n na mnoßestve M (ili, inaqe govorØ, n-mestnoæ predmetnoæ funkcieæ na M ) budem nazyvat~ l¸boe otobraßenie M^n v M . Esli Z – kakaØ-libo signatura, to togda Luk – raspredeleniem na Z na osnove kakogo-libo nepustogo mnoßestva M (kotoroe budet imenovat~sØ v dal~neæxem “osnovnym mnoßestvom” dannogo Luk-raspredeleniØ) budem nazyvat~ sootvetstvie, soglasno kotoromu kaßdomu predikatnomu simvolu iz Z razmernosti n stavitsØ v sootvetstvie kakoæ-libo n-mestnyæ trehznaqnyæ predikat na M , a kaßdomu funkcional~nomu simvolu iz Z razmernosti n stavitsØ v sootvetstvie kakaØ-libo nmestnaØ predmetnaØ funkciØ na M .

Interpretacieæ predikatnogo ili funkcional~nogo simvola iz Z otnositel~no dannogo Luk-raspredeleniØ δ budem nazyvat~ otobraßenie (t.e. trehznaqnyæ predikat ili predmetnu¸ funkci¸), postavlennoe v sootvetstvie ukazannomu simvolu posredstvom δ.

Opredelim teper~ interpretacii logiqeskih konstant i logiqeskih operaciæ. Interpretacii simvolov T , U , F sut~, po opredeleni¸, logiqeskie znaqeniØ 2, 1, 0. Propozicional~nye logiqeskie operacii interpretiru¸tsØ v sootvetstvii s tablicami istinnosti trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa ([3], str. 152– 153; [24], str. 298–299 russkogo perevoda; [25, 27, 37, 38]), a imenno: esli x i y sut~ sootvetstvenno logiqeskie znaqeniØ formul A i B, to logiqeskie znaqeniØ (A&B), (A ∨ B), (A ⊃ B), ¬A sut~, sootvetstvenno, min(x, y), max(x, y), 2 − max(0, x − y), 2 − x. Kvantory interpretiru¸tsØ kak preobrazovaniØ trehznaqnyh predikatov, a imenno: esli formula A so svobodnymi peremennymi x, x_1, x_2, . . . , x_{n−1} zadaet trehznaqnyæ n-mestnyæ predikat p na mnoßestve M , to togda formula ∀x(A) (sootvetstvenno, ∃x(A)) zadaet (n − 1)-mestnyæ trehznaqnyæ predikat na M , takoæ qto ego znaqenie v toqke (x_1, x_2, . . ., x_{n−1}) ØvlØetsØ minimumom (sootvetstvenno, maksimumom) znaqeniæ p(x, x_1, x_2, . . ., x_{n−1}) pri vseh x ∈ M .

26 I. D. ZASLAVSKI`

Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, A – predikatnaØ formula v Øzyke L(Z), δ – Luk-raspredelenie na Z. Togda Lukinterpretacieæ formuly A otnositel~no Luk-raspredeleniØ δ budem nazyvat~ trehznaqnyæ predikat, kotoryæ poluqaetsØ, kogda vse funkcional~nye i predikatnye simvoly v formule A zamenØ¸tsØ ih interpretaciØmi otnositel~no δ, a ostal~nye simvoly v formule A interpretiru¸tsØ v sootvetstvii s opredeleniØmi, dannymi vyxe. Esli interpretaciØ formuly A otnositel~no Luk-raspredeleniØ δ predstavlØet soboæ trehznaqnyæ predikat, znaqeniØ kotorogo vo vseh toqkah ravny 2, to govorim, qto “formula A Luk-istinna otnositel~no δ”.

Pust~ zadana signatura Z. Aksiomatiqeskoæ sistemoæ ili sistemoæ aksiom v L(Z) (ili L^∗(Z)) budem nazyvat~ l¸boe sqetnoe ili koneqnoe (vozmoßno, pustoe) mnoßestvo zamknutyh formul

(A_1, A_2, . . . ), prinadleßawih L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)). My

rassmatrivaem sistemy aksiom, sostoØwie lix~ iz zamknutyh formul, vsledstvie nekotoryh formal~nyh osobennosteæ rassmatrivaemyh niße logiqeskih isqisleniæ; ffto ograniqenie nosit tehniqeskiæ harakter. Luk-raspredelenie δ na signature Z budem nazyvat~ Luk-model~¸ sistemy aksiom (A_1, A_2, . . . ) v L(Z) (ili L^∗(Z)), esli vse aksiomy A_i Luk-istinny otnositel~no δ. Formulu B (ne obØzatel~no zamknutu¸) v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)) budem nazyvat~ Luk-sledstviem sistemy aksiom Ω v Øzyke L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)), esli ona Luk-istinna otnositel~no vsØkoæ Luk-modeli sistemy aksiom Ω. V qastnosti, esli sistema aksiom Ω v Øzyke L(Z_{max} ) pusta, to vsØkoe Luk-raspredelenie na Z_{max} moßet rassmatrivat~sØ kak Luk-model~ sistemy Ω, a potomu Luk-sledstviØ fftoæ sistemy aksiom sut~ vse takie formuly v Øzyke LP , u kotoryh Luk-interpretacii otnositel~no l¸byh Luk-raspredeleniæ na Z_{max} sut~ trehznaqnye predikaty, znaqeniØ kotoryh vo vseh toqkah ravny 2. Takie formuly budem nazyvat~ “toßdestvenno Luk-istinnymi formulami”. Budem govorit~, qto sistema aksiom Ω_1 = (B_1, B_2, . . .) ØvlØetsØ Lukrasxireniem sistemy aksiom Ω = (A_1, A_2, . . . ) (ili, qto sistema Ω ØvlØetsØ podsistemoæ sistemy Ω_1), esli Øzyk sistemy Ω soderßitsØ v Øzyke sistemy Ω_1, i vsØkoe Luk-sledstvie sistemy Ω ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy Ω_1. Sistema aksiom nazyvaetsØ koneqnoæ, esli koliqestvo aksiom v neæ koneqno.

Luk-teorieæ, osnovannoæ na kakoæ-libo sisteme aksiom, bu-

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 27

dem nazyvat~ mnoßestvo vseh Luk-sledstviæ fftoæ sistemy aksiom. Dve sistemy aksiom nazyva¸tsØ Luk-ffkvivalentnymi, esli Luk-teorii, osnovannye na nih, ravny. Sistemu aksiom budem nazyvat~ Luk-neprotivoreqivoæ, esli ona imeet hotØ by odnu Luk-model~. V protivnom sluqae sistemu aksiom budem nazyvat~ Luk-protivoreqivoæ. Sistemu aksiom Ω v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)), gde Z – kakaØ-libo signatura, budem nazyvat~ Luk-polnoæ, esli, kakova by ni byla zamknutaØ formula A v

L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)), libo formula A, libo ¬A, libo (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy Ω. V pro-

tivnom sluqae, budem govorit~, qto Ω Luk-nepolna. Govorim, qto formuly A i B Luk-ffkvivalentny otnositel~no sistemy aksiom Ω (ili “Ω-ffkvivalentny”), esli formula (A ∼ B) ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy Ω.

Prefiks “Luk” v napisanii terminov, vvedennyh vyxe, budet inogda opuskat~sØ v teh sluqaØh, kogda ffto ne vedet k nedorazumeniØm.

Teorema 2.1. Esli formula A ØvlØetsØ Luk-sledstviem siste-

my aksiom Ω, to ona ØvlØetsØ takße Luk-sledstviem nekotoroæ koneqnoæ podsistemy Ω.

Kak bylo ukazano vyxe, ffta teorema ØvlØetsØ analogom teoremy K. GœdelØ–A. I. Mal~ceva o kompaktnosti v klassiqeskoæ logike predikatov. Dokazatel~stvo ee budet dano v razdele 6. Formulirovka fftoæ teoremy byla privedena v [40]. AnalogiqnaØ teorema verna dlØ l¸boæ mnogoznaqnoæ logiki, ime¸weæ koneqnoe mnoßestvo logiqeskih znaqeniæ; ffto dokazano O. R. BolibekØnom [1].

3. Logiqeskie isqisleniØ HLU i HL

Vvedem v rassmotrenie isqisleniØ HLU i HL, formalizu¸- wie predikatnu¸ logiku ˚. Lukaseviqa.

Isqislenie HLU v Øzyke LP opredelØetsØ edinstvennym pravilom vyvoda (modus ponens): A (A ⊃ B) B , nißesledu¸wimi shemami logiqeskih aksiom HLU_1 − HLU_{21} i individual~nymi logiqeskimi aksiomami HLU_{22} − HLU_{25} (gde

28 I. D. ZASLAVSKI`

A, B, C – l¸bye formuly v Øzyke LP ; x – l¸baØ predmetnaØ peremennaØ; D – l¸baØ formula v Øzyke LP , ne soderßawaØ svobodnyh vhoßdeniæ x; s – l¸boæ term): (HLU_1) (∀∀)(A ⊃ (B ⊃ A)); (HLU_2) (∀∀)((A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ (B ⊃ (A ⊃ C))); (HLU_3) (∀∀)((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))); (HLU_4) (∀∀)((A ⊃ (A ⊃ B)) ⊃ ((¬B ⊃ (¬B ⊃ ¬A)) ⊃ (A ⊃ B))); (HLU_5) (∀∀)((A ⊃ B) ⊃ (¬B ⊃ ¬A)); (HLU_6) (∀∀)(A ⊃ ¬¬A); (HLU_7) (∀∀)(¬¬A ⊃ A); (HLU_8) (∀∀)((A&B) ⊃ A); (HLU_9) (∀∀)((A&B) ⊃ B); (HLU_{10}) (∀∀)((C ⊃ A) ⊃ ((C ⊃ B) ⊃ (C ⊃ (A&B)))); (HLU_{11}) (∀∀)(A ⊃ (A ∨ B)); (HLU_{12}) (∀∀)(B ⊃ (A ∨ B)); (HLU_{13}) (∀∀)((A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ C))); (HLU_{14}) (∀∀)(∀x(A) ⊃ Subst(A, x, s)); (HLU_{15}) (∀∀)(D ⊃ ∀x(D)); (HLU_{16}) (∀∀)(∀x(A ⊃ B) ⊃ (∀x(A) ⊃ ∀x(B))); (HLU_{17}) (∀∀)(Subst(A, x, s) ⊃ ∃x(A)); (HLU_{18}) (∀∀)(∃x(D) ⊃ D); (HLU_{19}) (∀∀)(∀x(A ⊃ B) ⊃ (∃x(A) ⊃ ∃x(B))); (HLU_{20}) (∀∀)(∀x(A ⊃ (A ⊃ B)) ⊃ (∃x(A) ⊃ (∃x(A) ⊃ ∃x(B)))); (HLU_{21}) (∀∀)(((A ⊃ ¬A) ⊃ ¬(A ⊃ ¬A)) ⊃ A); (HLU_{22}) T ; (HLU_{23} ¬F ; (HLU_{24}) (U ⊃ ¬U ); (HLU_{25}) (¬U ⊃ U ).

S pomow~¸ simvolov ⊇ i ¬^∘ shemu HLU_4 moßno zapisat~ v vide (∀∀)((A ⊇ B) ⊃ ((¬B ⊇ ¬A) ⊃ (A ⊃ B))), shemu HLU_{20} – v vide (∀∀)(∀x(A ⊇ B) ⊃ (∃x(A) ⊇ ∃x(B))), shemu HLU_{21} – v vide (∀∀)(¬^∘¬^∘A ⊃ A). Isqislenie HLU lix~ tehniqeski otliqaetsØ ot isqisleniØ HLE, rassmatrivaemogo v [37], [38], [40], [41].

Isqislenie HL v Øzyke L^∗P opredelØetsØ pravilom modus po-

nens i shemami logiqeskih aksiom HL_1 −HL_{21}, kotorye zada¸tsØ

temi ße formal~nymi vyraßeniØmi, qto i shemy HLU_1 −HLU_{21} , no otnosØwimisØ k Øzyku L^∗P . �to isqislenie vvedeno i issledovano v [2] i [3]. Otnoxenie “formula B vyvodima v HLU

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 29

(sootvetstvenno, v HL) iz sistemy formul A_1, A_2, . . . , A_n” (inaqe govorØ, “iz posylok A_1, A_2, . . . , A_n”) opredelØetsØ obyqnym obrazom ([21]; [24], str. 82–83 russkogo perevoda; [28], str. 37 russkogo perevoda). �to otnoxenie budet oboznaqat~sØ posredstvom A_1, A_2, . . . , A_n ⊢_{HLU} B (sootvetstvenno, A_1, A_2, . . . , A_n ⊢

HLB) ili A_1, A_2, . . . , A_n ⊢ B, esli Øsno o kakom isqislenii idet

req~. Govorim, qto formula B vyvodima v HLU (sootvetstvenno, v HL), esli ona vyvodima v fftom isqislenii iz pustoæ sistemy formul.

Pust~ Z – kakaØ-libo signatura. Budem govorit~, qto formula B v Øzyke L(Z) ØvlØetsØ HLU -sledstviem sistemy aksiom

Ω = (A_1, A_2, . . . ) v L(Z), esli A_1, A_2, . . . , A_n ⊢_{HLU} B pri nekotorom

n; v fftom sluqae budem govorit~ takße, qto ”formula B vyvodima iz Ω v isqislenii HLU “. Budem govorit~, qto sistema aksiom Ω = (A_1, A_2, . . . ) v Øzyke L(Z) ØvlØetsØ HLU -protivoreqivoæ, esli nekotoraØ formula B v Øzyke L(Z) vyvodima iz Ω v isqislenii HLU , i to ße imeet mesto dlØ formuly ¬B. V protivnom sluqae, esli podobnoæ formuly B ne suwestvuet, budem govorit~, qto sistema aksiom Ω ØvlØetsØ HLU -neprotivoreqivoæ. Budem govorit~, qto sistema aksiom Ω = (A_1, A_2, . . . ) v Øzyke

L(Z) ØvlØetsØ HLU -polnoæ, esli l¸baØ zamknutaØ formula B

v Øzyke L(Z) obladaet sledu¸wim svoæstvom: libo formula B, libo formula ¬B, libo formula (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) vyvodima iz Ω v isqislenii HLU . HLU -teoriØ, osnovannaØ na sisteme aksiom Ω v Øzyke L(Z), opredelØetsØ kak mnoßestvo vseh HLU - sledstviæ iz Ω. Budem govorit~, qto dve formuly A i B v Øzyke L(Z) ØvlØ¸tsØ HLU -ffkvivalentnymi otnositel~no sistemy aksiom Ω v Øzyke L(Z), esli formula (A ∼ B) ØvlØetsØ HLU - sledstviem iz Ω. Formuly A i B v Øzyke LP nazyva¸tsØ HLU - ffkvivalentnymi, esli formula (A ∼ B) vyvodima v HLU .

PonØtiØ HL-sledstviØ iz sistemy aksiom, HL-neprotivore-qivoæ sistemy aksiom, HL-polnoæ sistemy aksiom i drugie ponØtiØ, analogiqnye vvedennym vyxe, opredelØ¸tsØ dlØ isqisleniØ HL takim ße obrazom, kak i dlØ HLU , s zamenoæ HLU na HL i LP na L^∗P . Bol~xinstvo ukazannyh ponØtiæ (kak dlØ HLU , tak i dlØ HL) bylo privedeno (s toqnost~¸ do tehniqeskih podrobnosteæ) v [40].

Teorema 3.1. Esli sistema aksiom HLU -neprotivoreqiva ili

HL-neprotivoreqiva, to ona imeet Luk-model~.

30 I. D. ZASLAVSKI`

Teorema 3.2. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A1, A2, . . . )

– sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)). Togda l¸baØ formula v Øzyke L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)) ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy aksiomy Ω v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda ona ØvlØetsØ HLU -sledstviem (sootvetstvenno, HL-sledstviem) sistemy aksiom Ω.

Kak bylo ukazano ranee, obe teoremy v sovokupnosti da¸t analog teoremy K. GœdelØ o polnote klassiqeskogo isqisleniØ predikatov. Dokazatel~stva fftih teorem budut dany v razdele 6. Formulirovki ih privedeny (s toqnost~¸ do tehniqeskih podrobnosteæ) v [40]. Iz fftih teorem sleduet, qto ponØtiØ Lukneprotivoreqivosti sistemy aksiom, Luk-polnoty sistemy aksiom, Luk-teorii, osnovannoæ na sisteme aksiom i t.d., ffkvivalentny, sootvetstvenno, ponØtiØm HLU -neprotivoreqivosti ili HL-neprotivoreqivosti sistemy aksiom, HLU -polnoty ili HLpolnoty sistemy aksiom, HLU -teorii ili HL-teorii, osnovannoæ na sisteme aksiom i t.d., – smotrØ po tomu, kakov Øzyk (L(Z) ili L^∗(Z)) rassmatrivaemoæ sistemy. Tem samym teoretikomnoßestvennye ponØtiØ, kasa¸wiesØ sistem aksiom v trehznaqnoæ logike, svodØtsØ k konstruktivnym ponØtiØm, svØzannym s vyvodimost~¸ v isqisleniØh HLU i HL. Otmetim, qto drugaØ forma utverßdeniØ o polnote fftih isqisleniæ ustanovlena v [37]; ona faktiqeski sootvetstvuet qastnomu sluqa¸ teoremy 3.2 dlØ pustoæ sistemy aksiom Ω v Øzykah L(Z_{max} ) i L^∗(Z_{max}).

4. Logiqeskie i arifmetiqeskie sistemy

Rassmotrim teper~ nekotorye drugie isqisleniØ predikatov, a takße rØd sistem formal~noæ arifmetiki. Isqislenie HSU v Øzyke LP i isqislenie HS v Øzyke L^∗P poluqa¸tsØ, sootvetstvenno, iz HLU i HL posredstvom udaleniØ shem HLU_{21} i HL. Isqislenie HS vvedeno i issledovano v [2] i [3]; isqislenie HSU otliqaetsØ lix~ tehniqeski ot isqisleniØ HSE, rassmotrennogo v [41]. IsqisleniØ HSU i HS ØvlØ¸tsØ osnovnymi predikatnymi isqisleniØmi simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki. Napomnim, qto ffta logika moßet rassmatrivat~sØ kak konstruktivnyæ (intuicionistskiæ) variant trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa.

Vvedem v rassmotrenie predikatnye isqisleniØ HK i HI v Øzyke L^∗P . Isqislenie HK opredelØetsØ pravilom modus ponens

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 31

i shemami logiqeskih aksiom HK_1 − HK_{20}, gde shemy HK_1 −

HK_3, HK_5 −HK_{20} sovpada¸t so shemami aksiom, sootvetstvenno, HL_1 − HL_3, HL_5 − HL_{20}, a shema HK_4 imeet sledu¸wiæ vid: (HK_4) (∀∀)((A ⊃ (A ⊃ B)) ⊃ (A ⊃ B)). Predikatnoe isqislenie HI opredelØetsØ pravilom modus

ponens i shemami logiqeskih aksiom HI_1 − HI_{20}, gde shemy HI_1 −HI_3, HI_5 −HI_6, HI_8 −HI_{20} sovpada¸t so shemami HL_1 −HL_3, HL_5 − HL_6, HL_8 − HL_{20}, shema HI_4 sovpadaet s HK_4, a shema HI_7

imeet sledu¸wiæ vid: (HI_7) (∀∀)(¬A ⊃ (A ⊃ B)). Predikatnye isqisleniØ HK i HI sovpada¸t, sootvetstvenno, s isqisleniØmi HK i HT , rassmotrennymi v [2] i [3]; oni lix~ tehniqeski otliqa¸tsØ ot obyqno rassmatrivaemyh predikatnyh isqisleniæ – sootvetstvenno, klassiqeskogo ([21, 23, 24, 28]) i konstruktivnogo (intuicionistskogo) ([24, 35]). IsqisleniØ HK i HI ime¸t nekotorye tehniqeskie osobennosti po sravneni¸ s obyqno rassmatrivaemymi (skaßem, v [24] ili [35]) predikatnymi isqisleniØmi analogiqnogo roda; naprimer, formula ∀xp(x) ne vyvodima v HK i HI iz formuly p(x) (poskol~ku edinstvennym pravilom vyvoda v HK i HI ØvlØetsØ

modus ponens, a pravila vyvoda P. Bernaæsa ([23], tom 1, str. 142

russkogo perevoda) faktiqeski zameneny sootvetstvu¸wimi shemami logiqeskih aksiom). Odnako, kak legko videt~, HK i HI oblada¸t vsemi osnovnymi svoæstvami, sootvetstvenno, klassiqeskogo i konstruktivnogo (intuicionistskogo) predikatnogo isqisleniØ. V qastnosti vse formuly, vyvodimye v HK (sootvetstvenno, v HI) budut vyvodimy i v obyqnom klassiqeskom (sootvetstvenno, intuicionistskom) predikatnom isqislenii, i obratno. Podrobnoe rassmotrenie fftogo voprosa provedeno v [3].

Otmetim, qto slabaØ i sil~naØ implikaciØ, slaboe i sil~noe otricanie ffkvivalentny v HK i HI.

IsqisleniØ HK i HI ne mogut byt~ rasprostraneny estestvennym obrazom na Øzyk LP . Logiqeskie konstanty T i F mogut byt~ vvedeny v ffti isqisleniØ bez protivoreqiØ, odnako dobavlenie konstanty U i sootvetstvu¸wih logiqeskih aksiom

HLU_{24} i HLU_{25} oqevidnym obrazom privodit k protivoreqivoæ

sisteme, poskol~ku slaboe i sil~noe otricanie ffkvivalentny v

32 I. D. ZASLAVSKI`

HK i HI, a potomu, kak legko videt~, aksioma U ⊃ ¬U ffkvivalentna ¬U , a aksioma ¬U ⊃ U ffkvivalentna ¬¬U v fftih isqisleniØh.

Pust~ Γ – odno iz logiqeskih isqisleniæ, vvedennyh v fftom razdele (t.e. HSU , HS, HK, HI). PonØtiØ Γ-sledstviØ sistemy aksiom Ω, Γ-neprotivoreqivoæ sistemy aksiom, Γ-polnoæ sistemy aksiom, Γ-teorii, osnovannoæ na Ω, i t.p. vvodØtsØ, kak pravilo, estestvennym obrazom, v toqnoæ analogii s opredeleniØmi, dannymi v predyduwem razdele dlØ isqisleniæ HLU i HL. Iskl¸qenie sostavlØ¸t lix~ opredeleniØ HK-polnoæ i HI-polnoæ (t.e. ”klassiqeski polnoæ“ i ”intuicionistski polnoæ“) sistemy aksiom. A imenno, sistema aksiom Ω v L^∗(Z), gde Z – kakaØ-libo signatura, nazyvaetsØ HK-polnoæ (sootvetstvenno, HI-polnoæ) esli, kakova by ni byla zamknutaØ formula B v L^∗(Z), libo formula B, libo formula ¬B ØvlØetsØ HKsledstviem (sootvetstvenno, HI-sledstviem) sistemy Ω. PonØtiØ HS-polnoty i HSU -polnoty, naprotiv, vvodØtsØ v toqnoæ analogii s ponØtiem HLU -polnoty.

Pri opredelenii podobnyh ponØtiæ, estestvenno, predpolagaetsØ, qto sistema aksiom Ω zadana v tom ße Øzyke (LP ili L^∗P ), qto i isqislenie Γ.

Teper~ vvedem v rassmotrenie sistemy formal~noæ arifmetiki, osnovannye na predikatnyh isqisleniØh, vvedennyh vyxe. Signatura Z_1 opredelØetsØ kak signatura, sostoØwaØ iz dvumestnogo predikatnogo simvola =, predmetnoæ konstanty 0 (ee ne sleduet putat~ s logiqeskim znaqeniem 0) i iz funkcional~nyh simvolov dlØ vseh primitivno rekursivnyh funkciæ ([11, 23, 24, 26, 28]). VvoditsØ sistema aksiom Ω_A formal~noæ arifmetiki, kotoraØ opredelØetsØ odnim i tem ße obrazom dlØ vseh vvedennyh vyxe predikatnyh isqisleniæ i soderßit (sr. [21, 23, 24, 28]) aksiomy sledu¸wih vidov: (1) aksiomy ravenstva; (2) aksiomy Peano; (3) aksiomy, poroßdaemye shemoæ aksiom indukcii; (4–5) zamykaniØ vseobwnosti opredelØ¸wih ravenstv dlØ operatorov superpozicii i primitivnoæ rekursii ([11], str. 30–35; [23], tom 2, str. 466–467 russkogo perevoda; [24], str. 197 russkogo perevoda; [28], str. 135 russkogo perevoda), zada¸wih vsevozmoßnye primitivno rekursivnye funkcii; (6–7) zamykaniØ vseobwnosti opredelØ¸wih ravenstv dlØ bazisnyh primitivno rekursivnyh funkciæ – toßdestvennyh nuleæ D_n pri n ¿ 1 i

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 33

toßdestvennyh funkciæ I^k_n pri n ¿ 1, 1 6 k 6 n (otmetim, qto analogiqnaØ aksioma dlØ funkcii sledovaniØ x^′ = x + 1 ne vvoditsØ). �ti aksiomy zada¸tsØ sledu¸wim obrazom:

(1) Aksiomy ravenstva:

(A_1) ∀x(x = x); (A_2) ∀x∀y(x = y ⊃ y = x); (A_3) ∀x∀y∀z(x = y ⊃ (y = z ⊃ x = z)); (A_f ) ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n∀y_1∀y_2 . . . ∀y_n ((x_1 = y_1&x_2 = y_2& . . . &x_n = y_n) ⊃ f(x_1 , x_2, . . ., x_n) = f(y_1 , y_2, . . . , y_n));

aksiomy poslednego vida vvodØtsØ dlØ kaßdogo funkcional~nogo simvola f v signature Z_1 (razmernost~ fftogo simvola oboznaqena qerez n).

(2) Aksiomy Peano:

(A_4) ∀x¬(x^′ = 0);

(A_5) ∀x∀y(x^′ = y^′ ⊃ x = y).

(3) Shema aksiom indukcii: (A_B ) (∀∀)(Subst(B, x, 0) ⊇ (∀x(B ⊇

Subst(B, x, x^′)) ⊇ ∀x(B))), gde x – l¸baØ predmetnaØ peremennaØ,

B – l¸baØ formula v Øzyke L(Z_1).

(4) ZamykaniØ vseobwnosti opredelØ¸wih ravenstv dlØ operatora superpozicii:

(S_f ) ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n(f(x_1 , x_2, . . ., x_n) = g(h_1(x_1, x_2, . . . , x_n),

h_2(x_1, x_2, . . . , x_n), . . . , h_k(x_1, x_2, . . . , x_n))),

gde g, h_1, h_2, . . . , h_k – funkcional~nye simvoly dlØ ishodnyh primitivno rekursivnyh funkciæ pri primenenii operatora, f – funkcional~nyæ simvol dlØ primitivno rekursivnoæ funkcii, poluqa¸weæsØ iz g, h_1, h_2, . . . , h_k posredstvom operatora superpozicii.

(5) ZamykaniØ vseobwnosti opredelØ¸wih ravenstv dlØ operatora primitivnoæ rekursii:

(R_{f,1}) ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n(f(x_1 , x_2, . . ., x_n, 0) = g(x_1, x_2, . . . , x_n)); (R_{f,2}) ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n∀y(f(x_1 , x_2, . . ., x_n, y^′) = h(x_1, x_2, . . ., x_n, y, f(x_1, x_2, . . . , x_n, y))), gde g i h – funkcional~nye simvoly dlØ ishodnyh primitivno rekursivnyh funkciæ pri primenenii operatora primitivnoæ

34 I. D. ZASLAVSKI`

rekursii, f – funkcional~nyæ simvol dlØ primitivno rekursivnoæ funkcii, poluqa¸weæsØ iz g i h posredstvom primeneniØ operatora primitivnoæ rekursii.

(6) ZamykaniØ vseobwnosti opredelØ¸wih ravenstv funkciæ

D_n pri n ¿ 1:

(D_n) ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n(D_n(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0).

(7) ZamykaniØ vseobwnosti opredelØ¸wih ravenstv funkciæ

I^k_n pri n ¿ 1, 1 6 k 6 n:

(I_{k,n}) ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n(I^k_n(x_1, x_2, . . . , x_n) = x_k).

Otmetim, qto koliqestvo aksiom tipa (2) koneqno; koliqestvo aksiom ostal~nyh tipov beskoneqno.

Sistema aksiom Ω^∗_A v Øzyke L^∗(Z_1) poluqaetsØ iz Ω_A posredstvom udaleniØ vseh aksiom, ne prinadleßawih Øzyku L^∗(Z_1) (ukazannoe izmenenie kasaetsØ lix~ aksiom tipa (3)).

Teper~ vvedem v rassmotrenie signaturu Z_2. Ona sostoit, po opredeleni¸, iz dvumestnogo predikatnogo simvola =, predmetnoæ konstanty 0 i funkcional~nyh simvolov^′ (funkciØ sledovaniØ), + (sloßenie). Sistemy aksiom Ωp i Ω^∗p v Øzykah, sootvetstvenno, L(Z_2) i L^∗(Z_2) poluqa¸tsØ iz sistemy aksiom Ω_A posredstvom udaleniØ vseh aksiom, ne prinadleßawih, sootvetstvenno, Øzykam L(Z_2) i L^∗(Z_2) (i oqevidnyh preobrazovaniæ sootvetstvu¸wih aksiom). Zametim, qto pri fftom mnoßestvo aksiom tipa (A_f ) svoditsØ k dvum aksiomam (kak dlØ Ωp, tak i dlØ

Ω^∗p): ∀x∀y(x = y ⊃ x^′ = y^′); ∀x∀y∀u∀ν((x = y&u = ν) ⊃ x + u = y + ν); aksiomy tipa (4), (6), (7) otsutstvu¸t, a aksiomy tipa (5) mogut byt~ svedeny k dvum aksiomam (kak dlØ Ωp, tak i dlØ Ω^∗p):

∀x(x + 0 = x); ∀x∀y(x + y^′ = (x + y)^′). ˚sno, qto v sistemah Ωp i Ω^∗p lix~ mnoßestvo aksiom tipa (3) ØvlØetsØ beskoneqnym.

Posredstvom n^∗ budem oboznaqat~ term 0^{00...0} , gde funkcional~- nyæ simvol^′ povtorØetsØ n raz. Termy 0^′, 0^{′′} . . . , budut oboznaqat~sØ posredstvom 1, 2, . . ..

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 35

Teper~, soqetaØ predikatnye isqisleniØ i sistemy arifmetiqeskih aksiom, vvedennye vyxe, poluqaem sledu¸wie sistemy formal~noæ arifmetiki:

HLU A v Øzyke L(Z_1 ) kak soqetanie HLU i Ω_A;

HLA v Øzyke L^∗(Z_1) kak soqetanie HL i Ω^∗_A;

HSU A v Øzyke L(Z_1) kak soqetanie HSU i Ω_A;

HSA v Øzyke L^∗(Z_1 ) kak soqetanie HS i Ω^∗_A; HIA v Øzyke L^∗(Z_1) kak soqetanie HI i Ω^∗_A; HKA v Øzyke L^∗(Z_1) kak soqetanie HK i Ω^∗_A;

krome togo, sistemy HLU P , HLP , HSU P , HSP , HIP , HKP vvodØtsØ pri pomowi analogiqnyh opredeleniæ, s zamenoæ Z_1 na Z_2,

Ω_A na Ωp, Ω^∗_A na Ω^∗p.

Sistema HKA rassmatrivaetsØ v [2] i [3]; ona otliqaetsØ lix~ tehniqeski ot klassiqeskoæ arifmetiki, rassmatrivaemoæ v [21, 23, 24, 28]. Sistema HIA s toqnost~¸ do tehniqeskih podrobnosteæ sovpadaet s sistemoæ HT A, rassmatrivaemoæ v [2] i [3]; ona otliqaetsØ lix~ tehniqeski ot intuicionistskoæ (Geætingovoæ) arifmetiki ([24, 35]). Sistemy HSA i HLA vvedeny i issledovany v [2] i [3]; oni predstavlØ¸t soboæ sistemy formal~noæ arifmetiki v Øzyke L^∗P na osnove, sootvetstvenno, simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki i trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa. Vmeste s tem, kak ffto dokazano v [3], str. 237–238, sistema HLA ffkvivalentna klassiqeskoæ sisteme HKA (otmetim, qto sistema HLU A trehznaqnoæ arifmetiki, otliqa¸weæsØ ot HLA lix~ naliqiem v neæ simvolov logiqeskih konstant T , F , U i sootvetstvu¸wih logiqeskih aksiom, uße ne budet ffkvivalentna klassiqeskoæ arifmetike; ffto obstoØtel~stvo slußit ill¸stracieæ vyskazannogo vyxe poloßeniØ o razliqii svoæstv formal~nyh sistem, opredelØemyh shodnym obrazom v Øzykah LP i L^∗P ). Sistemy HLU A i HSU A mogut rassmatrivat~sØ kak sistemy, poluqennye posredstvom rasxireniØ HLA i HSA na Øzyk L(Z_1 ) i dobavleniØ logiqeskih aksiom HLU_{22} − HLU_{25}; sistema HLU A rassmotrena v [38, 40, 41], a sistema HSU A – v [41] (oni oboznaqeny v ukazannyh stat~Øh posredstvom HLEA i HSEA). Sistema HKP otliqaetsØ lix~ tehniqeski ot klassiqeskoæ sistemy M. Presburgera ([21]; [23], tom 1, str. 438–452 russkogo perevoda; [24], str. 419 i 479–481 russkogo perevoda; [29]). Sistemy HIP , HSP , HSU P ,

HLU P sut~ sootvetstvu¸wie analogi sistemy M. Presburge-

36 I. D. ZASLAVSKI`

ra. Sistema HLU P rassmotrena v [40] i [41], sistema HSU P – v [41] (v ukazannyh stat~Øh ffti sistemy oboznaqeny posredstvom HLEP i HSEP ). My budem rassmatrivat~ takße sistemy

HSAD i HSU AD v Øzykah L^∗(Z_1 ) i L(Z_1); ffti sistemy poluqa-

¸tsØ iz sistem, sootvetstvenno, HSA i HSU A posredstvom dobavleniØ shemy aksiom dvoæstvennoæ simmetriqeskoæ realizuemosti (“dual symmetric realizability”), rassmotrennoæ v [39]. Sistema

HSAD vvedena i issledovana v [39]. Sistema HSU AD otliqaet-

sØ lix~ tehniqeski ot sistemy HSEAD, rassmotrennoæ v [41].

Vvedem ponØtie suwestvennoæ neopredelennosti formul; ffto ponØtie ØvlØetsØ obobweniem ponØtiØ formal~noæ neopredelennosti formul, vvedennogo v [3], str. 264. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A_1, A_2, . . . ) – sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili

L^∗(Z)), rassmatrivaemaØ na osnove kakogo-libo predikatnogo is-

qisleniØ Γ iz qisla isqisleniæ, vvedennyh vyxe. Budem govorit~, qto formula B v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)) ØvlØetsØ suwestvenno neopredelennoæ v Ω otnositel~no Γ (ili suwestvenno Γ-neopredelennoæ v Ω), esli dobavlenie zamykaniØ vseobwnosti formuly B k sisteme Ω v kaqestve novoæ aksiomy privodit k Γ-protivoreqivoæ sisteme, i k takomu ße rezul~tatu privodit dobavlenie k sisteme Ω otricaniØ zamykaniØ vseobwnosti formuly B v kaqestve novoæ aksiomy. V [3], str. 264, dokazano, qto formuly, oblada¸wie ukazannym svoæstvom, suwestvu¸t v sisteme HSAR^+ , rassmotrennoæ v [3] (v stat~e [2] ffta sistema oboznaqena posredstvom HSAE). V stat~e [39] dokazano, qto sistemy HSAR^+ i HSAD ffkvivalentny; my poluqaem, takim obrazom, qto podobnye formuly suwestvu¸t v HSAD. Primer formuly, oblada¸weæ ukazannym svoæstvom, moßet byt~ postroen sledu¸wim obrazom. Pust~ V i τ sut~ primitivno rekursivnye funkcii, uqastvu¸wie v normal~noæ forme S. K. Klini ([11], str. 120-121; [21]; [24], str. 294 russkogo perevoda; [28], str. 266- 267 russkogo perevoda) dlØ universal~noæ qastiqno rekursivnoæ funkcii U ([11], str. 122–123; [21]; [24], str. 294 russkogo perevoda; [28], str. 266–267 russkogo perevoda), a imenno, sledu¸wee ravenstvo imeet mesto dlØ l¸byh natural~nyh e i x U(e, x) = V (μz[τ (e, x, z) = 0]); togda nißesledu¸waØ formula ∀x(∃z(τ (x, x, z) = 0) ∨ ¬∃z(τ (x, x, z) = 0))

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 37

ØvlØetsØ suwestvenno neopredelennoæ v HSAD i HSAR^+ ([3, str. 264]). Krome togo, moßno privesti sledu¸wiæ prostoæ primer suwestvenno neopredelennoæ formuly: esli Ω est~ odna iz sistem HLU A, HSU A, HLU P , HSU P , HSU AD, to formula U ØvlØetsØ suwestvenno neopredelennoæ v Ω otnositel~no sootvetstvu¸wego isqisleniØ (v samom dele: esli my dobavim k Ω formulu U ili, sootvetstvenno, ¬U v kaqestve novoæ aksiomy, to iz logiqeskih aksiom HLU_{24} ili, sootvetstvenno, HLU_{25} nemedlenno poluqim protivoreqie). Naprotiv, esli Ω – odna iz sistem HSA, HLA, HIA, HKA, HSP , HLP , HIP , HKP , to formula, suwestvenno neopredelennaØ v Ω otnositel~no sootvetstvu¸wego isqisleniØ, zavedomo ne moßet suwestvovat~. V samom dele, vse ukazannye sistemy mogut rassmatrivat~sØ kak podsistemy klassiqeskoæ arifmetiki HKA. No dlØ kaßdoæ sistemy aksiom Ω v klassiqeskom isqislenii predikatov spravedlivo sledu¸- wee utverßdenie: esli dobavlenie zamknutoæ formuly A k sisteme Ω v kaqestve novoæ aksiomy privodit k protivoreqivoæ sisteme, to formula ¬A moßet byt~ vyvedena iz Ω pri pomowi pravila “reductio ad absurdum” (sm., naprimer, [24], str. 91 russkogo perevoda). Pofftomu, esli by imelas~ formula, suwestvenno neopredelennaØ v HKA (ili v kakoæ-libo podsisteme HKA), to sistema HKA okazalas~ by protivoreqivoæ, no, kak horoxo izvestno, ffto ne tak.

Budem rassmatrivat~ kodirovanie formul, termov i logiqeskih vyvodov posredstvom natural~nyh qisel ([21]; [23], tom 2, str. 265–271 russkogo perevoda; [24], str. 221–231 russkogo perevoda; [28], str. 151–157 russkogo perevoda). Qislovoæ kod formuly, terma ili logiqeskogo vyvoda budem nazyvat~, kak obyqno, “gedelevym nomerom” sootvetstvu¸weæ formuly, terma ili logiqeskogo vyvoda. My budem rassmatrivat~ lix~ takie sposoby kodirovaniØ ob¨ektov ukazannogo roda, dlØ kotoryh suwestvu¸t primitivno rekursivnye funkcii Num, Neg, Sub, oblada¸wie sledu¸wimi svoæstvami:

(1) Esli k est~ natural~noe qislo, to Num(k) est~ gedelev nomer terma k^∗.

(2) Esli k est~ gedelev nomer formuly A, to Neg(k) est~ gedelev nomer formuly ¬A.

(3) Esli qislo k est~ gedelev nomer formuly (ili terma) A, qislo l est~ gedelev nomer predmetnoæ peremennoæ x, qislo m

38 I. D. ZASLAVSKI`

est~ gedelev nomer terma s, to Sub(k, l, m) est~ gedelev nomer formuly (ili terma) Subst(A, x, s).

Suwestvovanie sposobov kodirovaniØ, oblada¸wih ukazannymi svoæstvami, sleduet oqevidnym obrazom iz rezul~tatov, privedennyh v [21, 23, 24, 28].

Primitivno rekursivnye funkcii Num, Neg, Sub budut ispol~zovat~sØ v razdele 8.

Pust~ Γ – odno iz predikatnyh isqisleniæ, vvedennyh vyxe, Z – kakaØ-libo signatura. Budem govorit~, qto sistema aksiom Ω = (A_1, A_2, . . . ) v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)) Γ-pereqislima (pri dannom fiksirovannom sposobe kodirovaniØ formul posredstvom natural~nyh qisel), esli mnoßestvo gedelevyh nomerov formul, prinadleßawih Γ-teorii, osnovannoæ na Ω, rekursivno pereqislimo ([21, 24, 26, 28]).

Esli Γ est~ HLU ili HL, to vmesto ”Γ-pereqislimost~“ budem inogda govorit~ ”Luk-pereqislimost~“ (napomnim, qto, v silu teoremy 3.2, ponØtie Luk-teorii, osnovannoæ na sisteme aksiom Ω, ravnosil~no ponØti¸ HLU -teorii ili HL-teorii, osnovannoæ na Ω, – smotrØ po tomu, v kakom Øzyke zadana sistema aksiom Ω).

Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A_1, A_2, . . . ) – sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)), rassmatrivaemaØ na osnove kakogo-libo predikatnogo isqisleniØ Γ iz qisla isqisleniæ, vvedennyh vyxe. Budem govorit~, qto sistema Ω ffffektivno Γ-nepolna, esli dlØ kaßdogo Γ-pereqislimogo Γneprotivoreqivogo rasxireniØ Ω_1 sistemy Ω moßet byt~ ffffektivno ukazana zamknutaØ formula A v Øzyke sistemy Ω_1, takaØ qto ni formula A, ni formula ¬A, ni formula (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) ne ØvlØ¸tsØ Γ-sledstviØmi sistemy Ω_1.

Esli Γ est~ odno iz isqisleniæ HLU i HL, to vmesto “ffffektivnoæ HLU - ili HL-nepolnoty” budem inogda govorit~ ob “ffffektivnoæ Luk-nepolnote” sistemy Ω.

Teorema 4.1. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A1, A2, . . . )

– sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)), rassmatrivaemaØ na osnove odnogo iz isqisleniæ Γ, vvedennyh vyxe. Togda l¸baØ zamknutaØ formula B v Øzyke sistemy Ω ØvlØetsØ suwestvenno neopredelennoæ v Ω v tom, i tol~ko tom sluqae, kogda formula (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) ØvlØetsØ Γ-sledstviem sistemy Ω.

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 39

Teorema 4.2. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A1, A2, . . . )

– sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)), rassmatrivaemaØ na osnove isqisleniØ Γ iz qisla isqisleniæ, vvedennyh vyxe. Togda vse zamknutye formuly, suwestvenno neopredelennye v Ω, Γ – ffkvivalentny drug drugu otnositel~no Ω.

Sledstvie. Formula ∀x(∃z(τ (x, x, z) = 0)∨¬∃z(τ (x, x, z) = 0)), ras-

smotrennaØ vyxe, HSU -ffkvivalentna U otnositel~no sistemy HSU AD. Teorema 4.3. Sistemy HSU A, HLU A, HSU AD ØvlØ¸tsØ ffffek-

tivno HSU -nepolnymi; sistemy HSA, HLA, HSAD ØvlØ¸tsØ ffffektivno HS-nepolnymi.

Sledstvie. Sistemy HLA i HLU A ØvlØ¸tsØ ffffektivno Luk-

nepolnymi.

Teorema 4.4. Sistemy HSU P i HLU P ffkvivalentny i Luk-

polny.

Zameqanie Formulirovki teorem 4.1 i 4.2 dlØ sluqaev, kogda isqislenie Γ est~ HK ili HI, v opredelennom smysle trivial~- ny, poskol~ku v fftom sluqae suwestvenno Γ-neopredelennye formuly v Ω, tak ße, kak Γ-sledstviØ iz Ω vida (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) mogut suwestvovat~ lix~ v sluqae Γ-protivoreqivoæ sistemy Ω. Teorema 4.3 i ee sledstvie sootvetstvu¸t teoreme 1 iz [41]; zametim, qto opredelenie ffffektivnoæ Luk-nepolnoty, dannoe vyxe, v nekotoryh tehniqeskih detalØh otliqaetsØ ot opredeleniØ ffffektivnoæ Luk-nepolnoty iz [41].

Dokazatel~stva teorem 4.1 i 4.2 budut dany niße v razdele 7, dokazatel~stvo teoremy 4.3 i ee sledstviØ – v razdele 8, dokazatel~stvo teoremy 4.4 – v razdele 9.

5. Deduktivnye svoæstva logiqeskih isqisleniæ

Napomnim nekotorye svoæstva vyvodov v isqisleniØh HS, HSU , HL, HLU , ustanovlennye v [3, 37, 38]. Simvol ⊢ vs¸du v fftom razdele budet oboznaqat~ vyvodimost~ v isqislenii HS. Odnako vse utverßdeniØ o vyvodimosti, ustanavlivaemye v fftom razdele, spravedlivy takße dlØ isqisleniæ HSU , HL, HLU .

Posredstvom Π my budem oboznaqat~ l¸boæ spisok predikatnyh formul A_1, A_2, . . . , A_n (vozmoßno, pustoæ).

40 I. D. ZASLAVSKI`

Rassmotrim pravila vvedeniØ i udaleniØ logiqeskih operaciæ dlØ isqisleniØ HS. �ti pravila analogiqny pravilam vvedeniØ i udaleniØ, rassmotrennym v [24] na str. 91–94 russkogo perevoda; odnako v svØzi s obwim principom simmetrii meßdu konstruktivnoæ istinnost~¸ i konstruktivnoæ loßnost~¸, prinØtym za osnovu v simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logike, dlØ isqisleniØ HS rassmatriva¸tsØ ne tol~ko pravila vvedeniØ i udaleniØ logiqeskih operaciæ (naprimer, pravila ⊃- vvedeniØ, pravila ⊃-udaleniØ i t.p.), no i pravila vvedeniØ i udaleniØ otricaniæ logiqeskih operaciæ (naprimer, pravilo ¬ ⊃-vvedeniØ, pravila ¬ ⊃-udaleniØ i t.p.). Vvodimye niße pravila takße i v tehniqeskom otnoxenii otliqa¸tsØ ot analogiqnyh pravil iz [24]; a imenno, v silu tehniqeskih osobennosteæ rassmatrivaemyh isqisleniæ (takih, kak naliqie v nih edinstvennogo pravila vyvoda modus ponens), v pravilah, vvodimyh niße, otsutstvu¸t ograniqeniØ, svØzannye s tak nazyvaemoæ “var~iruemost~¸ peremennyh v vyvodah” ([24, str. 88-89 russkogo perevoda]). V isqislenii HS ime¸t mesto sledu¸wie pravila ukazannogo roda.

(1) Pravila ⊃-vvedeniØ dlØ isqisleniØ HS vvodØtsØ sledu- ¸wim obrazom. Vo-pervyh – ffto tri formy teoremy dedukcii ([3, str. 106]): esli Π, A ⊢ B, to Π ⊢ A ⊇ B (1-Ø forma); esli Π,

A ⊢ B i Π, ¬B ⊢ ¬A, to Π ⊢ A ⊃ B (2-Ø forma); esli Π, A ⊢ B, to

Π, A ∨ ¬A ⊢ B (3-Ø forma). Vo-vtoryh, v isqislenii HS imeet mesto sledu¸wee pravilo ⊃-vvedeniØ: A ⊇ B, ¬B ⊇ ¬A ⊢ A ⊃ B ([3], str. 103). Teorema dedukcii v ee tradicionnoæ forme ([24], str. 84-91 russkogo perevoda) (esli Π, A ⊢ B, to Π ⊢ A ⊃ B), voobwe govorØ, ne imeet mesta v isqisleniØh HS, HL, HSU , HLU .

(2) Pravila ⊃-udaleniØ dlØ isqisleniØ HS vvodØtsØ sledu- ¸wim obrazom: A, A ⊃ B ⊢ B; A, A ⊇ B ⊢ B; A ⊃ B ⊢ A ⊇ B; A ⊃ B ⊢ ¬B ⊇ ¬A (oni sledu¸t iz pravila modus ponens i iz

shem HS_1, HS_5).

3) Pravilo ¬ ⊃-vvedeniØ: A, ¬B ⊢ ¬(A ⊃ B) ([3], str. 104, vyvodimost~ {32}).

4) Pravila ¬ ⊃-udaleniØ: ¬(A ⊃ B) ⊢ A; ¬(A ⊃ B) ⊢ ¬B ([3], str. 104, vyvodimosti^1 {30} i {31}).

(5) Pravilo &-vvedeniØ: A, B ⊢ A&B ([3], str. 103, vyvodi-

1V formulirovke vyvodimosti f30g iz [3], str. 104 imeetsØ dosadnaØ opeqatka: posledniæ znak otricaniØ pered A nußno opustit~.

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 41

most~ {12}).

(6) Pravila &-udaleniØ: A&B ⊢ A, A&B ⊢ B (sledu¸t iz HS_8 i HS_9).

(7) Pravila ¬&-vvedeniØ: ¬A ⊢ ¬(A&B); ¬B ⊢ ¬(A&B) (vytekaet iz [3], str. 105, vyvodimosti {13} − {14}, str. 107, vyvodimosti {34} − {40}; str. 109, vyvodimosti {45}, {46}).

(8) Pravilo ¬&-udaleniØ: esli Π, ¬A ⊢ C, i Π, ¬B ⊢ C, to Π,

¬(A&B) ⊢ C (vytekaet iz [3], str. 111, lemma 7.15, i iz vyvodi-

mosteæ {45}, {46} na str. 109).

(9) Pravila ∨-vvedeniØ: A ⊢ A∨B; B ⊢ A∨B (sledu¸t iz HS_{11} i HS_{12}).

(10) Pravilo ∨-udaleniØ: esli Π, A ⊢ C i Π, B ⊢ C, to Π,

A ∨ B ⊢ C ([3], str. 111, lemma 7.15).

(11) Pravilo ¬∨-vvedeniØ: ¬A, ¬B ⊢ ¬(A ∨ B) ([3], str. 103, vyvodimost~ {12}; str. 109, vyvodimosti {45}, {46}).

(12) Pravila ¬∨-udaleniØ: ¬(A ∨ B) ⊢ ¬A; ¬(A ∨ B) ⊢ ¬B ([3], str. 103, vyvodimosti {9}, {10}; str. 109, vyvodimosti {45}, {46}). (13) Pravilo ¬-vvedeniØ (”pravilo kontrapozicii“): A ⊃ B ⊢

¬B ⊃ ¬A (sleduet iz HS_5). V literature inogda ”pravilom ¬-

vvedeniØ“ nazyva¸t pravilo “reductio ad absurdum” (esli Π, A ⊢ B i Π, A ⊢ ¬B, to Π ⊢ ¬A) (sm., naprimer, [24], str. 91 russkogo perevoda), odnako takoe pravilo, voobwe govorØ, ne imeet mesta v HS, HSU , HL, HLU . V dal~neæxem my rassmotrim nekotoru¸ modifikaci¸ fftogo pravila.

(14) Pravilo ¬-udaleniØ (”pravilo protivoreqiØ“): A,

¬A ⊢ B ([3], str. 104, vyvodimost~ {29}).

(15) Pravilo ¬¬-vvedeniØ (”pravilo vvedeniØ dvoænogo otricaniØ“): A ⊢ ¬¬A (sleduet iz HS_6).

(16) Pravilo ¬¬-udaleniØ (”pravilo udaleniØ dvoænogo otricaniØ“): ¬¬A ⊢ A (sleduet iz HS_7).

(17) Pravilo ∀-udaleniØ: ∀x(A) ⊢ Subst(A, x, s) (sleduet iz

HS_{14}).

(18) Pravilo ¬∀-vvedeniØ: Subst(¬A, x, s) ⊢ ¬∀x(A) ([3], str.104, vyvodimost~ {20}; str. 109, vyvodimost~ {48}).

(19) Pravilo ∃-vvedeniØ: Subst(A, x, s) ⊢ ∃x(A) (sleduet iz

HS_{17}).

(20) Pravilo ¬∃-udaleniØ: ¬∃x(A) ⊢ Subst(¬A, x, s) ([3], str.103, vyvodimost~ {16}; str. 109, vyvodimost~ {47}).

42 I. D. ZASLAVSKI`

(21) Pravilo ∀-vvedeniØ: esli Π ⊢ A, i predmetnaØ peremennaØ x ne vhodit svobodno ni v odnu iz formul spiska Π, to

Π ⊢ ∀x(A) ([3], str. 108, lemma 7.8).

(22) Pravilo ¬∃-vvedeniØ: esli Π ⊢ ¬A, i predmetnaØ peremennaØ x ne vhodit svobodno ni v odnu iz formul spiska Π, to

Π ⊢ ¬∃x(A) ([3], str. 109, vyvodimost~ {47}, a takße ukazannoe

vyxe pravilo ∀-vvedeniØ).

(23) Pravilo ∃-udaleniØ: esli Π, A ⊢ B, i predmetnaØ peremennaØ x ne vhodit svobodno ni v odnu iz formul spiska Π, a takße v formulu B, to Π, ∃x(A) ⊢ B ([3], str. 111, lemma 7.14).

(24) Pravilo ¬∀-udaleniØ: esli Π, ¬A ⊢ B, i predmetnaØ peremennaØ x ne vhodit svobodno v formulu B i ne vhodit svobodno ni v odnu iz formul spiska Π, to Π, ¬∀x(A) ⊢ B ([3], str. 109, vyvodimost~ {48}, a takße vvedennoe vyxe pravilo ∃-udaleniØ).

Privedem ewe nekotorye pravila vyvoda v HS, ispol~zuemye v dal~neæxem. V HS ime¸t mesto zakony de Morgana (ffto obstoØtel~stvo uße ispol~zovalos~ vyxe), a imenno, vyvodimy sledu¸wie formuly: ⊢ ¬(A&B) ∼ (¬A ∨ ¬B); ⊢ ¬(A ∨ B) ∼ (¬A&¬B); ⊢ ¬∀x(A) ∼ ∃x(¬A); ⊢ ¬∃x(A) ∼ ∀x(¬A). V isqi- slenii HS ime¸t mesto sledu¸wie vyvodimosti: ⊢ (A ⊃ A); (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊢ (B ⊃ (A ⊃ C)); (A ⊃ B), (B ⊃ C) ⊢ (A ⊃ C); (A ⊃ (A ⊃ (A ⊃ B))) ⊢ (A ⊃ (A ⊃ B)). �ti vyvodimosti

ustanavliva¸tsØ v [3], str. 103–104. Otmetim, qto vyvodimost~

A ⊃ (A ⊃ B) ⊢ A ⊃ B, voobwe govorØ, ne imeet mesta v HS, HSU ,

HL, HLU . Pravila i vyvodimosti, ukazannye vyxe, ime¸t mesto takße v HK i HI, za iskl¸qeniem pravila ¬(A ⊃ B) ⊢ A, pravila ¬&-udaleniØ, pravila ¬¬A ⊢ A, pravila ¬∀-udaleniØ, zakonov de Morgana ¬(A&B) ∼ (¬A ∨ ¬B) i ¬∀x(A) ∼ ∃x(¬A), kotorye, kak legko videt~, ime¸t mesto v HK, no ne v HI. Otmetim, vmeste s tem, qto vyvodimost~ (A ⊃ (A ⊃ B)) ⊢ (A ⊃ B) imeet mesto v HK i HI (v silu HK_4 i HI_4), a potomu teorema dedukcii v tradicionnoæ forme imeet mesto v HK i HI (esli Π, A ⊢ B, to Π ⊢ A ⊃ B). Pravilo “reductio ad absurdum”, kak uße govorilos~, v ego tradicionnoæ forme (esli Π, A ⊢ B i Π, A ⊢ ¬B, to Π ⊢ ¬A), voobwe govorØ, ne imeet mesta v HS, HSU , HL, HLU ; odnako analogiqnoe pravilo dlØ slabogo otricaniØ imeet mesto v ukazannyh isqisleniØh; ono formuliruetsØ sledu¸wim obrazom: esli Π,

A ⊢ B i Π, A ⊢ ¬B, to Π ⊢ ¬^∘A. �to pravilo faktiqeski usta-

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 43

novleno v [3], odnako ego dokazatel~stvo ne dano v Øvnom vide v [3]; pofftomu my privedem ffto dokazatel~stvo zdes~. V samom dele, pust~ Π, A ⊢ B i Π, A ⊢ ¬B. DlØ ustanovleniØ vyvodimosti

Π ⊢ (A ⊃ ¬A) dostatoqno ustanovit~, qto A ⊇ B, A ⊇ ¬B ⊢ ¬^∘A,

poskol~ku my imeem Π ⊢ A ⊇ B i Π ⊢ A ⊇ ¬B v silu 1-æ formy teoremy dedukcii. Na osnovanii pravila protivoreqiØ imeem: A ⊇ B, A ⊇ ¬B, A ⊢ ¬A, sledovatel~no, A ⊇ B, A ⊇ ¬B ⊢ A ⊇ ¬A. (5.1) S drugoæ storony, ispol~zuØ pravilo protivoreqiØ i pravilo udaleniØ dvoænogo otricaniØ, imeem: A ⊇ B, A ⊇ ¬B, ¬¬A ⊢ ¬A, sledovatel~no, A ⊇ B, A ⊇ ¬B ⊢ ¬¬A ⊇ ¬A. (5.2) Teper~, ispol~zuØ odno iz pravil ⊃-vvedeniØ, iz (5.1) i (5.2) poluqaem: A ⊇ B, A ⊇ ¬B ⊢ A ⊃ ¬A. Tem samym ustanovleno pravilo “reductio ad absurdum” dlØ slabogo otricaniØ.

Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω – sistema aksiom v L(Z) (ili L^∗(Z)) na osnove isqisleniØ HSU (sootvetstvenno, HS). Budem govorit~, qto formula A v L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)) Ω-razrexima (ili, inaqe govorØ, “razrexima v Ω)”, esli formula A ∨ ¬A ØvlØetsØ HSU -sledstviem (sootvetstvenno, HSsledstviem) sistemy Ω. Budem govorit~, qto formula A v L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)) Ω-polurazrexima (ili, inaqe govorØ, “polurazrexima v Ω”), esli formula A imeet vid (∃∃)(B), gde formula B Ω-razrexima. Nißesledu¸waØ lemma 5.1 faktiqeski dokazana v [3], (sm. [3], str. 54), odnako sootvetstvu¸wiæ vyvod v HS neposredstvenno ne dan v [3], pofftomu my privodim dokazatel~stvo niße.

Lemma 5.1. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω – sistema aksi-

om v L(Z) (ili L^∗(Z)) na osnove isqisleniØ HSU (sootvetstvenno, HS), i pust~ A – kakaØ-libo Ω-polurazreximaØ formula. Togda

44 I. D. ZASLAVSKI`

sil~noe i slaboe otricanie formuly A HSU -ffkvivalentny (sootvetstvenno, HS-ffkvivalentny) otnositel~no Ω.

Dokazatel~stvo. My rassmotrim lix~ sluqaæ isqisleniØ HS; dlØ HSU dokazatel~stvo analogiqno. Pol~zuØs~ shemoæ HS_1, my poluqaem nemedlenno, qto ⊢ ¬A ⊃ ¬^∘A v HS (dlØ vsØkoæ formuly A v L^∗(Z)). DlØ dokazatel~stva obratnoæ implikacii dostatoqno ustanovit~, qto formuly (A ⊃ ¬A) ⊇ ¬A i ¬¬A ⊇ ¬(A ⊃ ¬A) ØvlØ¸tsØ HS-sledstviØmi sistemy Ω (zdes~ my vospol~zovalis~ odnim iz pravil ⊃-vvedeniØ). VtoraØ iz fftih formul dokazyvaetsØ v HS (daße bez pomowi Ω) pri pomowi pravila ¬ ⊃- vvedeniØ. DlØ dokazatel~stva pervoæ iz fftih formul napomnim, qto A imeet vid (∃∃)(B), gde formula B ∨ ¬B (i, sledovatel~- no, v silu pravila ∀-vvedeniØ, takße i (∀∀∀)(B ∨ ¬B)) ØvlØetsØ HS-sledstviem iz Ω; pofftomu dostatoqno ustanovit~, qto vyvodimost~ (∀∀∀)(B ∨ ¬B), A ⊃ ¬A ⊢ ¬A imeet mesto v HS. No formula ¬A imeet vid ¬(∃∃)(B); ispol~zuØ sootvetstvu¸wiæ zakon de Morgana, my poluqaem, qto ffta formula ffkvivalentna v HS formule (∀∀)(¬B), gde gruppa kvantorov (∀∀) soderßit kvantory obwnosti po tem ße peremennym, kakie ime¸tsØ v gruppe kvantorov (∃∃)(B) v predstavlenii A v vide (∃∃)(B). Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto v HS imeet mesto vyvodimost~

(∀∀∀)(B ∨ ¬B), A ⊃ ¬A ⊢ (∀∀)(¬B); soglasno pravilu ∀-vvedeniØ,

dostatoqno dokazat~ (∀∀∀)(B∨¬B), A ⊃ ¬A ⊢ ¬B v isqislenii HS (napomnim, qto ni odna iz peremennyh, vhodØwih v gruppu kvantorov (∀∀) v vyraßenii (∀∀)(¬B) ne vhodit svobodno v A). No, v silu pravila ∀-udaleniØ, imeem (∀∀∀)(B ∨ ¬B) ⊢ B ∨ ¬B v HS, a potomu dostatoqno dokazat~ vyvodimost~ B ∨ ¬B, A ⊃ ¬A ⊢ ¬B v HS; dlØ fftogo, v silu pravila ∨-udaleniØ, dostatoqno ustanovit~, qto B, A ⊃ ¬A ⊢ ¬B; ¬B, A ⊃ ¬A ⊢ ¬B v HS. VtoraØ iz fftih vyvodimosteæ trivial~na; pervaØ iz nih poluqaetsØ na osnovanii sootnoxeniØ B ⊢ A i pravila protivoreqiØ. Lemma dokazana.

Lemma 5.2 (sr. [3], str. 53). Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω –

sistema aksiom v L(Z) (ili L^∗(Z)) na osnove isqisleniØ HSU (sootvetstvenno, HS). Esli formuly A i B v L(Z) (sootvetstven-

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 45

no L^∗(Z)) Ω-razreximy, to formuly (A&B), A ∨ B), (A ⊃ B), ¬A takße Ω-razreximy.

Dokazatel~stvo legko poluqaetsØ pri pomowi pravil ∨- vvedeniØ, ∨-udaleniØ, a takße pravil vvedeniØ i udaleniØ sootvetstvu¸wih logiqeskih operaciæ.

Lemma 5.3. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω – sistema aksi-

om v L(Z) (ili L^∗(Z)) na osnove isqisleniØ HSU (sootvetstvenno, HS). Pust~ A, B, C, D – kakie-libo formuly v L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)), takie, qto: (1) formula A ØvlØetsØ podformuloæ C; (2) formula D poluqaetsØ iz formuly C posredstvom zameny podformuly A formuloæ B; (3) formuly C i D ne soderßat kvantorov po peremennym, svobodno vhodØwim v A i B. Togda (A ∼ B) ⊢ (C ∼ D) v isqislenii HSU (sootvetstvenno, HS).

Dokazatel~stvo poluqaetsØ analogiqno dokazatel~stvam lemmy 7.15 i teoremy 7.4 iz [3], str. 108–109.

6. PreobrazovaniØ predikatnyh formul i sistem aksiom

V fftom razdele my dadim dokazatel~stva teorem 2.1, 3.1, 3.2. Nam potrebu¸tsØ nekotorye vspomogatel~nye ponØtiØ.

Pust~ p(x_1, x_2, . . . x_n) – n-mestnyæ trehznaqnyæ predikat na mnoßestve M . Klassiqeskim obrazom predikata p budem nazyvat~ paru klassiqeskih dvuznaqnyh predikatov p^+(x_1, x_2, . . . x_n) i p^−(x_1, x_2, . . . , x_n) na M , takih qto p^+(x_1, x_2, . . ., x_n) prinimaet znaqenie “istina”, esli p(x_1, x_2, . . . , x_n) = 2, i prinimaet znaqenie “loß~” v protivnom sluqae; predikat p^−(x_1, x_2, . . . , x_n) prinimaet znaqenie “istina”, esli p(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0, i prinimaet znaqenie “loß~” v protivnom sluqae. My moßem skazat~, takim obrazom, qto predikaty p^+(x_1, x_2, . . . , x_n) i p^−(x_1, x_2, . . . , x_n) opisyva¸t, tak skazat~, “oblast~ istinnosti” i “oblast~ loßnosti” pervonaqal~nogo trehznaqnogo predikata p(x_1, x_2, . . . , x_n).

Vvedennoe opredelenie otnositsØ takße k sluqa¸, kogda p ØvlØetsØ trehznaqnym predikatom razmernosti 0, t.e. trehznaqnoæ logiqeskoæ konstantoæ. A imenno, esli p est~ 2, to ego klassiqeskiæ obraz (p^+, p^−) est~ para dvuznaqnyh logiqeskih konstant (“istina”, “loß~”), esli p est~ 1, to (p^+ , p^−) est~ (“loß~”, “loß~”), esli p est~ 0 to (p^+ , p^−) est~ (“loß~”, “istina”).

Paru klassiqeskih n-mestnyh predikatov na mnoßestve M nazovem regulØrnoæ, esli ffti predikaty ni v odnoæ toqke ne prini-

46 I. D. ZASLAVSKI`

ma¸t odnovremenno znaqeniØ “istina”. ˚sno, qto klassiqeskiæ obraz vsØkogo trehznaqnogo predikata vsegda regulØren. Verno i obratnoe: esli para n-mestnyh klassiqeskih predikatov na M regulØrna, to ona ØvlØetsØ klassiqeskim obrazom nekotorogo trehznaqnogo n-mestnogo predikata na M .

Vvedem v rassmotrenie nekotoroe sootvetstvie meßdu predikatnymi simvolami i parami predikatnyh simvolov, a imenno, kaßdomu predikatnomu simvolu p sopostavim paru razliqnyh predikatnyh simvolov p^+ i p^− (ime¸wih tu ße razmernost~, qto i p) takim obrazom, qto pary simvolov, sopostavlennye razliqnym predikatnym simvolam p, ne ime¸t obwih fflementov.

Opredelim teper~ operacii + i − nad predikatnymi formulami; rezul~taty primeneniØ fftih operaciæ k predikatnoæ formule A budem oboznaqat~ sootvetstvenno qerez A^+ i A^−. Formuly A^+ i A^− opredelØ¸tsØ induktivno posredstvom sledu¸wih sootnoxeniæ (gde D_0 – l¸baØ fiksirovannaØ zamknutaØ predikatnaØ formula v Øzyke L^∗P ):

1) Esli A – fflementarnaØ formula vida p(s_1, s_2, . . . , s_n) (gde p – l¸boæ predikatnyæ simvol, s_1, s_2, . . . , s_n – l¸bye termy), to formula A^+ est~ p^+(s_1 , s_2, . . . , s_n); formula A^− est~

p^−(s_1, s_2, . . ., s_n).

2) (B&C)^+ est~ (B^+ &C^+ ); (B&C)^− est~ (B^− ∨ C^−). 3) (B ∨ C)^+ est~ (B^+ ∨ C^+ ); (B ∨ C)^− est~ (B^−&C^−). 4) (¬B)^+ est~ B^−; (¬B)^− est~ B^+ .

5) (B ⊃ C)^+ est~ ((B^+ ⊃ C^+)&(C^− ⊃ B^−)); (B ⊃ C)^− est~

(B^+ &C^−).

6) (∀x(B))^+ est~ ∀x(B^+ ); (∀x(B))^− est~ ∃x(B^−). 7) (∃x(B))^+ est~ ∃x(B^+ ); (∃x(B))^− est~ ∀x(B^−). 8) T^+ est~ (D_0 ⊃ D_0); T^− est~ ¬(D_0 ⊃ D_0). 9) F^+ est~ ¬(D_0 ⊃ D_0); F^− est~ (D_0 ⊃ D_0). 10) U^+ est~ ¬(D_0 ⊃ D_0); U^− est~ ¬(D_0 ⊃ D_0).

˚sno, qto operacii + i − primenimy ko vsØkoæ formule v Øzyke LP i preobrazu¸t ee v formulu Øzyka L^∗P . Analogiqnye operacii + i − byli vvedeny i issledovany v [3] (sm.[3], str. 124–125).

Opredelim, dalee, nekotorye preobrazovaniØ sistem aksiom i ih modeleæ.

Budem ispol~zovat~ v dal~neæxem ponØtiØ klassiqeskogo raspredeleniØ na signature Z, klassiqeskoæ interpretacii pre-

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 47

dikatnoæ formuly otnositel~no rassmatrivaemogo raspredeleniØ, klassiqeskoæ modeli sistemy aksiom i t.d. Po suwestvu ffti ponØtiØ horoxo izvestny ([21, 24, 28]), no my budem ispol~- zovat~ terminologi¸, analogiqnu¸ vvedennoæ vyxe dlØ sluqaØ trehznaqnoæ logiki. Klassiqeskoe raspredelenie na rassmatrivaemoæ signature Z na osnove mnoßestva M opredelØetsØ analogiqno Luk-raspredeleni¸, s toæ lix~ razniceæ, qto kaßdomu nmestnomu predikatnomu simvolu iz Z sopostavlØetsØ nekotoryæ klassiqeskiæ (t.e. dvuznaqnyæ) n-mestnyæ predikat M . PonØtie klassiqeskoæ interpretacii formuly otnositel~no rassmatrivaemogo klassiqeskogo raspredeleniØ, klassiqeskoæ modeli sistemy aksiom, klassiqeskogo sledstviØ iz sistemy aksiom i t.d., vvodØtsØ analogiqno sootvetstvu¸wim Luk-ponØtiØm (razumeetsØ, vse takie ponØtiØ vvodØtsØ lix~ dlØ formul v Øzyke

L^∗P ).

Govorim, qto formula A v L^∗P toßdestvenno istinna v klassiqeskom smysle, esli klassiqeskaØ interpretaciØ formuly A otnositel~no l¸bogo klassiqeskogo raspredeleniØ na Z_{max} ØvlØetsØ vs¸du istinnym klassiqeskim predikatom.

Pust~ Z – kakaØ-libo signatura; ne naruxaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto v signaturu Z ne vhodØt nikakie predikatnye simvoly vida p^+ i p^− dlØ kakih-libo predikatnyh simvolov p (esli ffto uslovie naruxaetsØ, to ego vypolnenie moßet byt~ obespeqeno sootvetstvu¸wim pereimenovaniem predikatnyh simvolov). Posredstvom Z^+ budem oboznaqat~ signaturu, poluqennu¸ iz Z posredstvom zameny kaßdogo predikatnogo simvola p sootvetstvu¸wimi predikatnymi simvolami p^+ i p^−; funkcional~nye simvoly v Z^+ osta¸tsØ takimi ße, kak v Z. Pust~ Ω = (A_1, A_2, . . . ) – sistema aksiom v L(Z). Klassiqeskiæ obraz Ω^+ sistemy Ω opredelØetsØ kak sistema aksiom v L^∗(Z^+ ), sostoØwaØ iz vseh aksiom vida A^+_i dlØ vseh A_i, pri-

nadleßawih Ω, i, krome togo, iz vsevozmoßnyh aksiom vida

∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n¬(p^+ (x_1, x_2, . . . , x_n)&p^−(x_1, x_2, . . . , x_n)) dlØ vseh pre-

dikatnyh simvolov p, prinadleßawih Z.

Pust~ δ – kakoe-libo Luk-raspredelenie na signature Z. Klassiqeskiæ obraz Class(δ) Luk-raspredeleniØ δ opredelØetsØ kak klassiqeskoe raspredelenie na signature Z^+ , takoe qto interpretacii vseh funkcional~nyh simvolov otnositel~no fftogo klassiqeskogo raspredeleniØ sovpada¸t s ih interpretaci-

48 I. D. ZASLAVSKI`

Ømi otnositel~no Z, a interpretacii l¸byh predikatnyh simvolov p^+ i p^− obrazu¸t klassiqeskiæ obraz interpretacii simvola p otnositel~no δ. Govorim, qto klassiqeskoe raspredelenie γ na Z^+ ØvlØetsØ regulØrnym, esli interpretacii simvolov p^+ i p^− otnositel~no γ pri l¸bom n-mestnom predikatnom simvole p ne ØvlØ¸tsØ odnovremenno istinnymi ni v kakoæ toqke (x_1, x_2, . . . , x_n). ˚sno, qto klassiqeskiæ obraz vsØkogo Luk-raspredeleniØ ØvlØetsØ regulØrnym, i obratno: esli klassiqeskoe raspredelenie na Z^+ regulØrno, to ono ØvlØetsØ klassiqeskim obrazom nekotorogo Luk-raspredeleniØ na Z.

Lemma 6.1. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, A – formula v

L(Z), δ – Luk-raspredelenie na Z. Togda klassiqeskiæ obraz Lukinterpretacii formuly A otnositel~no δ sovpadaet s paroæ klassiqeskih interpretaciæ formul A^+ i A^− otnositel~no Class(δ). Dokazatel~stvo. Pri pomowi indukcii po postroeni¸ formuly A v L(Z) legko ustanavlivaetsØ, qto klassiqeskie interpretacii formul A^+ i A^− otnositel~no l¸bogo regulØrnogo klassiqeskogo raspredeleniØ na Z^+ (v qastnosti, otnositel~- no Class(δ)) ne mogut byt~ odnovremenno istinnymi ni v kakoæ toqke. V samom dele, dlØ sluqaØ fflementarnoæ formuly A ffto utverßdenie nemedlenno sleduet iz opredeleniæ; indukcionnyæ perehod po postroeni¸ formuly A legko ustanavlivaetsØ na osnovanii klassiqeskih tablic istinnosti dlØ propozicional~nyh svØzok i klassiqeskih opredeleniæ kvantorov obwnosti i suwestvovaniØ. Pofftomu dlØ l¸boæ formuly A v L(Z) suwestvuet trehznaqnyæ predikat, takoæ, qto ego klassiqeskiæ obraz est~ para interpretaciæ A^+ i A^− otnositel~no Class(δ). Posle fftogo snova posredstvom indukcii po postroeni¸ formuly A, s ispol~zovaniem trehznaqnyh tablic istinnosti v logike ˚. Lukaseviqa i opredeleniæ trehznaqnyh kvantorov, ustanavlivaetsØ, qto ukazannyæ trehznaqnyæ predikat v toqnosti sovpadaet s Luk-interpretacieæ formuly A otnositel~no δ. �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo lemmy.

Lemma 6.2. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A1, A2, . . .) –

sistema aksiom v L(Z), δ – Luk-raspredelenie na Z. Togda δ ØvlØetsØ Luk-model~¸ sistemy Ω v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda Class(δ) ØvlØetsØ klassiqeskoæ model~¸ sistemy Ω^+.

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 49

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto δ ØvlØetsØ Luk-model~¸ sistemy Ω. Togda vse aksiomy A_i ØvlØ¸tsØ Luk-istinnymi otnositel~no δ. Na osnovanii predyduweæ lemmy my togda moßem zakl¸qit~, qto klassiqeskie interpretacii vseh formul

A^+_i otnositel~no Class(δ) prinima¸t znaqenie ”istina“. Klas-

siqeskie interpretacii dopolnitel~nyh aksiom vida ∀x_1∀x_2 . . .

∀x_n¬(p^+ (x_1, x_2, . . . , x_n)&p^−(x_1, x_2, . . . , x_n)) v sisteme Ω^+ otnosi-

tel~no Class(δ) takße prinima¸t znaqenie ”istina“, poskol~ku

Class(δ) regulØrno. Takim obrazom, Class(δ) ØvlØetsØ klassiqe-

skoæ model~¸ sistemy Ω^+ .

Teper~ predpoloßim, qto Class(δ) ØvlØetsØ klassiqeskoæ model~¸ Ω^+. Togda klassiqeskie interpretacii vseh aksiom vida A^+_i otnositel~no Class(δ) prinima¸t znaqenie ”istina“. Na osnovanii predyduweæ lemmy my poluqaem, qto Luk-interpretaciØ kaßdogo A_i otnositel~no δ est~ 2, v protivnom sluqae interpretaciØ A^+_i otnositel~no Class(δ) imela by znaqenie ”loß~“ (kak v sluqae, kogda ukazannaØ Luk-interpretaciØ est~ 1, tak i v sluqae, kogda ona est~ 0). Sledovatel~no, δ ØvlØetsØ Luk-model~¸ sistemy Ω. Lemma dokazana.

Lemma 6.3. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A1, A2, . . .) –

sistema aksiom v L(Z), B – formula v L(Z). Togda B ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy Ω v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda B^+ ØvlØetsØ klassiqeskim sledstviem sistemy Ω^+ .

Dokazatel~stvo legko poluqaetsØ na osnovanii predxestvu¸- wih lemm.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A_1, A_2, . . . ) – sistema aksiom v L(Z). Ispol~zuØ lemmu 6.3, my poluqaem, qto formula B^+ ØvlØetsØ klassiqeskim sledstviem sistemy Ω^+. Teper~ na osnovanii teoremy K. GœdelØ– A. I. Mal~ceva o kompaktnosti v klassiqeskom isqislenii predikatov my poluqaem, qto B^+ ØvlØetsØ klassiqeskim sledstviem nekotoroæ koneqnoæ podsistemy Ω^+. Ne naruxaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto ffta koneqnaØ podsistema Ω^+ soderßit aksiomy A^+_1 , A^+_2 , . . . , A^+_m pri nekotorom m i ne soderßit nikakih drugih aksiom vida A^+_i . Teper~ rassmotrim sistemu aksiom Ω^′ = (A_1, A_2, . . . , A_m) v Øzyke L(Z). Togda sistema Ω^{′+} v

L^∗(Z^+ ) soderßit vse aksiomy, prinadleßawie koneqnoæ podsi-

steme Ω^+, o kotoroæ req~ xla vyxe; sledovatel~no B^+ ØvlØetsØ

50 I. D. ZASLAVSKI`

klassiqeskim sledstviem sistemy Ω^{′+} . Na osnovanii lemmy 6.3 my poluqaem, qto formula B ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy

(A_1, A_2, . . . , A_m). Teorema dokazana.

Vvedem teper~ v rassmotrenie nekotorye operacii, ispol~zuemye pri dokazatel~stve teorem 3.1 i 3.2.

OperaciØ ρ vvoditsØ sledu¸wim obrazom. Esli A – l¸- baØ formula v Øzyke LP , n – l¸boe natural~noe qislo, to

ρ(n, A) opredelØetsØ kak kon¨¸nkciØ vsevozmoßnyh formul vida ∀x_1∀x_2 . . . ∀x_n¬(p^+ (x_1, x_2, . . . , x_n)&p^−(x_1, x_2, . . . , x_n)) dlØ vseh pre-

dikatnyh simvolov p, vhodØwih v A, i dlØ vseh p, ime¸wih indeksy, ne prevoshodØwie n, v sisteme vseh predikatnyh simvolov Øzyka LP .

OperaciØ O_n pri vsØkom natural~nom n opredelØetsØ sledu- ¸wim obrazom: esli A – l¸baØ formula A v LP , to O_n(A) est~ formula ρ(n, A) ⊃ A^+ . ˚sno, qto dlØ l¸boæ formuly A v LP formula O_n(A) prinadleßit L^∗P .

Operacii ρ i O_n faktiqeski rassmatrivalis~ v [3]; oboznaqenie Ω(n, A) ponimaetsØ v [3] v tom ße smysle, kak tol~ko qto vvedennoe oboznaqenie O_n(A) (sm. [3], str. 125). Sootvetstvu¸- wie opredeleniØ iz [3] dany faktiqeski dlØ formul iz Øzyka L^∗P . Lemma 6.4. Formula A v Øzyke LP toßdestvenno Luk-istinna v

tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula O_n(A) toßdestvenno istinna v klassiqeskom smysle dlØ l¸bogo natural~nogo n.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto formula A toßdestvenno Luk-istinna. Voz~mem l¸boe natural~noe n. Postroim signaturu Z, kotoroæ prinadleßat vse funkcional~nye i predikatnye simvoly iz A, a takße vse predikatnye simvoly p, takie qto p^+ i p^− vhodØt v ρ(n, A). Voz~mem l¸boe klassiqeskoe raspredelenie γ na Z^+. Togda my imeem: esli klassiqeskaØ interpretaciØ ρ(n, A) otnositel~no γ prinimaet znaqenie “loß~”, to

O_n(A) klassiqeski istinna otnositel~no γ. V protivnom slu-

qae, esli ρ(n, A) prinimaet znaqenie “istina” otnositel~no γ, to interpretacii otnositel~no γ vseh predikatnyh simvolov vida p^+ i p^−, vhodØwih v ρ(n, A), ne mogut odnovremenno prinimat~ znaqenie “istina” ni v odnoæ toqke. Pofftomu my moßem ukazat~ regulØrnoe klassiqeskoe raspredelenie γ^′ na Z^+, sovpada¸wee s γ dlØ vseh predikatov vida p^+ i p^−, vhodØwih v

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 51

ρ(n, A). Klassiqeskie interpretacii O_n(A) otnositel~no γ i γ^′

budut, oqevidno, sovpadat~. Vvidu regulØrnosti γ^′, suwestvuet Luk-raspredelenie δ na Z, takoe qto γ^′ = Class(δ). No, po predpoloßeni¸, formula A Luk-istinna otnositel~no δ, a potomu, na osnovanii lemmy 6.1, my poluqaem, qto formula A^+ (i, sledovatel~no, O_n(A)) klassiqeski istinna otnositel~no γ^′ i γ. Takim obrazom, formula O_n(A) toßdestvenno istinna v klassiqeskom smysle.

Teper~ predpoloßim, qto formula O_n(A) toßdestvenno istinna v klassiqeskom smysle. Pust~ n – fiksirovannoe natural~noe qislo, Z – postroennaØ vyxe signatura. Voz~mem l¸boe Lukraspredelenie δ na Z. Togda formula ρ(n, A) istinna v klassiqeskom smysle otnositel~no Class(δ) (poskol~ku Class(δ) regulØrno). My poluqaem, qto ρ(n, A) i ρ(n, A) ⊃ A^+ istinny v klassiqeskom smysle otnositel~no Class(δ), sledovatel~no, formula

A^+ takße istinna v klassiqeskom smysle otnositel~no Class(δ).

Na osnovanii lemmy 6.1 zakl¸qaem, qto formula A Luk-istinna otnositel~no δ. Lemma dokazana.

Lemma 6.5 (sr. teoremy 9.3 i 10.6 iz [3], str. 125 i 154). Pust~

n – l¸boe natural~noe qislo, A – l¸baØ formula v Øzyke L^∗P . Togda formula A vyvodima v HS (sootvetstvenno, v HL) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula O_n(A) vyvodima v HI (sootvetstvenno, HK).

Dokazatel~stvo faktiqeski dano v [3], str. 131–137, 146–150 (dlØ HS), str. 155–156 (dlØ HL).

Lemma 6.6. Pust~ n – l¸boe natural~noe qislo, A – l¸baØ formu-

la v Øzyke LP . Togda formula A vyvodima v HSU (sootvetstvenno, v HLU ) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula O_n(A) vyvodima v HI (sootvetstvenno, HK).

Dokazatel~stvo provoditsØ takim ße obrazom, kak i dokazatel~stvo predyduweæ lemmy; dopolnitel~nye sluqai, svØzannye s logiqeskimi konstantami T , U , F , rassmatriva¸tsØ oqevidnym obrazom pri pomowi takih ße metodov, kak i osnovnye sluqai, rassmotrennye v [3].

Sledstvie. IsqisleniØ HSU i HLU ØvlØ¸tsØ konservativnymi

rasxireniØmi isqisleniæ, sootvetstvenno, HS i HL.

52 I. D. ZASLAVSKI`

V samom dele, esli formula A v Øzyke L^∗P vyvodima v HSU (ili HLU ), to formula O_n(A) pri l¸bom natural~nom n vyvodima v HI (sootvetstvenno, HK) na osnovanii lemmy 6.6. Zatem na osnovanii lemmy 6.5 poluqaem, qto A vyvodima v HS (sootvetstvenno, HL).

Lemma 6.7. Formula A v Øzyke LP toßdestvenno Luk-istinna

v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda ona vyvodima v HLU .

Dokazatel~stvo. Legko proverit~, qto vse aksiomy v isqisleni HLU toßdestvenno Luk-istinny, i pravilo modus ponens sohranØet svoæstvo toßdestvennoæ Luk-istinnosti formul. Sledovatel~no, vse formuly, vyvodimye v HLU , toßdestvenno Lukistinny. Pust~ teper~ formula A v Øzyke LP toßdestvenno Lukistinna. Na osnovanii lemmy 6.4 my poluqaem, qto formula

O_n(A) pri l¸bom n toßdestvenno istinna v klassiqeskom smy-

sle. No togda, ispol~zuØ teoremu K. GœdelØ o polnote klassiqeskogo isqisleniØ predikaov, my poluqaem, qto formula O_n(A) vyvodima v HK. Teper~ na osnovanii lemmy 6.6 zakl¸qaem, qto A vyvodima v HLU . Teorema dokazana.

Sledstvie. Formula A v Øzyke L^∗P toßdestvenno Luk-istinna

v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ona vyvodima v HL.

Dokazatel~stvo poluqaetsØ nemedlenno na osnovanii lemmy 6.7 i sledstviØ lemmy 6.6.

Zameqanie Lemma 6.7 i ee sledstvie faktiqeski dokazany v [37]. Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, i pust~ sistema aksiom Ω = (A_1, A_2, . . .) v Øzyke L(Z) ØvlØetsØ HLU -neprotivoreqivoæ. Rassmotrim klassiqeskiæ obraz Ω^+ sistemy Ω i dokaßem, qto sistema Ω^+ klassiqeski neprotivoreqiva. V samom dele, predpoloßim (qtoby pridti k protivoreqi¸), qto sistema Ω^+ klassiqeski protivoreqiva. Togda, pol~zuØs~ teoremoæ polnoty dlØ klassiqeskogo isqisleniØ predikatov, my moßem zakl¸qit~, qto nekotoraØ koneqnaØ podsistema sistemy

Ω^+ klassiqeski protivoreqiva i, sledovatel~no, ne imeet klas-

siqeskoæ modeli. RassußdaØ takim ße obrazom, kak i v dokazatel~stve teoremy 2.1, zakl¸qaem qto sistema (A_1, A_2, . . . , A_m) pri nekotorom m ne imeet Luk-modeli (pri fftom v toqnosti vosproizvodØtsØ sootvetstvu¸wie xagi dokazatel~stva teoremy 2.1 dlØ togo sluqaØ, kogda formula B est~ logiqeskaØ konstanta F ). Voz~mem teper~ kaku¸-libo zamknutu¸ formulu D_0

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 53

v Øzyke L(Z) i postroim formuly (A_1&A_2& . . . &A_m) ⊇ (D_0 ⊃ D_0) i (A_1&A_2& . . . &A_m) ⊇ ¬(D_0 ⊃ D_0). Legko proverit~, qto ffti formuly ØvlØ¸tsØ toßdestvenno Luk-istinnymi (v samom dele, vvidu otsutstviØ Luk-modeli u sistemy aksiom (A_1, A_2, . . . , A_m), znaqenie formuly (A_1&A_2& . . . &A_m) otnositel~no l¸bogo LukraspredeleniØ na Z est~ 0 ili 1, posle fftogo utverßdenie otnositel~no toßdestvennoæ Luk-istinnosti ukazannyh formul nemedlenno poluqaetsØ na osnovanii tablicy istinnosti dlØ implikacii v logike ˚. Lukaseviqa). Sledovatel~no, na osnovanii lemmy 6.7 poluqaetsØ, qto ffti formuly vyvodØtsØ v HLU . No formula (A_1&A_2& . . . &A_m) ØvlØetsØ HLU -sledstviem sistemy aksiom (A_1, A_2, . . . , A_m); sledovatel~no, formuly (D_0 ⊃ D_0) i ¬(D_0 ⊃ D_0) takße ØvlØ¸tsØ HLU -sledstviØmi fftoæ sistemy aksiom, a potomu oni ØvlØ¸tsØ HLU -sledstviØmi sistemy aksiom Ω. �to, odnako, nahoditsØ v protivoreqii s predpoloßennymi svoæstvami sistemy Ω (a imenno, so svoæstvom ee HLU - neprotivoreqivosti). Tem samym my pokazali, qto sistema Ω^+ klassiqeski neprotivoreqiva. No togda ona imeet klassiqesku¸ model~ γ. Oqevidno, qto model~ γ regulØrna, a potomu suwestvuet Luk-raspredelenie δ na Z, takoe qto γ = Class(δ). Na osnovanii lemmy 6.2 zakl¸qaem, qto δ ØvlØetsØ Luk-model~¸ dlØ Ω.

RassmotreniØ dlØ Øzyka L^∗(Z) i isqisleniØ HL v toqnosti takie ße. Teorema dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3.2. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura,

Ω = (A_1, A_2, . . . ) – sistema aksiom v Øzyke L(Z), B – formula v L(Z). Predpoloßim, qto B ØvlØetsØ HLU -sledstviem sistemy

Ω. Togda suwestvuet logiqeskiæ vyvod formuly B iz aksiom sistemy Ω, t.e. takaØ koneqnaØ posledovatel~nost~ formul, v kotoroæ kaßdaØ formula libo ØvlØetsØ aksiomoæ A_i, libo ØvlØetsØ logiqeskoæ aksiomoæ isqisleniØ HLU , libo poluqaetsØ iz predxestvu¸wih formul posredstvom pravila modus ponens; poslednØØ formula fftoæ posledovatel~nosti est~ B. Legko videt~, qto vse formuly, uqastvu¸wie v ukazannom vyvode, Luk-istinny otnositel~no l¸boæ Luk-modeli δ sistemy Ω. To ße imeet mesto dlØ B. Takim obrazom, formula B ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy Ω.

Teper~ predpoloßim, qto B ØvlØetsØ Luk-sledstviem sistemy Ω. Na osnovanii teoremy 2.1 zakl¸qaem, qto B ØvlØetsØ Luksledstviem podsistemy (A_1, A_2, . . . , A_m) sistemy Ω pri nekotorom

54 I. D. ZASLAVSKI`

m. Postroim formulu (A_1&A_2& . . . &A_m) ⊇ B. Dokaßem, qto ona toßdestvenno Luk-istinna. V samom dele, voz~mem l¸boe Luk-raspredelenie δ na Z. Esli δ ØvlØetsØ Lukmodel~¸ sistemy (A_1, A_2, . . . , A_m), to formula B, soglasno predpoloßeni¸, Luk-istinna otnositel~no δ, pofftomu to ße imeet mesto i dlØ formuly (A_1&A_2& . . . &A_m) ⊇ B. V protivnom sluqae formula (A_1&A_2& . . . &A_m) prinimaet otnositel~no δ znaqenie 0 ili 1, a togda, ispol~zuØ tablicy istinnosti implikacii v logike ˚. Lukaseviqa, poluqaem, qto i v fftom sluqae formula

(A_1&A_2& . . . &A_m) ⊇ B Luk-istinna otnositel~no δ. Znaqit, ffta

formula toßdestvenno Luk-istinna. Na osnovanii lemmy 6.7 zakl¸qaem, qto ona vyvodima v HLU . No formula (A_1&A_2& . . . A_m) ØvlØetsØ HLU -sledstviem sistemy Ω, a potomu formula B takße ØvlØetsØ HLU -sledstviem sistemy Ω.

Analogiqnoe utverßdenie dlØ Øzyka L^∗(Z) i dlØ isqisleniØ HL ustanavlivaetsØ toqno takim ße obrazom. Teorema dokazana.

7. Suwestvenno neopredelennye formuly

Dokazatel~stvo teoremy 4.1. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A_1, A_2, . . .) – sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)) na osnove nekotorogo predikatnogo isqisleniØ Γ iz qisla isqisleniæ, rassmotrennyh vyxe, B – zamknutaØ formula v L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)). Predpoloßim, qto formula B suwestvenno neopredelenna v Ω. Togda sistemy aksiom (B, A_1, A_2, . . . ) i

(¬B, A_1, A_2, . . . ) protivoreqivy v isqislenii Γ. No togda siste-

my (B, A_1, A_2, . . . , A_m) i (¬B, A_1, A_2, . . . , A_m) pri nekotorom m takße protivoreqivy v Γ. Oboznaqim spisok A_1, A_2, . . . , A_m qerez Π. V silu pravila protivoreqiØ (ime¸wego mesto vo vseh rassmotrennyh isqisleniØh) poluqaem, qto Π, B ⊢ D, Π, B ⊢ ¬D, Π,

¬B ⊢ D, Π, ¬B ⊢ ¬D dlØ l¸boæ fiksirovannoæ formuly D v L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)). Ispol~zuØ pravilo “reductio ad absurdum” dlØ slabogo otricaniØ (takße ime¸wego mesto vo vseh

rassmotrennyh isqisleniØh), poluqaem Π ⊢ ¬^∘B i Π ⊢ ¬^∘¬B. Esli isqislenie Γ est~ HK ili HI, to slaboe otricanie ¬^∘ moßno zamenit~ sil~nym otricaniem ¬, i my nemedlenno poluqaem, qto sistema Ω protivoreqiva, a togda v neæ vyvodima l¸baØ formula. Esli ße Γ est~ odno iz isqisleniæ HS, HSU , HL, HLU , to, poskol~ku ime¸t mesto vyvodimosti Π ⊢ B ⊃ ¬B i

Π ⊢ ¬B ⊃ ¬¬B, to, vvidu vyvodimosti ¬¬B ⊃ B vo vseh ukazan-

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 55

nyh isqisleniØh, my imeem Π ⊢ B ⊃ ¬B i Π ⊢ ¬B ⊃ B, a potomu

Π ⊢ (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B), qto i trebovalos~.

Teper~ predpoloßim, qto (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) est~ Γsledstvie sistemy Ω. Togda formuly B ⊃ ¬B i ¬B ⊃ B takße ØvlØ¸tsØ Γ-sledstviØmi sistemy Ω. No togda dobavlenie kak B, tak i ¬B k sisteme Ω v kaqestve novoæ aksiomy, oqevidno, privodit k protivoreqivoæ sisteme. Sledovatel~no, B suwestvenno neopredelenna v Ω otnositel~no Γ. Teorema dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 4.2. Pust~ Z – kakaØ-libo signatura, Ω = (A_1, A_2, . . .) – sistema aksiom v Øzyke L(Z) (ili L^∗(Z)) na osnove nekotorogo predikatnogo isqisleniØ Γ iz qisla isqisleniæ, rassmotrennyh vyxe; pust~ B i C – zamknutye formuly v L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)), suwestvenno neopredelennye v Ω otnositel~no Γ. V toqnosti takim ße obrazom, kak i v dokazatel~stve teoremy 4.1, poluqaem, qto Π, B ⊢ D, Π, B ⊢ ¬D, Π, ¬B ⊢ D, Π, ¬B ⊢ ¬D, Π, C ⊢ D, Π, C ⊢ ¬D, Π, ¬C ⊢ D, Π, ¬C ⊢ ¬D, gde D – l¸baØ fiksirovannaØ formula v Øzyke

L(Z) (sootvetstvenno, L^∗(Z)), Π est~ spisok A_1, A_2, . . . , A_m pri

nekotorom m. Na osnovanii pravila protivoreqiØ my poluqaem Π, B ⊢ C i Π, ¬C ⊢ ¬B, a potomu, na osnovanii 1-æ formy teoremy dedukcii, imeem: Π ⊢ B ⊇ C i Π ⊢ ¬C ⊇ ¬B, otkuda

Π ⊢ B ⊃ C. Takim ße obrazom poluqaem: Π ⊢ C ⊃ B. Sledova-

tel~no, Π ⊢ (B ⊃ C)&(C ⊃ B), t.e. Π ⊢ B ∼ C. Teorema dokazana.

V qastnosti, esli rassmatrivaemaØ sistema opredelena v Øzyke L(Z), i logiqeskaØ konstanta U vhodit v Øzyk isqisleniØ Γ, to vse zamknutye formuly, suwestvenno neopredelennye v Ω otnositel~no Γ, ffkvivalentny U . Pofftomu spravedlivo sledstvie iz teoremy 4.2.

8. PreobrazovaniØ arifmetiqeskih formul

V fftom razdele my rassmotrim svoæstva sistem formal~noæ arifmetiki, vvedennyh vyxe. Formuly v Øzyke L(Z_1) my budem nazyvat~ arifmetiqeskimi formulami.

Vvedem v rassmotrenie operaci¸ θ nad predikatnymi formulami i operacii θ_1, σ^+ , σ^− nad arifmetiqeskimi formulami. OperaciØ θ opredelØetsØ dlØ l¸boæ predikatnoæ formuly v Øzyke L^∗P i preobrazuet ee v predikatnu¸ formulu takße v

56 I. D. ZASLAVSKI`

L^∗P . �ta operaciØ vvoditsØ posredstvom sledu¸wih sootnoxe-

niæ:

(1) Esli A – fflementarnaØ formula, to θ(A) est~ ¬¬^∘A. (2) θ(A&B) est~ ¬¬^∘(θ(A)&θ(B)). (3) θ(A ∨ B) est~ θ(A) ∨ θ(B). (4) θ(A ⊃ B) est~ ¬¬^∘(θ(A) ⊃ θ(B)). (5) θ(¬A) est~ ¬¬^∘¬(θ(A)). (6) θ(∀x(A)) est~ ¬¬^∘∀x(θ(A)). (7) θ(∃x(A)) est~ ∃x(θ(A)).

OperaciØ θ_1 opredelØetsØ dlØ l¸boæ formuly v Øzyke L^∗(Z_1) i preobrazuet ee v formulu takße v L^∗(Z_1); ffta operaciØ vvoditsØ posredstvom takih ße sootnoxeniæ (2)–(7), kak i v opredelenii operacii θ; sootnoxenie (1) v opredelenii fftoæ operacii zamenØetsØ sledu¸wim: esli A – fflementarnaØ formula, to θ_1 (A) est~ A.

Operacii σ^+ i σ^− opredelØ¸tsØ dlØ l¸boæ formuly v Øzyke

L(Z_1) i preobrazu¸t ee v formulu v L^∗(Z_1); ffti operacii vvo-

dØtsØ posredstvom sledu¸wih sootnoxeniæ:

(1) Esli A – fflementarnaØ formula, ne ØvlØ¸waØsØ logiqeskoæ konstantoæ, to σ^+ (A) est~ A, σ^−(A) est~ ¬A.

(2) σ^+ (A&B) est~ σ^+ (A)&σ^+ (B); σ^−(A&B) est~ σ^−(A) ∨ σ^−(B). (3) σ^+ (A ∨ B) est~ σ^+ (A) ∨ σ^+ (B); σ^−(A ∨ B) est~ σ^−(A)&σ^−(B). (4) σ^+(A ⊃ B) est~ (σ^+(A) ⊃ σ^+ (B))&(σ^− (B) ⊃ σ^−(A)); σ^−(A ⊃ B) est~ σ^+ (A)&σ^−(B).

(5) σ^+(¬A) est~ σ^−(A); σ^−(¬A) est~ σ^+ (A). (6) σ^+(∀x(A)) est~ ∀x(σ^+ (A)); σ^−(∀x(A)) est~ ∃x(σ^−(A)). (7) σ^+(∃x(A)) est~ ∃x(σ^+ (A)); σ^−(∃x(A)) est~ ∀x(σ^−(A)). (8) σ^+(T ) est~ 0 = 0; σ^−(T ) est~ 1 = 0. (9) σ^+(F ) est~ 1 = 0; σ^−(F ) est~ 0 = 0. (10) σ^+(U ) est~ 1 = 0; σ^−(U ) est~ 1 = 0.

OperaciØ θ vvedena i issledovana v [3]; operaciØ θ_1 opredelena v [38] (tam ona oboznaqena posredstvom θ). Operacii σ^+ i

σ^− rassmotreny v [4, 38, 39]; ih moßno rassmatrivat~ kak mo-

difikacii operaciæ + i − (sm. razdel 6), prisposoblennye dlØ preobrazovaniØ arifmetiqeskih formul. �ti operacii primenØ¸tsØ v [4] i [39] v kaqestve operaciæ, pri pomowi kotoryh daetsØ opredelenie simmetriqeskoæ konstruktivnoæ istinnosti arifmetiqeskih formul posredstvom svedeniØ ego k istinnosti

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 57

formul v tradicionnoæ konstruktivnoæ ili intuicionistskoæ (Geætingovskoæ) arifmetike.

Lemma 8.1 (sr. teoremy 9.1 i 10.4 iz [3], str. 125, str. 154).

Pust~ A – l¸baØ formula v L^∗P . Togda formula A vyvodima v HI (sootvetstvenno, HK) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula θ(A) vyvodima v HS (sootvetstvenno, HL).

Dokazatel~stvo dano v [3], str. 126–129, 137–141 (dlØ HI), str.155–156 (dlØ HK).

Zameqanie. V lemme 8.1 faktiqeski ustanovleno, qto operaciØ θ moßet rassmatrivat~sØ kak operaciØ, obratnaØ (v opredelennom smysle) po otnoxeni¸ k operacii O_n. A imenno, soglasno lemmam 6.5 i 6.6 operaciØ O_n (pri l¸bom n) ØvlØetsØ pogrußa- ¸weæ operacieæ iz HSU v HI, iz HS v HI, iz HLU v HK, iz HL v HK v tom smysle, qto l¸baØ predikatnaØ formula vyvodima v ishodnom isqislenii HSU , HS, HLU , HL v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula, preobrazovannaØ posredstvom O_n, vyvodima sootvetstvenno v HI, HI, HK, HK. Soglasno lemme 8.1, operaciØ θ osuwestvlØet obratnoe pogrußenie, a imenno, l¸baØ predikatnaØ formula vyvodima v ishodnom isqislenii HI ili HK v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula, preobrazovannaØ posredstvom θ, vyvodima sootvetstvenno v HS ili HL. Otmetim, qto superpoziciØ operaciæ θ i O_n, perevodØwaØ vsØku¸ formulu A iz L(Z) v formulu θ(O_n(A)), ØvlØetsØ pogrußa¸weæ operacieæ iz HSU v HS i iz HLU v HL. Odnako ffto vovse ne znaqit, qto formuly A i θ(O_n(A)) v fftom sluqae ffkvivalentny; legko proverit~, qto, naprimer, esli A est~ logiqeskaØ konstanta U , to ni formula A, ni formula θ(O_n(A)) ne vyvodimy v sootvetstvu¸wih isqisleniØh, no oni ne budut ffkvivalentnymi v fftih isqisleniØh. Toqno tak ße formuly A i O_n(θ(A)), voobwe govorØ, ne ffkvivalentny v sootvetstvu¸wih isqisleniØh.

Teper~ rassmotrim nekotorye pogrußa¸wie operacii iz odnih arifmetiqeskih sistem v drugie. Nam potrebu¸tsØ nekotorye vspomogatel~nye utverßdeniØ, kasa¸wiesØ arifmetiqeskih sistem. V nißesledu¸wih lemmah 8.2–8.7 simvol ⊢ budet oboznaqat~ vyvodimost~ v sistemah HSA ili HSP , odnako vse utverßdeniØ, ustanavlivaemye niße dlØ HSA (ili HSP ), spravedlivy takße dlØ HLA, HSU A, HLU A (sootvetstvenno, HLP , HSU P , HLU P ).

58 I. D. ZASLAVSKI`

Budem ispol~zovat~ sledu¸wie sokrawennye oboznaqeniØ (sr. [3], str. 69; [24], str. 169 russkogo perevoda): posredstvom

(x 6 y) budem oboznaqat~ formulu ∃z(x + z = y), posredstvom

(x < y) – formulu (x 6 y)&¬(x = y), posredstvom (x ¿ y) – for-

mulu (y 6 x), posredstvom (x > y) – formulu (y < x). Ograniqennye kvantory ∀x_x6_y(A), ∀x_{x<y}(A), ∃x_x6_y(A), ∃x_{x<y}(A) opredelØ¸tsØ, sootvetstvenno, sledu¸wim obrazom: ∀x((x 6 y) ⊇ A), ∀x((x < y) ⊇ A), ∃x((x 6 y)&A), ∃x((x < y)&A). Lemma 8.2. Formuly x = y, x 6 y, x < y, x ¿ y, x > y razreximy v HSA i HSP . Dokazatel~stvo faktiqeski dano v [3], str. 65–66, str. 70–71.

Sledstvie. KaßdaØ fflementarnaØ formula vida t = s v L^∗(Z1)

(ili L^∗(Z_2)) razrexima v HSA (sootvetstvenno, v HSP ).

Lemma 8.3. Esli formula A v L^∗(Z1) razrexima v HSA (ili v

HSP ), to formuly ∀x_x6_y(A), ∀x_{x<y}(A), ∃x_x6_y(A) takße razreximy v HSA (sootvetstvenno, v HSP ).

Dokazatel~stvo faktiqeski dano v [3], str. 71.

Lemma 8.4. Formula ∀x(x ¿ k^∗ ∨ x = 0 ∨ x = 1 ∨ · · · ∨ x = (k − 1)^∗)

vyvodima v HSA i HSP dlØ l¸bogo poloßitel~nogo natural~nogo qisla k.

Dokazatel~stvo legko provoditsØ analogiqno klassiqeskoæ arifmetike (sr. naprimer, [24], str. 170 russkogo perevoda) pri pomowi ∨-udaleniØ, ∨-vvedeniØ, shemy aksiom indukcii i soderßatel~noæ indukcii po k.

Lemma 8.5. Pust~ t i s – termy v Øzyke L^∗(Z1) (ili L^∗(Z2)), A i

B – formuly v L^∗(Z_1 ) (sootvetstvenno, L^∗(Z_2)), takie qto B poluqaetsØ iz A zamenoæ nekotorogo vhoßdeniØ terma t termom s, i formuly A i B ne soderßat kvantorov otnositel~no predmetnyh peremennyh, vhodØwih v t i s. Togda v isqislenii HSA (sootvetstvenno, HSP ) imeet mesto vyvodimost~ t = s ⊢ A ∼ B.

Dokazatel~stvo provoditsØ oqevidnym obrazom na osnovanii aksiom ravenstva analogiqno dokazatel~stvu lemmy 5.3. Lemma 8.6. Pust~ A – formula v Øzyke L^∗(Z1) (ili L^∗(Z2)), k –

natural~noe qislo, x – predmetnaØ peremennaØ, ne ime¸waØ svØzannyh vhoßdeniæ v A; posredstvom A_i, gde i – natural~noe qislo,

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 59

oboznaqaetsØ formula Subst(A, x, i^∗). Togda v isqislenii HSA (sootvetstvenno, HSP ) imeet mesto vyvodimost~ A_0, A_1, . . . , A_k ⊢ ∀x((x 6 k^∗)) ⊇ A).

Dokazatel~stvo poluqaetsØ oqevidnym obrazom na osnovanii lemm 8.4 i 8.5 analogiqno klassiqeskoæ arifmetike (sr. [24], str. 178–179 russkogo perevoda).

Lemma 8.7. Pust~ t – term v L^∗(Z1), soderßawiæ tol~ko pe-

remennye x_1, x_2, . . . , x_n; pust~ k_1, k_2, . . ., k_n – l¸bye natural~nye qisla, i pust~ m est~ natural~noe qislo, ØvlØ¸weesØ znaqeniem primitivno rekursivnoæ funkcii, vyraßaemoæ termom t, v toqke (k_1, k_2, . . . , k_n). Pust~ t^∗ – term, poluqennyæ posredstvom podstanovki k^∗_1 , k^∗_2 , . . . , k^∗_n vmesto vseh vhoßdeniæ, sootvetstvenno, x_1, x_2, . . . , x_n v term t. Togda v HSA ime¸t mesto vyvodimosti ⊢ t^∗ = m^∗ i ⊢ ¬(t^∗ = l^∗) dlØ l¸bogo natural~nogo l, takogo qto l ≠ m. Dokazatel~stvo. Esli t est~ term vida f(x1 , x2, . . . , xn), gde f – funkcional~nyæ simvol iz Z_1, togda dokazatel~stvo vyvodimosti ⊢ t^∗ = m^∗ poluqaetsØ analogiqno klassiqeskoæ arifmetike pri pomowi indukcii po processu postroeniØ primitivno rekursivnyh funkciæ, (oboznaqaemyh funkcional~nymi simvolami iz Z_1) posredstvom operaciæ superpozicii i primitivnoæ rekursii; pri fftom ispol~zu¸tsØ aksiomy ravenstva. Posle fftogo v obwem sluqae vyvodimost~ ⊢ t^∗ = m^∗ ustanavlivaetsØ na osnovanii lemmy 8.5. Nakonec, vyvodimost~ ⊢ ¬(t^∗ = l^∗) pri l ≠ m ustanavlivaetsØ na osnovanii sledstviØ iz lemmy 8.2 analogiqno klassiqeskoæ arifmetike.

Teper~ rassmotrim nekotorye svoæstva operaciæ nad arifmetiqeskimi formulami.

Lemma 8.8 (sr. s lemmoæ 9.6 iz [3], str. 130–131). Esli A –

l¸baØ formula v L(Z_1) (ili L(Z_2 )), to formula ¬(σ^+ (A)&σ^−(A)) vyvodima v HIA (sootvetstvenno, v HIP ).

Dokazatel~stvo. DlØ sluqaØ fflementarnoæ formuly A dokazatel~stvo poluqaetsØ neposredstvenno iz opredeleniæ; v obwem sluqae trebuemoe utverßdenie poluqaetsØ posredstvom indukcii po postroeni¸ formuly A na osnovanii sootvetstvu¸wih punktov v opredelenii σ^+ i σ^− i pravil vyvoda v intuicionistskoæ arifmetike.

60 I. D. ZASLAVSKI`

Lemma 8.9. Esli formula A v L^∗(Z1) (ili L^∗(Z2)) vyvodima v

HIA (sootvetstvenno, HIP ), to formula θ_1(A) vyvodima v HSA (sootvetstvenno, HSP ).

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu lemmy 9.4 iz [3] (sm. [3], str. 127–129); dlØ dopolnitel~nyh sluqaev, svØzannyh s naliqiem arifmetiqeskih aksiom, dokazatel~- stvo poluqaetsØ analogiqno osnovnym sluqaØm, rassmotrennym v [3].

Lemma 8.10. Esli formula A v L(Z1) (ili v L^∗(Z1), L(Z2 ), L^∗(Z2))

vyvodima v HSU A (sootvetstvenno, v HSA, HSU P , HSP ), to σ^+ (A) vyvodima v HIA (sootvetstvenno, HIA, HIP , HIP ).

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu lemmy 9.7 iz [3] (sm. [3], str. 131–137); dlØ dopolnitel~nyh sluqaev, svØzannyh s naliqiem arifmetiqeskih aksiom i logiqeskih konstant, dokazatel~stvo provoditsØ temi ße metodami, qto i rassmotrenie osnovnyh sluqaev v [3].

Lemma 8.11. Esli A – l¸baØ formula v L^∗(Z1) (ili v L^∗(Z2)),

to formuly σ^+ (θ_1(A)) ∼ A i σ^−(θ_1 (A)) ∼ ¬A vyvodimy v HIA (sootvetstvenno, v HIP ).

Dokazatel~stvo provoditsØ pri pomowi indukcii po postroeni¸ formuly A tak ße, kak dokazatel~stvo lemmy 9.10 iz [3], (sm. [3], str. 138–140).

Lemma 8.12. Formula A v L^∗(Z1) vyvodima v HIA v tom, i tol~-

ko v tom sluqae, kogda formula θ_1(A) vyvodima v HSA.

Dokazatel~stvo. Esli formula A vyvodima v HIA, to, na osnovanii lemmy 8.9, moßem zakl¸qit~, qto formula θ_1(A) vyvodima v HSA. S drugoæ storony, esli formula θ_1(A) vyvodima v HSA, to togda, na osnovanii lemmy 8.10, moßem zakl¸qit~, qto formula σ^+ (θ_1(A)) vyvodima v HIA, sledovatel~no, v sootvetstvii s lemoæ 8.11, my poluqaem, qto formula A vyvodima v HIA. Lemma dokazana.

Lemma 8.13. Esli A – l¸baØ formula v L(Z1) (ili v L^∗(Z1)),

to formuly θ_1(σ^+ (A)) ∼ ¬¬^∘A i θ_1(σ^−(A)) ∼ ¬¬^∘¬A vyvodimy v HSU A (sootvetstvenno, v HSA).

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu lemmy 9.14 iz [3], str. 146–149; dopolnitel~nye sluqai, svØzannye

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 61

s naliqiem arifmetiqeskih aksiom i logiqeskih konstant, rassmatriva¸tsØ temi ße metodami, qto i v ukazannom dokazatel~- stve iz [3].

Lemma 8.14. Formula A v L(Z1) (ili v L^∗(Z1)) vyvodima v HSU A

(sootvetstvenno, HSA) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula σ^+ (A) vyvodima v HIA.

Dokazatel~stvo. Esli formula A vyvodima v HSU A (ili v HSA), to na osnovanii lemmy 8.10 moßem zakl¸qit~, qto formula σ^+ (A) vyvodima v HIA. Teper~ predpoloßim, qto formula

σ^+ (A) vyvodima v HIA. Na osnovanii lemmy 8.9 poluqaem, qto

formula θ_1(σ^+ (A)) vyvodima v HSA; no togda, v sootvetstvii s lemmoæ 8.13, my poluqaem, qto formula ¬¬^∘A vyvodima v HSU A (sootvetstvenno, v HSA). Dalee, formula A vyvodima iz ¬¬^∘A v HSU A i HSA na osnovanii odnogo iz pravil ¬ ⊃-udaleniØ. Takim obrazom, formula A vyvodima v HSU A (sootvetstvenno, HSA). Lemma dokazana.

Lemma 8.15. Formula A v L^∗(Z1) vyvodima v HKA v tom, i tol~-

ko v tom sluqae, kogda formula θ_1(A) vyvodima v HLA.

Lemma 8.16. Formula A v L(Z1) (ili L^∗(Z1)) vyvodima v HLU A

(sootvetstvenno, HLA) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula σ^+ (A) vyvodima v HKA.

Dokazatel~stva fftih lemm analogiqny dokazatel~stvam lemm 8.12 i 8.14; sootvetstvu¸wie utverßdeniØ, kasa¸wiesØ shem aksiom HK_7, HLU_{21}, HL_{21}, ustanavliva¸tsØ takim ße obrazom, kak i utverßdeniØ, kasa¸wiesØ drugih shem aksiom v dokazatel~- stvah vyxeupomØnutyh lemm.

Lemma 8.17. Formula A v L^∗(Z2) vyvodima v HIP (sootvet-

stvenno, HKP ) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula θ_1 (A) vyvodima v HSP (sootvetstvenno, HKP ).

Dokazatel~stvo provoditsØ takim ße obrazom, kak i dokazatel~stvo lemmy 8.12 (dlØ HIP i HSP ) i lemmy 8.15 (dlØ HKP i HLP ). Lemma 8.18. Formula A v L(Z2 ) (ili L^∗(Z2)) vyvodima v HSU P

(sootvetstvenno, v HSP ) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula σ^+ (A) vyvodima v HIP .

62 I. D. ZASLAVSKI`

Dokazatel~stvo provoditsØ takim ße obrazom, kak i dokazatel~stvo lemmy 8.14.

Lemma 8.19. Formula A v L(Z2 ) (ili v L^∗(Z2)) vyvodima v HLU P

(sootvetstvenno, HLP ) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda formula σ^+ (A) vyvodima v HKP .

Dokazatel~stvo provoditsØ tak ße, kak i dokazatel~stvo lemmy 8.16.

Sledstvie. Sistema HSU A (sootvetstvenno, HSU P , HLU A,

HLU P ) ØvlØetsØ konservativnym rasxireniem HSA (sootvet- stvenno, HSP , HLA, HLP ). Dokazatel~stvo poluqaetsØ na osnove predyduwih lemm, analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ lemmy 6.6. Lemma 8.20. Sistemy HLP i HKP ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo takoe ße, kak i dokazatel~stvo ffkvivalentnosti sistem HLA i HKA ([3], teorema 17.1, str. 237–238). Zameqanie. V lemmah 8.9–8.12 bylo ustanovleno, qto operaciØ

θ_1 ØvlØetsØ pogrußa¸weæ operacieæ iz tradicionnoæ konstruk-

tivnoæ (intuicionistskoæ) arifmetiki i klassiqeskoæ arifmetiki, sootvetstvenno, v simmetriqesku¸ konstruktivnu¸ arifmetiku i trehznaqnu¸ arifmetiku. V lemmah 8.10–8.16 bylo ustanovleno, qto operaciØ σ^+ osuwestvlØet obratnoe preobrazovanie, a imenno, ona ØvlØetsØ pogrußa¸weæ operacieæ iz simmetriqeskoæ konstruktivnoæ arifmetiki i trehznaqnoæ arifmetiki, sootvetstvenno, v tradicionnu¸ konstruktivnu¸ (intuicionistsku¸) arifmetiku i klassiqesku¸ arifmetiku. Tem samym ustanavlivaetsØ parallelizm v sootnoxeniØh meßdu ukazannymi arifmetiqeskimi sistemami i daetsØ ewe odno podtverßdenie vyskazannomu ranee poloßeni¸ o tom, qto simmetriqeskaØ konstruktivnaØ logika tak ße sootnositsØ s trehznaqnoæ logikoæ ˚. Lukaseviqa, kak tradicionnaØ konstruktivnaØ (intuicionistskaØ) logika sootnositsØ s klassiqeskoæ logikoæ. Privedennye utverßdeniØ, kasa¸wiesØ pogrußa¸wih operaciæ, sohranØ¸t silu kak dlØ togo sluqaØ, kogda simvol neopredelennosti uqastvuet v rassmatrivaemyh trehznaqnyh sistemah, tak i dlØ togo sluqaØ, kogda on v ffti sistemy ne vkl¸qen. Vmeste s tem, svoæstva sistem dvuh ukazannyh vidov (s vkl¸qennym v nih simvolom neopredelennosti i bez nego) suwestvenno otliqa¸tsØ

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 63

drug ot druga. Naprimer, sistema HLA ffkvivalentna klassiqeskoæ arifmetike HKA, sistema ße HLU A eæ ne ffkvivalentna.

Otmetim takße, qto formula σ^+ (θ_1(A)) ffkvivalentna A v HIA (sm. lemmu 8.11), no formula θ_1(σ^+ (A)), voobwe govorØ, ne ffkvivalentna A v HSA i HSU A; naprimer, esli A est~ U , to

θ_1(σ^+ (A)) est~ 1 = 0.

Luk-raspredelenie δ na Z_1 (ili Z_2) budem nazyvat~ standartnym, esli edinstvennyæ predikatnyæ simvol = v Z_1 (ili Z_2) interpretiruetsØ kak obyqnyæ predikat ravenstva, a imenno:

p(x, y) = 2, esli x i y sovpada¸t kak fflementy osnovnogo mnoße-

stva raspredeleniØ δ, i p(x, y) = 0 v protivnom sluqae. Oqevidno, qto kaßdoe standartnoe Luk-raspredelenie moßet rassmatrivat~sØ estestvennym obrazom kak klassiqeskoe raspredelenie.

Lemma 8.21. Esli Luk-interpretaciØ formuly A v L(Z1) (ili

L(Z_2)) otnositel~no standartnogo Luk-raspredeleniØ δ est~ trehznaqnyæ predikat p, to para klassiqeskih interpretaciæ formul σ^+ (A) i σ^−(A) otnositel~no δ (rassmatrivaemogo kak klassiqeskoe raspredelenie) ØvlØetsØ klassiqeskim obrazom predikata p.

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu lemmy 6.1 posredstvom indukcii po processu postroeniØ rassmatrivaemyh formul.

Takim obrazom, intuitivnaØ interpretaciØ operaciæ σ^+ i σ^− moßet byt~ opisana (v ramkah trehznaqnoæ logiki ˚. Lukaseviqa i klassiqeskoæ logiki) sledu¸wim obrazom: σ^+ (A) i σ^−(A) da¸t opisanie (sredstvami klassiqeskoæ arifmetiki) oblasti istinnosti i oblasti loßnosti trehznaqnogo predikata, vyraßaemogo formuloæ A. Obratnoe preobrazovanie, pozvolØ¸wee postroit~ formulu, vyraßa¸wu¸ kakoæ-libo trehznaqnyæ predikat, ishodØ iz zadannyh oblasteæ ego istinnosti i loßnosti, moßet byt~ osuwestvleno na osnovanii nißesledu¸weæ teoremy 8.1.

Teorema 8.1. Pust~ zadany formuly B i C v L^∗(Z1 ), takie

qto formula ¬(B&C) vyvodima v HIA (ili, sootvetstvenno, v HKA). Togda moßno postroit~ formulu A v L(Z_1), taku¸ qto formuly (σ^+ (A) ∼ B) i (σ^−(A) ∼ C) vyvodimy v HIA (sootvetstvenno, v HKA).

64 I. D. ZASLAVSKI`

Dokazatel~stvo. Formula A stroitsØ sledu¸wim obrazom^2:

(θ_1(B) ∨ ((θ_1(C) ⊃ U ) ⊃ U ))&(θ_1 (C) ⊃ ¬θ_1(C)).

V samom dele, na osnovanii lemmy 8.11 i ffkvivalentnosteæ

⊢ (D ⊃ (1 = 0)) ∼ ¬D, ⊢ ((1 = 0) ⊃ D) ∼ (0 = 0), ⊢ (D&(0 = 0)) ∼ D,

kotorye, oqevidno, ime¸t mesto v HIA dlØ l¸boæ formuly D, my poluqaem, ispol~zuØ sootvetstvu¸wie punkty v opredelenii operacii σ^+ , qto v HIA formula σ^+ (A) ffkvivalentna formule (B ∨ ¬¬C)&¬C, sledovatel~no, formule B&¬C. No formula

¬(B&C) vyvodima v HIA; ispol~zuØ fftu vyvodimost~, my polu-

qaem, qto formula B&¬C ffkvivalentna B v HIA; takim obrazom, formula σ^+ (A) ffkvivalentna B v HIA. Dalee, na osnovanii lemmy 8.11, ispol~zuØ ffkvivalentnosti ⊢ (D&(1 = 0)) ∼ (1 = 0),

⊢ ((1 = 0) ∨ D) ∼ D v HIA, legko poluqaem, qto formula σ^−(A)

ffkvivalentna C v HIA. Analogiqnye utverßdeniØ dlØ HKA poluqa¸tsØ takim ße obrazom, poskol~ku HIA ØvlØetsØ podsistemoæ HKA. Teorema dokazana.

Teorema 8.1 daet ves~ma xirokie vozmoßnosti dlØ postroeniØ formul, vyraßa¸wih te ili inye trehznaqnye arifmetiqeskie predikaty; naprimer, s pomow~¸ fftoæ teoremy my moßem postroit~ formulu v Øzyke L(Z_1), vyraßa¸wu¸ v sistemah HSU A i HLU A trehznaqnyæ odnomestnyæ predikat, istinnyæ na neqetnyh prostyh qislah, loßnyæ na qetnyh qislah i neopredelennyæ na ostal~nyh qislah.

Dokazatel~stvo teoremy 4.3. My dadim dokazatel~stvo dlØ sistemy HSA; dlØ ostal~nyh sistem, ukazannyh v formulirovke teoremy, rassußdeniØ v toqnosti takie ße. Budem sqitat~, qto zafiksirovan kakoæ-libo sposob kodirovaniØ formul, termov i logiqeskih vyvodov posredstvom natural~nyh qisel, takoæ, qto dlØ nego vypolneny usloviØ, ukazannye v razdele 4. Budem ispol~zovat~ rassmotrennye v razdele 4 primitivno rekursivnye funkcii Num, Sub, Neg.

Pust~ Ω – sistema aksiom, ØvlØ¸waØsØ HS-pereqislimym i HS-neprotivoreqivym rasxireniem sistemy HSA. Oboznaqim qerez G mnoßestvo gedelevyh nomerov formul, prinadleßawih HS-teorii Δ, osnovannoæ na Ω. Poskol~ku sistema Ω

2K soßaleni¸, ime¸tsØ dosadnye opeqatki v vyraßenii dlØ fftoæ formuly v [38]; bukvy Q v fftom vyraßenii sleduet zamenit~ na G.

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 65

HS-pereqislima, mnoßestvo G rekursivno pereqislimo. Sledovatel~no ([11, 21, 24, 26, 28]), moßno postroit~ primitivno rekursivnu¸ funkci¸ Ded, taku¸, qto x ∈ G v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda ∃y(Ded(x, y) = 0).

My budem ispol~zovat~ konstrukci¸ K. GœdelØ–Dß. Rossera ([21]; [23], tom 2, str. 342–348 russkogo perevoda; [24], str. 188 russkogo perevoda; [28], str. 161–164 russkogo perevoda), modificirovannu¸ v sootvetstvii so svoæstvami sistemy HSA. Pust~ x, y, z – kakie-libo razliqnye predmetnye peremennye, i pust~ ξ – gœdelev nomer peremennoæ x. Posredstvom f Num,

f Sub, f Neg, f Ded oboznaqim funkcional~nye simvoly, vyraßa-

¸wie primitivno rekursivnye funkcii, sootvetstvenno, Num, Sub, Neg, Ded v Øzyke L^∗(Z_1 ). Rassmotrim formulu A, opredelØemu¸ sledu¸wim obrazom:

∀y((f Ded(f Sub(x, ξ^∗, f Num(x)), y) = 0)

⊇ ∃z(z 6 y&(f Ded(f Neg(f Sub(x, ξ^∗, f Num(x))), z) = 0))).

(4.3.1)

Pust~ α – gœdelev nomer formuly A. Rassmotrim formulu B, poluqaemu¸ iz A posredstvom podstanovki terma α^∗ v formulu A vmesto vseh svobodnyh vhoßdeniæ peremennoæ x; formula B budet imet~ sledu¸wiæ vid:

∀y((f Ded(f Sub(α^∗, ξ^∗, f Num(α^∗)), y) = 0)

⊇ ∃z(z 6 y&(f Ded(f Neg(f Sub(α^∗, ξ^∗, f Num(α^∗))), z) = 0))).

(4.3.2)

My dokaßem, qto formula B udovletvorØet vsem usloviØm teoremy, t.e. ni formula B, ni formula ¬B, ni formula (B ⊃

¬B)&(¬B ⊃ B) ne prinadleßat teorii Δ.

˚sno, qto B zamknuta. Pust~ β – gœdelev nomer formuly B. Imeem:

β = Sub(α, ξ, Num(α)). (4.3.3)

Predpoloßim (qtoby pridti k protivoreqi¸), qto B prinadleßit teorii Δ. Togda β ∈ G, i moßno postroit~ natural~noe qislo η, takoe qto Ded(β, η) = 0. Na osnovanii (4.3.3) imeem:

Ded(Sub(α, ξ, Num(α)), η) = 0,

66 I. D. ZASLAVSKI`

ots¸da, s pomow~¸ lemmy 8.7, poluqaem, qto formula

f Ded(f Sub(α^∗, ξ^∗, f Num(α^∗)), η^∗) = 0 (4.3.4)

vyvodima v HSA, a potomu ona prinadleßit Δ. Dalee, esli B prinadleßit Δ, to iz (4.3.2) i (4.3.4) my poluqaem, qto formula

∃z(z 6 η^∗&(f Ded(f Neg(f Sub(α^∗, ξ^∗, f Num(α^∗))), z) = 0)) (4.3.5)

takße prinadleßit Δ.

Poskol~ku B prinadleßit Δ, formula ¬B ne moßet prinadleßat~ Δ, vvidu HS-neprotivoreqivosti sistemy Ω. Pust~ γ – gœdelev nomer formuly ¬B. Na osnovanii opredeleniØ funkcii Neg imeem:

γ = Neg(Sub(α, ξ, Num(α))). (4.3.6)

No γ /∈ G, sledovatel~no, dlØ l¸bogo natural~nogo qisla τ my imeem ¬(Ded(γ, τ ) = 0), a togda iz (4.3.6) poluqaem

¬(Ded(Neg(Sub(α, ξ, Num(α))), τ ) = 0) (4.3.7)

dlØ l¸bogo τ . V qastnosti (4.3.7) imeet mesto pri τ =

0, 1, 2, . . ., η. Pol~zuØs~ lemmoæ 8.7, my poluqaem, qto formuly

¬(f Ded(f Neg(f Sub(α^∗ξ^∗, f Num(α^∗))), τ^∗) = 0) (4.3.8)

vyvodimy v HSA pri τ = 0, 1, 2, . . ., η.

Oboznaqim term f Ded(f Neg(f Sub(α^∗, ξ^∗, f Num(α^∗))), z) posredstvom Q(z) (oqevidno, qto fftot term vyraßaet nekotoru¸ primitivno rekursivnu¸ funkci¸).

Iz (4.3.5) i (4.3.8) my poluqaem, qto formula

∃z(z 6 η^∗&Q(z) = 0), (4.3.9)

a takße formuly

¬(Q(τ^∗) = 0) (4.3.10)

pri τ = 0, 1, 2, . . ., η prinadleßat teorii Δ. Iz (4.3.10), pol~zu- Øs~ lemmoæ 8.5, my zakl¸qaem, qto formula

∀z(z 6 η^∗ ⊇ ¬(Q(z) = 0)) (4.3.11)

takße prinadleßit teorii Δ. No teper~, na osnovanii (4.3.9) i (4.3.11), my zak¸qaem, qto 1 = 0 prinadleßit teorii Δ. V samom dele, dlØ ustanovleniØ vyvodimosti

∃z(z 6 η^∗&(Q(z) = 0)), ∀z(z 6 η^∗ ⊇ ¬(Q(z) = 0)) ⊢ 1 = 0

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 67

dostatoqno dokazat~, qto

(z 6 η^∗&(Q(z) = 0)), ∀z(z 6 η^∗ ⊇ ¬(Q(z) = 0)) ⊢ 1 = 0;

no ffta poslednØØ vyvodimost~ legko poluqaetsØ pri pomowi pravil &−, ∀−, ¬− i ⊃-udaleniØ. My prixli k zakl¸qeni¸, qto sistema Ω HS-protivoreqiva, no ffto ne tak. Tem samym dokazano, qto formula B ne moßet prinadleßat~ teorii Δ.

Teper~ predpoloßim (qtoby pridti k protivoreqi¸), qto formula ¬B prinadleßit teorii Δ. Togda γ ∈ G, i moßno ukazat~ natural~noe qislo τ , takoe qto Ded(γ, τ ) = 0. Na osnovanii (4.3.6) imeem Ded(Neg(Sub(α, ξ, Num(α))), τ ) = 0. Sledovatel~no, formula

f Ded(f Neg(f Sub(α^∗, ξ^∗, Num(α^∗))), τ^∗) = 0 (4.3.12)

ili, ispol~zuØ oboznaqenie Q, formula

Q(τ^∗) = 0 (4.3.13)

vyvodima v HSA na osnovanii lemmy 8.7. No esli ¬B prinadleßit teorii Δ, to B ne moßet prinadleßat~ Δ vsledstvie HSneprotivoreqivosti sistemy Ω; takim obrazom, Ded(β, η) ≠ 0 dlØ l¸bogo natural~nogo η. Na osnovanii (4.3.3), imeem

Ded(Sub(α, ξ, Num(α)), η) ≠ 0 (4.3.14)

dlØ l¸bogo natural~nogo η. Oboznaqim term f Ded(f Sub(α^∗, ξ^∗,

f Num(α^∗)), y) posredstvom R(y) (oqevidno, qto fftot term vyra-

ßaet nekotoru¸ primitivno rekursivnu¸ funkci¸). Pol~zuØs~ lemmoæ 8.7, iz (4.3.14) poluqaem, qto formula

¬(R(η^∗) = 0) (4.3.15)

vyvodima v HSA pri l¸bom η.

Teper~ dokaßem, qto sledu¸waØ vyvodimost~

y ¿ τ^∗ ⊢ (R(y) = 0) ⊇ ∃z(z 6 y&(Q(z) = 0)) (4.3.16)

imeet mesto v HSA. V samom dele, dlØ ustanovleniØ (4.3.16) dostatoqno dokazat~, qto

y ¿ τ^∗, R(y) = 0 ⊢ ∃z(z 6 y&(Q(z) = 0));

68 I. D. ZASLAVSKI`

dlØ fftogo, v svo¸ oqered~, dostatoqno dokazat~, qto

y ¿ τ^∗, R(y) = 0 ⊢ τ^∗ 6 y&(Q(τ^∗) = 0,

no poslednØØ vyvodimost~ poluqaetsØ oqevidnym obrazom na osnovanii (4.3.13). Dalee, formula (4.3.15) vyvodima v HSA pri vsØkom natural~nom η, v qastnosti, pri η = 0, 1, . . ., τ − 1. My moßem zakl¸qit~, qto vyvodimost~

y = η^∗ ⊢ (R(y) = 0) ⊇ ∃z(z 6 y&(Q(z) = 0)) (4.3.17)

imeet mesto v HSA pri η = 0, 1, . . ., τ − 1. V samom dele, dlØ ustanovleniØ (4.3.17), na osnovanii lemmy 8.5, dostatoqno dokazat~, qto ⊢ (R(η^∗) = 0) ⊇ ∃z(z 6 η^∗&(Q(z) = 0)), ili (R(η^∗) = 0 ⊢ ∃z(z 6 η^∗&(Q(z) = 0)),

no ffta vyvodimost~ poluqaetsØ oqevidnym obrazom iz (4.3.15) pri pomowi pravila protivoreqiØ.

Teper~, soqetaØ (4.3.16) i (4.3.17), my poluqaem posredstvom pravila ∨-udaleniØ, qto y ¿ τ^∗ ∨ y = 0 ∨ y = 1 ∨ · · · ∨ y = (τ − 1)^∗ ⊢ (R(y) = 0) ⊇ ∃z(z 6 y&(Q(z) = 0)). (4.3.18)

No formula y ¿ τ^∗ ∨ y = 0 ∨ y = 1 ∨ · · · ∨ y = (τ − 1)^∗ vyvodima v HSA soglasno lemme 8.4. Sledovatel~no, formula (R(y) = 0) ⊇

∃z(z 6 y&(Q(z) = 0)) vyvodima v HSA, tak ße, kak i formula

∀y((R(y) = 0) ⊇ ∃z(z 6 y&(Q(z) = 0))). (4.3.19)

Odnako formula (4.3.19) sovpadaet s B. My poluqili, takim obrazom, qto formuly B i ¬B prinadleßat Δ, sledovatel~no, sistema Ω HS-protivoreqiva. No ffto ne tak. Tem samym dokazano, qto formula ¬B ne prinadleßit Δ.

Nakonec, predpoloßim (qtoby pridti k protivoreqi¸), qto formula (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) prinadleßit Δ. Togda formula

¬B ⊃ B prinadleßit Δ, tak ße, kak i formula ¬B ⊃ ¬¬B. No

formula ¬B ⊃ ¬¬B est~ ¬^∘¬B. S drugoæ storony, formula ¬B moßet byt~ preobrazovana (pri pomowi sootvetstvu¸wego zakona de Morgana) k vidu ∃y(C), gde formula C HSA-razrexima

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 69

na osnovanii lemmy 8.2, sledstviØ iz fftoæ lemmy, lemmy 5.2 i lemmy 8.3. Sledovatel~no, formula ¬B HSA-polurazrexima. Na osnovanii lemmy 5.1 my prihodim k zakl¸qeni¸, qto ¬^∘¬B i ¬¬B ffkvivalentny v HSA. Pofftomu formula ¬¬B prinadleßit Δ, a togda i B prinadleßit Δ. No takoe dopuwenie uße bylo rassmotreno vyxe i privedeno k protivoreqi¸. Teorema dokazana.

Sledstvie iz teoremy 4.3 teper~ ustanavlivaetsØ oqevidnym obrazom, poskol~ku dokazatel~stvo teoremy 4.3 prohodit takße dlØ sistem HLA i HLU A, a ponØtiØ ffffektivnoæ HLAnepolnoty i ffffektivnoæ HLU A-nepolnoty ffkvivalentny, kak uße ukazyvalos~ vyxe, ponØti¸ ffffektivnoæ Luk-nepolnoty. Zameqanie 1. Teoremy 4.1, 4.2, 4.3, tak ße, kak i ustanavlivaemaØ niße teorema 4.4, mogut rassmatrivat~sØ kak teoremy konstruktivnoæ matematiki, dokazatel~stva fftih teorem v metateorii nahodØtsØ v ramkah konstruktivnoæ logiki (hotØ sohranØ¸t silu i v ramkah klassiqeskoæ logiki). Na osnovanii nekotoryh osobennosteæ dokazatel~stva teoremy 4.3 (naprimer, vsledstvie primeneniØ v nem pravila reductio ad absurdum) moßet sozdat~sØ vpeqatlenie, qto ffto dokazatel~stvo prohodit liox~ v ramkah tradicionnoæ konstruktivnoæ (intuicionistskoæ) logiki, no ne simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki. Odnako ffto ne tak; dokazatel~stva vseh ukazannyh teorem prohodØt takße i v ramkah simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki (pri nekotoryh estestvennyh dopuweniØh, kasa¸wihsØ sposoba kodirovaniØ formul, termov i logiqeskih vyvodov posredstvom natural~nyh qisel). V samom dele, pravilo reductio ad absurdum primenØetsØ v ukazannyh dokazatel~stvah lix~ v svØzi s sußdeniØmi vida “dannaØ formula vyvodima v dannom isqislenii”. No predikaty “x est~ gedelev nomer logiqeskogo vyvoda v dannom isqislenii” i “x est~ gedelev nomer zakl¸qitel~noæ formuly v logiqeskom vyvode y v dannom isqislenii” dlØ estestvennyh metodov kodirovaniØ formul, termov i logiqeskih vyvodov budut primitivno rekursivnymi, sledovatel~no, razreximymi v ramkah rassmatrivaemyh metateoriæ. Pofftomu predikat “formula x vyvodima v rassmatrivaemom isqislenii” budet polurazreximym v ramkah fftih metateoriæ. Na osnovanii analoga lemmy 5.1 v metateorii my moßem zakl¸qit~, qto primenenie pravila

reductio ad absurdum v ukazannyh sluqaØh zakonno s toqki zreniØ

70 I. D. ZASLAVSKI`

simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki.

Zameqanie 2. Formulirovki teoremy 4.3 i ee sledstviØ neskol~ko otliqa¸tsØ ot formulirovki teoremy 1 iz [41] vsledstvie nekotoryh tehniqeskih razliqiæ meßdu ponØtiem ffffektivnoæ Luk-nepolnoty, vvedennym vyxe, i ponØtiem ffffektivnoæ Luk-nepolnoty, rassmotrennym v [41].

Zameqanie 3. Utverßdenie teoremy 4.3 moßet imet~ razliqnyæ smysl dlØ razliqnyh rasxireniæ sistemy HSA. Naprimer, klassiqeskaØ sistema HKA moßet rassmatrivat~sØ v kaqestve rasxireniØ sistemy HSA, odnako teorema 4.3 v fftom sluqae ne daet niqego novogo dlØ sistemy HKA (i dlØ ee rasxireniæ) po sravneni¸ s klassiqeskoæ teoremoæ K. GœdelØ–Dß. Rossera, poskol~ku nikakaØ formula vida (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) ne vyvodima v HKA. No esli v roli sistemy Ω vystupaet, naprimer HSU A, to razliqie meßdu klassiqeskim i trehznaqnym variantom teoremy o nepolnote stanovitsØ uße suwestvennym, poskol~ku nekotorye formuly vida (B ⊃ ¬B)&(¬B ⊃ B) vyvodimy v HSU A.

9. Analogi sistemy M. Presburgera

V fftom razdele my dadim dokazatel~stvo teoremy 4.4.

Lemma 9.1. Sistemy HKP i HIP ffkvivalentny.

�ta lemma izvestna (sm. [24], str. 184 russkogo perevoda). Dokazatel~stvo ee osnovano na tom, qto metod ffliminacii kvantorov, primenØemyæ v dokazatel~stve polnoty klassiqeskoæ sistemy M. Presburgera ([21]; [23], tom 1, str. 438–453 russkogo perevoda; [24], str. 479–481 russkogo perevoda) moßet byt~ primenen takße i v konstruktivnom (intuicionistskom) variante fftoæ sistemy. DlØ fftogo pered kaßdym primeneniem preobrazovaniæ, provodimyh v processe ffliminacii kvantorov, predvaritel~no dokazyvaetsØ razreximost~ formul, k kotorym primenØetsØ ffto preobrazovanie (sr., naprimer, [24], str. 172–174 russkogo perevoda).

Lemma 9.2. Sistemy HSP , HLP , HKP ffkvivalentny.

V samom dele, ffkvivalentnost~ sistem HLP i HKP byla ustanovlena v lemme 8.20; ffkvivalentnost~ sistem HSP i HLP poluqaetsØ na osnovanii lemm 8.18, 8.19, 9.1.

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 71

Lemma 9.3. Sistemy HSU P i HLU P ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo poluqaetsØ na osnovanii teh ße lemm 8.18, 8.19, 9.1.

Dokazatel~stvo teoremy 4.4. My dokaßem Luk-polnotu sistemy HLU P ; analogiqnoe utverßdenie dlØ HSU P budet sledovat~ posle fftogo iz lemmy 9.3. Pust~ A – l¸baØ zamknutaØ formula v Øzyke L(Z_2). Rassmotrim formuly σ^+ (A) i σ^−(A). ˚sno, qto ffti formuly zamknuty. Sistema HKP polna v klassiqeskom smysle, sledovatel~no odna iz formul σ^+ (A) i ¬σ^+ (A), a takße odna iz formul σ^−(A) i ¬σ^−(A) vyvodima v HKP . No formuly σ^+(A) i σ^−(A) ne mogut byt~ odnovremenno vyvodimy v HKP v silu lemmy 8.8. Takim obrazom, imeet mesto odin iz sledu¸wih treh sluqaev: (1) v HKP ime¸t mesto vyvodimosti ⊢ σ^+ (A) i ⊢ ¬σ^−(A); (2) v HKP ime¸t mesto vyvodimosti ⊢ ¬σ^+(A) i ⊢ σ^−(A); (3) v HKP ime¸t mesto vyvodimosti

⊢ ¬σ^+(A) i ⊢ ¬σ^−(A). V sluqae (1) my zakl¸qaem na osnovanii

lemmy 8.19, qto formula A vyvodima v sisteme HLU P . V sluqae (2) my zakl¸qaem na osnovanii toæ ße lemmy, qto formula ¬A vyvodima v HLU P (poskol~ku σ^+ (¬A) sovpadaet s σ^−(A)). Nakonec, v sluqae (3) formula (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) vyvodima v HLU P . V samom dele, formula σ^+ ((A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A)) est~ (σ^+ (A) ⊃

σ^−(A))&(σ^+ (A) ⊃ σ^−(A))&(σ^− (A) ⊃ σ^+(A))&(σ^− (A) ⊃ σ^+(A)), ili,

qto ffkvivalentno, (σ^+ (A) ⊃ σ^−(A))&(σ^−(A) ⊃ σ^+ (A)). No formula σ^+ (A) ⊃ σ^−(A) vyvodima iz ¬σ^+(A) v HKP na osnovanii pravila protivoreqiØ; analogiqno, formula σ^−(A) ⊃ σ^+ (A) vyvodima iz ¬σ^−(A) v HKP na osnovanii togo ße pravila. Sledovatel~no, v sluqae (3) formula (σ^+ (A) ⊃ σ^−(A))&(σ^−(A) ⊃ σ^+(A)) vyvodima v HKP . Na osnovanii lemmy 8.19 my moßem zakl¸- qit~, qto v sluqae (3) formula (A ⊃ ¬A)&(¬A ⊃ A) vyvodima v

HLU P . Teorema dokazana.

ObwaØ harakteristika trehznaqnyh predikatov, vyrazimyh v sisteme HLU P , moßet byt~ poluqena, ishodØ iz lemm 8.19, 8.21, a takße ishodØ iz dokazatel~stva teoremy 4.4. My moßem skazat~, qto v HLU P vyrazimy takie trehznaqnye arifmetiqeskie predikaty, u kotoryh oblasti istinnosti, loßnosti i neopredelennosti vyrazimy v sisteme HKP , to est~ v klassiqeskoæ sisteme M. Presburgera.

Oqevidno, qto sistema HLU P nepolna v klassiqeskom smysle.

72 I. D. ZASLAVSKI`

V samom dele, esli A est~ U , to ni A, ni ¬A ne vyvodimy v fftoæ sisteme.

Literatura

1. O. R. BolibekØn, Teorema kompaktnosti dlØ mnogoznaqnyh logik. — Preprint Instituta problem informat. i avtomat. NAN RA N 02–001 (2002).

2. I. D. Zaslavskiæ, O predikatnyh i arifmetiqeskih isqisleniØh simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki .— DAN SSSR 210, N 3 (1973), 517– 520.

3. I. D. Zaslavskiæ, SimmetriqeskaØ konstruktivnaØ logika. — Izd-vo AN Arm.SSR (1978).

4. I. D. Zaslavskiæ, O simmetriqeskoæ konstruktivnoæ istinnosti arifmetiqeskih formul. — V kn.: 7-Ø Vseso¸zn. konferenciØ po matem. logike, Tezisy dokladov, Novosibirsk (1984), 67.

5. I. D. Zaslavskiæ, SimmetriqeskaØ konstruktivnaØ logika i nekotorye ee priloßeniØ. — Dokt. diss., Erevan (1987).

6. I. D. Zaslavskiæ, O simmetriqeskoæ konstruktivnoæ arifmetike. — V kn.: 9-Ø Vseso¸zn. konferenciØ po matem. logike, Tezisy dokladov, Leningrad (1988), 59.

7. I. D. Zaslavskiæ, O bikonstruktivnyh arifmetiqeskih formulah. — V kn.: 10-Ø Vseso¸zn. konferenciØ po matem. logike, Tezisy dokladov, Alma–Ata (1990), 67.

8. I. D. Zaslavskiæ, Ob iteraciØh opredelØ¸wih algorifmov simmetriqeskoæ konstruktivnoæ logiki. — V kn.: 11-Ø MeßrespublikanskaØ konferenciØ po matem. logike, Tezisy dokladov, Kazan~ (1992), 62.

9. B. A. Kuxner, Lekcii po konstruktivnomu matematiqeskomu analizu.

— Nauka, M. (1973).

10. A. I. Mal~cev, Untersuchungen aus der Gebiete der Mathematischen Logik. — Matem. sbornik, t. 1(43) (1936), 323–336.

11. A. I. Mal~cev, Algoritmy i rekursivnye funkcii. — 2-e izdanie, Nauka, M. (1986).

12. A. A. Markov, KonstruktivnaØ logika. — Uspehi matem. nauk, t. 5(37), N 3 (1950), 187–188.

13. A. A. Markov, O konstruktivnoæ matematike. — Trudy MIAN SSSR, t. 67 (1962), 8–14.

14. A. A. Markov, O logike konstruktivnoæ matematiki. — M., Znanie (1972).

15. N. A. Xanin, O konstruktivnom ponimanii matematiqeskih sußdeniæ.

— Trudy MIAN SSSR, t. 52 (1958), 266–311.

16. N. A. Xanin, Ob ierarhii sposobov ponimaniØ sußdeniæ v konstruktivnoæ matematike. — Trudy MIAN SSSR, t. 129 (1974), 203–266.

17. N. A. Xanin, �skiz finitarnogo varianta matematiqeskogo analiza. — Preprint POMI 06/2000 (2000).

18. L. Bolc and P. Borowik, Many-valued Logics 1: Theoretical Foundations. —

Springer-Verlag (1992).

FORMAL^NYE AKSIOMATIQESKIE TEORII 73 19. K. Gödel, Die Vollständigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalküls. —

Monatshefte für Mathematik und Physik, Band 37 (1930), 349–360.

20. K. Gödel, Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und Verwandter Systeme. — Monatshefte fuer Mathematik und Physik, Band 38 (1931), 173–198.

21. H. B. Enderton, A Mathematical Introduction to Logic. — 2nd edition, San Diego,

Harcourt, Academic Press (2001).

22. R. Haenle and G. Escalada–Imaz., Deduction in Many-Valued Logics: a Survey.

— Marthware & Soft Computing, vol. IV (2) (1997), 69–97.

23. D. Hilbert und P. Bernays, Grundlagen der Mathematic, Zweite Auflage. Band 1,

Berlin–Heidelberg–New York, Springer-Verlag, 1968; Band 2, Berlin–Heidelberg– New York, Springer-Verlag (1970). Russkiæ perevod: D. Gil~bert, P. Ber-

naæs, OsnovaniØ matematiki. Tom 1 (Logiqeskie isqisleniØ i formalizaciØ arifmetiki). — Nauka, M. (1979). Tom 2 (TeoriØ dokazatel~stv). — Nauka, M. (1982).

24. S. C. Kleene, Introduction to Metamathematics. — D. van Nostrand Comp., Inc.,

New York–Toronto (1952). Russkiæ perevod: S. K. Klini, Vvedenie v ma-

tematiku. — IIL, M. (1957).

25. C. I. Lewis and C. H. Langford, Symbolic Logic. — Century Comp, New York–

London (1932).

26. H. R. Lewis and C. H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation.

— Prentice–Hall, Upper Saddle River, New Jersey (1998).

27. J. Lukasiewicz, O logice trojwartosciowej. — Ruch filozoficzny (Lwow), 5 (1920),

168–171.

28. E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic. — D. van Nostrand Comp., Inc., Princeton, New Jersey–Toronto–New York–London (1963). Russkiæ pere-

vod: �. Mendel~son, Vvedenie v matematiqesku¸ logiku. — Nauka, M.

(1971).

29. M. Presburger, Ueber die Vollstaendigkeit eines gewissen Systems der Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die Addition als einzige Operation hervortritt. — In: Sprawozdanie z I Kongresu Matematikow Krajow Slowianskich (Comptes Rendu du I Congres des Mathematiciens des Pays Slaves), Warszawa, 92-101 (1930).

30. N. Resher, Many-valued logic. — McGraw-Hill, New York (1969). 31. J. B. Rosser, Extensions of some theorems of Gödel and Church. — Journ. of Symbolic Logic, vol. 1, (1936), 87–91.

32. J. B. Rosser and A. R. Turquette, Many-valued logics. — Studies in logic and the foundations of mathematics, Amsterdam, North–Holl. Publ. Comp. (1952).

33. J. Rousseau, Sequents in Many-valued Logics I. — Fundamenta Mathematicae, vol. 67(1) (1967), 23–33.

34. J. Rousseau, Sequents in Many-valued Logics II. — Fundamenta Mathematicae,

vol. 70(1) (1970), 125–131.

35. A. S. Troelstra, H. Schwichtenberg, Basic proof theory. — Cambridge–New York,

Cambridge University Press (2000).

36. I. D. Zaslavsky, On the theory of constructive reducibility. — In: Proc. Inter-

nat. Conf. on Computer Science and Information Technologies, CSIT’97, Yerevan (1997), 10–11.

74 I. D. ZASLAVSKI` 37. I. D. Zaslavsky, On a logicaly but not functionally complete calculus in three-valued logic. — In: The Tbilisi Symposium on Logic, Language and Computation, selected papers, CSLI publications, Stanford, California (1998), 309–313.

38. I. D. Zaslavsky, On three-valued arithmetic. — In: Proc. Internat. Conf. on Com-

puter Science and Information Technologies, CSIT’01, Yerevan (2001), 133–136.

39. I. D. Zaslavsky, Dual realizability in symmetric logic. — Annals of Pure and

Applied Logic, vol.113 (2002), 389–397.

40. I. D. Zaslavsky, On three-valued logical models and their applications to arithmetical theories. — Submitted to Denis Richard 60th Birthday Conference, Clermont- Ferrand, France (2002).

41. I. D. Zaslavsky, On the Completeness Properties of the Systems of Symetric Constructive and Three-valued Logic. — International Conference “21st Days of Weak Arithmetic”, St. Petersburg, Russia, June 7–9, 2002, Abstracts, St. Petersburg (2002), 17–18. URL http://at.yorku.ca/cgi-bin/amca/cail-01.

Zaslavsky I. D. Formal axiomatic theories on the base of three-valued logic.

Formal axiomatic theories on the base of J. Lukasiewicz’s three-valued logic are considered. Main notions connected with these theories are introduced, for example, the notion of a Luk-model (i.e., model of a theory in terms of J. Lukasiewicz’s logic), of a Luk-consistent theory, Luk-complete theory. Logical calculi describing such theories are defined; analogues of the classical theorems on compactness and completeness are proved. Arithmetical theories based on J. Lukasewicz’s logic and on its constructive (intuitionistic) variant are investigated; the theorem on effective Lukincompleteness for a large class of arithmetical systems is proved which is a three-valued analogue of K.Goedel’s famous theorem on the incompleteness of formal theories. Three-valued analogues of M.Presburger’s arithmetical system are defined; it is proved that they are Luk-complete but not complete in the classical sense.

Postupilo 20 dekabrØ 2002 g.

Institut problem informatiki i avtomatizacii Nacional~noæ Akademii Nauk Armenii, Erevan, ArmeniØ