Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 304, 2003 g.

S. N. ManukØn

NEKOTORYE ALGEBRY REKURSIVNO PEREQISLIMYH MNOȷESTV I IH PRILOȷENI˚ K NEQETKO` LOGIKE

1. Vvedenie.

Induktivnye metody xiroko primenØ¸tsØ dlØ predstavleniØ rekursivnyh funkciæ i mnoßestv. Naprimer, primitivno rekursivnye i qastiqno rekursivnye funkcii obyqno opredelØ¸tsØ podobnym metodom; skaßem, primitivno rekursivnye funkcii obyqno opredelØ¸tsØ kak funkcii, kotorye mogut byt~ poluqeny, ishodØ iz toßdestvennyh funkciæ, funkciæ-konstant i funkcii sledovaniØ, posredstvom operaciæ superpozicii i primitivnoæ rekursii ([4, 10, 13–15, 19]). My moßem skazat~, qto pri fftom faktiqeski rassmatriva¸tsØ algebry operaciæ nad sootvetstvu¸wimi ob¨ektami, gde, pomimo operaciæ, zafiksirovany sistemy bazisnyh fflementov; v ukazannom tol~ko qto primere v roli operaciæ vystupa¸t operacii superpozicii i primitivnoæ rekursii, v roli bazisnyh fflementov – toßdestvennye funkcii, funkcii-konstanty i funkciØ sledovaniØ. Zdes~, kak i v dal~neæxem, slovo “algebra” upotreblØetsØ kak sinonim ponØtiØ “universal~naØ algebra ([3, 11]), v kotoroæ fiksirovana sistema bazisnyh fflementov”. V kaßdoæ algebre, rassmatrivaemoæ v dal~neæxem, osnovnym predmetom issledovaniØ budet mnoßestvo fflementov, induktivno predstavimyh v neæ, to est~ takih fflementov, kotorye mogut byt~ poluqeny, ishodØ iz bazisnyh fflementov, pri pomowi operaciæ, uqastvu¸wih v algebre. Vo vseh algebrah, rassmatrivaemyh v dal~neæxem, imeetsØ lix~ koneqnoe qislo operaciæ i koneqnoe qislo bazisnyh fflementov.

Rekursivno pereqislimye mnoßestva takße mogut byt~ predstavleny ukazannym metodom. Moßno ukazat~ opredelennye preimuwestva, kotorye daet induktivnoe predstavlenie mnoßestv

�to issledovanie bylo podderßano grantom “Weak arithmetics” INTAS

2001-447. 75

76 S. N. MANUK˚N

po sravneni¸ s induktivnym predstavleniem funkciæ; a imenno, induktivnye predstavleniØ mnoßestv osnovyva¸tsØ obyqno na teoretiko-mnoßestvennyh operaciØh, takih, kak ∪, ∩ i ffto pozvolØet vvesti prostye i oqevidnye pravila preobrazovaniæ vyraßeniæ dlØ rassmatrivaemyh mnoßestv. Algebry operaciæ nad rekursivno pereqislimymi mnoßestvami slov v fiksirovannom alfavite faktiqeski postroeny i issledovany v rabote G. S. Ceætina [8]. Algebra operaciæ nad neqetkimi rekursivno pereqislimymi mnoßestvami ([6, 7, 16–18]) l¸byh razmernosteæ postroena i issledovana v [6] i [7].

V nastoØweæ stat~e rassmatriva¸tsØ algebry operaciæ nad rekursivno pereqislimymi mnoßestvami razmernosti 2 v obyqnom smysle fftogo ponØtiØ ([4, 10, 14, 15]), a takße algebry operaciæ nad neqetkimi rekursivno pereqislimymi mnoßestvami razmernosti 2. V razdelah 2 i 3 rassmatriva¸tsØ rekursivno pereqislimye mnoßestva v obyqnom smysle, v razdelah 4 i 5 – neqetkie rekursivnye pereqislimye mnoßestva. V razdele 2 stroitsØ algebra θ nad rekursivno pereqislimymi mnoßestvami razmernosti 2 v obyqnom smysle; dokazyvaetsØ, qto v fftoæ algebre induktivno predstavimy vse rekursivno pereqislimye mnoßestva razmernosti 2. V razdele 3 rassmatrivaetsØ podalgebra θ^0 algebry θ; dokazyvaetsØ, qto v fftoæ algebre induktivno predstavimy te i tol~ko te rekursivno pereqislimye mnoßestva razmernosti 2, kotorye mogut byt~ zadany posredstvom formul arifmetiqeskoæ sistemy M. Presburgera. V razdele 4 stroitsØ algebra Ω nad neqetkimi rekursivno pereqislimymi mnoßestvami razmernosti 2; dokazyvaetsØ, qto v fftoæ algebre induktivno predstavimy vse neqetkie rekursivno pereqislimye mnoßestva razmernosti 2. V razdele 5 stroitsØ podalgebra Ω^0 algebry Ω, poluqennaØ iz Ω posredstvom takogo ße preobrazovaniØ, pri pomowi kotorogo iz algebry θ poluqena podalgebra

θ^0. Neqetkie mnoßestva, induktivno predstavimye v algebre Ω^0,

mogut rassmatrivat~sØ kak neqetkie analogi mnoßestv, zadavaemyh formulami arifmetiqeskoæ sistemy M. Presburgera; ffto vytekaet iz teoremy, dokazannoæ v razdede 5.

Slovo “induktivnyæ” v oborote “induktivno predstavimye fflementy” (i v inyh analogiqnyh oborotah) budet inogda opuskat~sØ, esli ffto ne vedet k nedorazumeniØm.

Formulirovki teorem, ustanavlivaemyh v nastoØweæ stat~e,

NEKOTORYE ALGEBRY 77

opublikovany^1 v [18].

Mnogie cennye zameqaniØ i sovety byli dany recenzentami, prislavximi podrobnye otzyvy o stat~e. Bol~xu¸ pomow~ v podgotovke okonqatel~nogo varianta stat~i okazali ı. V. MatiØseviq i G. E. Minc. Avtor prinosit vsem nazvannym licam svo¸ gluboku¸ blagodarnost~.

2. Algebra, predstavlØ¸waØ vse rekursivno pereqislimye mnoßestva razmernosti 2.

Budem rassmatrivat~ rekursivno pereqislimye mnoßestva par (x, y) natural~nyh qisel 0, 1, 2,. . . , inaqe govorØ, dvumernye rekursivno pereqislimye mnoßestva (DRPM). Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie operacii nad DRPM (v dal~neæxih opredeleniØh A i B sut~ l¸bye DRPM):

(1) OperaciØ ∪ (ob¨edinenie) zadaetsØ sledu¸wimi poroßda- ¸wimi pravilami (p.p.):

esli (x, y) ∈ A, to (x, y) ∈ A ∪ B; esli (x, y) ∈ B, to (x, y) ∈ A ∪ B. (2) OperaciØ ∩ (pereseqenie) zadaetsØ sledu¸wim p.p.: esli (x, y) ∈ A i (x, y) ∈ B, to (x, y) ∈ A ∩ B. (3) OperaciØ ∘ (kompoziciØ) zadaetsØ sledu¸wim p.p.: esli (x, y) ∈ A i (y, z) ∈ B, to (x, z) ∈ A ∘ B. (4) OperaciØ ∗ (tranzitivnoe zamykanie) zadaetsØ sledu¸wimi p.p.: esli (x, y) ∈ A, to (x, y) ∈ ∗A; esli (x, y) ∈ ∗A i (y, z) ∈ ∗A, to (x, z) ∈ ∗A. (5) OperaciØ ♦ (arifmetiqeskaØ summa) zadaetsØ sledu¸wimi p.p.: esli (x, y) ∈ A i (x, z) ∈ B, to (x, y + z) ∈ A♦B. (6) OperaciØ �^1 (obrawenie) zadaetsØ sledu¸wim p.p.:

esli (x, y) ∈ A, to (y, x) ∈ A�^1.

Oqevidno, qto vse ukazannye operacii, buduqi primenennymi k DRPM, da¸t v rezul~tate DRPM. Operacii ∪, ∩, ∘, ∗, �^1 byli

1K soßaleni¸, v [18] ime¸tsØ dosadnye opeqatki; v angliæskom perevode nekotorye qasti teksta okazalis~ opuwennymi. Na str. 13 (stroki 11 i 12 sverhu) posle slov “for every (x, y, ε) 2 A” i “for every (x, y, ε) 2 B” sleduet dobavit~: “where ε > 0”. Na str. 14 (stroka 8 snizu) posle slov “is expressible

in Ω” sleduet dobavit~: “(up to the equivalence)”.

78 S. N. MANUK˚N

rassmotreny v rabote G. S. Ceætina [8] kak operacii nad dvumernymi rekursivno pereqislimymi mnoßestvami slov v fiksirovannom alfavite. Otmetim, qto G. S. Ceætin ispol~zuet obratnyæ porØdok ishodnyh mnoßestv v vyraßenii dlØ operacii kompozicii ∘.

Posredstvom ~R budem oboznaqat~ DRPM {(x, y)|y = x + 1}. Posredstvom θ budem oboznaqat~ algebru nad DRPM, opredelØemu¸ operaciØmi ∪, ∩, ∘, ∗, ♦, �^1; v kaqestve spiska bazisnyh fflementov v θ fiksiruetsØ odnofflementnyæ spisok, sostoØwiæ iz edinstvennogo fflementa ~R.

Teorema 2.1. L¸boe DRPM induktivno predstavimo v θ.

�ta teorema budet dokazana niße na osnove lemm 2.1–2.4. Ona analogiqna odnoæ iz teorem, ustanavlivaemyh v rabote [8] (sm. niße, lemma 2.3).

Vvedem v rassmotrenie mnoßestva ~Q, ~E, ~Q_1, ~V , mnoßestva

~W_{kl} pri k.l = 0, 1, 2, . . ., mnoßestva ~Z_k pri k = 0, 1, 2, . . ., mno-

ßestva ~D_k pri k = 1, 2, . . ., mnoßestva ~T i ~T_1. Ukazannye DRPM opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: ~Q = {(x, y)|x < y}; ~E = {(x, y)|x = y}; ~Q_1 = {(x, y)|x ⩽ y}; ~V est~ mnoßestvo vseh par natural~nyh qisel, ~W_{kl} sostoit iz edinstvennoæ pary (k, l);

~Z_k = {(k, y)}; ~D_k = {(x, y)|y = kx}; ~T est~ mnoßestvo par (1, 2n)

pri n = 0, 1, 2, . . .; ~T_1 est~ mnoßestvo vseh par (x, 2^n), gde x i n – l¸bye natural~nye qisla.

Lemma 2.1. Vse mnoßestva^~Q,^~E,^~Q1,^~V ,^~Wkl,^~Zk,^~Dk,^~T ,^~T1 in-

duktivno predstavimy v θ.

Dokazatel~stvo poluqaetsØ na osnovanii nißesledu¸wih ra-

venstv: ~Q = ∗ ~R; ~E = ~D_1 = ~R ∘ ( ~R�^1); ~D_{k+1} = ~D_k♦ ~E; ~Q_1 = ~Q ∪ ~E; ~V = ~Q ∪ ~E ∪ ( ~Q�^1); ~W_{00} = ~D_2 ∩ ( ~D�^1_2 ); ~W_{k,l+1} = ~W_{kl} ∘ R;

~W_{k+1,l} = ( ~R�^1) ∘ ~W_{k,l}; ~Z_0 = ~W_{00} ∘ ~Q_1; ~Z_{k+1} = ( ~R�^1) ∘ ~Z_k;

~T = ( ~Z_1 ∩ ( ~E ∪ (∗ ~D_2))); ~T_1 = ( ~Z�^1_1 ) ∘ ~T .

Lemma dokazana.

Rassmotrim teper~ mnoßestvo vseh slov a_{i1} a_{i2} . . . a_{it} v alfavite {a_1, a_2}; ffto mnoßestvo budem oboznaqat~ posredstvom Str .

NEKOTORYE ALGEBRY 79

DlØ kaßdogo slova a_{i1} a_{i2} . . . a_{it} vvedem ego alfavitnyæ nomer sledu¸wim obrazom:

Num (a_{i1} a_{i2} . . . a_{it} ) = t∑ k=1 2^t�^k · i_k;

fftim ustanavlivaetsØ vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu Str i mnoßestvom vseh natural~nyh qisel 0, 1, 2, . . . ([4, 22]).

Lemma 2.2. Pust~ P ∈ Str est~ slovo ai_1 ai_2 . . . ai_t , i pust~ x –

ego alfavitnyæ nomer. Togda dlina t slova P opredelØetsØ v zavisimosti ot x posredstvom primitivno rekursivnoæ funkcii l(x) = [log_2(x + 1)]; alfavitnye nomera slov P a_1, P a_2, a_1P , a_2P ravny, sootvetstvenno, 2x + 1, 2x + 2, 2^{l(x)} + x, 2^{l(x)+1} + x; uslovie x + 2 ⩽ 2^n ⩽ 2x + 2 vypolnØetsØ dlØ edinstvennogo natural~nogo qisla n = l(x) + 1.

Dokazatel~stvo legko poluqaetsØ na osnovanii opredeleniæ. Budem rassmatrivat~ rekursivno pereqislimye mnoßestva slov i par slov. Posredstvom R_1, R_2, L_1, L_2 oboznaqim mnoßestva par slov, sootvetstvenno {(P, P a_1)}, {(P, P a_2)}, {(a_1P, P )},

{(a_2P, P )} dlØ vseh P ∈ Str . Esli M est~ podmnoßestvo Str,

to arifmetiqeskiæ obraz mnoßestva M opredelØetsØ kak mnoßestvo alfavitnyh nomerov slov, prinadleßawih M . Analogiqnym obrazom opredelØetsØ arifmetiqeskiæ obraz mnoßestva par slov kak mnoßestvo par sootvetstvu¸wih im alfavitnyh nomerov.

Lemma 2.3 (G. S. Ceætin [8]). Kaßdoe rekursivno pereqislimoe

mnoßestvo par slov v alfavite {a_1, a_2} moßet byt~ poluqeno ishodØ iz R_1, R_2, L_1, L_2 pri pomowi operaciæ ∪, ∩, ∘, ∗.

Dokazatel~stvo faktiqeski dano v neskol~ko inoæ terminologii v rabote [8]. V samom dele, iz rezul~tatov raboty [8] legko sleduet, qto ponØtie V-pereqislimogo mnoßestva, rassmatrivaemoe v [8], ravnosil~no ponØti¸ mnogomernogo rekursivno pereqislimogo mnoßestva slov v fiksirovannom alfavite (sm. [8, s. 71, zakl¸qitel~nyæ abzac §2, a takße s. 77]). PonØtie Bpereqislimogo mnoßestva ([8, s. 79]) dlØ sluqaØ dvuhbukvennogo alfavita sovpadaet s ponØtiem mnoßestva, poluqaemogo iz R_1,

R_2, L_1, L_2 pri pomowi operaciæ ∪, ∩, ∘, ∗. Pofftomu teorema 5

raboty [8] (“VsØkoe V-pereqislimoe mnoßestvo razmernosti 2

80 S. N. MANUK˚N

ØvlØetsØ B-pereqislimym”, s. 79) utverßdaet dlØ dvuhbukvennogo alfavita to ße samoe, qto i lemma 2.3.

Lemma 2.4. Arifmetiqeskie obrazy R1, R2, L1, L2 induktivno

predstavimy v θ.

Dokazatel~stvo. Arifmetiqeskie obrazy^~R1 i^~R2 mnoßestv R1

i R_2 sut~, sootvetstvenno, {(x, y)|y = 2x + 1} i {(x, y)|y = 2x + 2}; oni poluqa¸tsØ v θ v vide ~D_2 ∘ ~R i ( ~D_2 ∘ ~R) ∘ ~R. Arifmetiqeskie obrazy ~L_1 i ~L_2 mnoßestv L_1 i L_2 sut~, sootvetstvenno, {(x, y)|x =

2^{l(y)} + y} i {(x, y)|x = 2^{l(y)+1} + y}; oni poluqa¸tsØ v θ pri pomowi

mnoßestva ~L_3 = {(x, y)|y = 2^{l(x)+1}}. �to mnoßestvo poluqaetsØ v θ na osnovanii lemmy 2.2 sledu¸wim obrazom: ((( ~R∘ ~R)∘ ~Q_1)∩((( ~D_2∘

~R) ∘ ~R) ∘ ~Q�^1_1 )) ∩ ~T_1. Posle fftogo mnoßestva ~L_1 i ~L_2 poluqa¸tsØ

sootvetstvenno v vide ((~L_3 ∘ ~D�^1_2 )♦ ~E)�^1 i (~L_3♦ ~E)�^1.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Pust~ A – l¸boe DRPM. Oqe-

vidno, qto ono ØvlØetsØ arifmetiqeskim obrazom nekotorogo rekursivno pereqislimogo mnoßestva B par slov v alfavite

{a_1, a_2}. Soglasno teoreme G. S. Ceætina (sm. vyxe, lemma 2.3),

mnoßestvo B moßet byt~ postroeno ishodØ iz mnoßestv R_1, R_2,

L_1, L_2 posredstvom operaciæ ∪, ∩, ∘, ∗. Rassmotrim arifmeti-

qeskie obrazy vseh uqastvu¸wih v fftom postroenii rekursivno pereqislimyh mnoßestv par slov. Oqevidno, qto vse oni induktivno predstavimy v θ; v samom dele, induktivnaØ predstavimost~ ~R_1, ~R_2, ~L_1, ~L_2 ustanovlena v lemme 2.4, a operacii ∪, ∩, ∘, ∗ vkl¸qeny v θ. Sledovatel~no, A induktivno predstavimo v θ. Teorema dokazana.

Zameqanie. Spisok operaciæ v algebre θ moßet byt~ sokrawen s

sohraneniem svoæstva fftoæ algebry, ustanavlivaemogo teoremoæ 2.1 (pri sootvetstvu¸wem izmenenii spiska bazisnyh fflementov). Naprimer, iz rezul~tata G. S. Ceætina (sm. vyxe, lemma 2.3) sleduet, qto fftot spisok moßet byt~ vzØt v vide (∪, ∩, ∘, ∗); iz drugogo rezul~tata G. S. Ceætina ([8, teorema 11, s. 94]) sleduet, qto fftot spisok moßet byt~ sveden k odnofflementnomu spisku, sostoØwemu iz odnoæ lix~ operacii kompozicii ∘. Odnako v takih sluqaØh bazisnye fflementy okazyva¸tsØ suwestvenno bolee sloßnymi po sravneni¸ s θ; krome togo, znaqitel~no usloßnØetsØ svØz~ podobnyh algebr s formal~nymi arifmetiqeskimi sistemami i s sistemami neqetnoæ logiki.

NEKOTORYE ALGEBRY 81

3. Algebra, predstavlØ¸waØ dvumernye rekursivno pereqislimye mnoßestva, zadavaemye v sisteme M. Presburgera.

VvoditsØ v rassmotrenie algebra θ^0, poluqa¸waØsØ iz θ posredstvom udaleniØ operacii tranzitivnogo zamykaniØ ∗ i dobavleniØ ~Q k spisku bazisnyh fflementov. Takim obrazom, spisok operaciæ v θ^0 imeet vid (∪, ∩, ∘, ♦�^1); spisok bazisnyh fflementov v θ^0 est~ ( ~R, ~Q). ˚sno, qto algebra θ^0 moßet rassmatrivat~sØ kak podalgebra θ, poskol~ku ~Q induktivno predstavimo v θ.

Formal~naØ arifmetiqeskaØ sistema M. Presburgera ([10]; [13, ss. 438–453 russ. per.]; [14, ss. 419 i 479–481 russ. per.]; [21]) vvoditsØ na osnove isqisleniØ predikatov pervogo porØdka ([4, 10, 13, 14, 19]) s logiqeskimi operaciØmi &, ∨, ⊃, ¬, ∀, ∃. ˚zyk fftoæ sistemy soderßit edinstvennyæ predikatnyæ simvol =, konstantu 0, funkcional~nye simvoly 0 (funkciØ sledovaniØ) i + (sloßenie). Termy i formuly opredelØ¸tsØ obyqnym obrazom ([4, 10, 13, 14, 19]). Esli k est~ natural~noe qislo, to posredstvom ~k budem oboznaqat~ term 000^{...}0, gde simvol 0 povtorØetsØ k raz. Posredstvom Subst (A, x, s), gde A – formula, x – peremennaØ, s – term, budem oboznaqat~ formulu, poluqennu¸ posredstvom podstanovki s v formulu A vmesto vseh svobodnyh vhoßdeniæ x. Aksiomy sistemy Presburgera vvodØtsØ sledu¸- wim obrazom:

(1) aksiomy ravenstva: ∀x(x = x), ∀x∀y(x = y ⊃ y = x), ∀x∀y∀z(x = y ⊃ (y = z ⊃ x = z)), ∀x∀y(x = y ⊃ x0 = y0), ∀x∀y∀u∀ν((x = u&y = ν) ⊃ (x + y = u + ν)); (2) aksiomy Peano: ∀x(¬(x0 = 0)); ∀x∀y(x0 = y0 ⊃ x = y); (3) aksiomy sloßeniØ: ∀x(x + 0 = x), ∀x∀y(x + y0 = (x + y)0); (4) shema aksiom indukcii: Subst (A, x, 0) ⊃ (∀x(A ⊃ Subst (A, x, x0))

⊃ ∀x(A)), gde A est~ l¸baØ formula v Øzyke sistemy.

Izvestno ([10]; [13, ss. 438–454 russ. per.]; [14, ss. 419 i 479– 481 russ. per.]; [21]), qto sistema Presburgera polna, t.e., kakova by ni byla zamknutaØ formula A v Øzyke sistemy, ili A, ili ¬A vyvodima v neæ.

Arifmetiqeskiæ predikat, zadavaemyæ formuloæ A sistemy Presburgera so svobodnymi peremennymi x_1, x_2, . . . , x_n, opredelØetsØ kak predikat, istinnyæ na sisteme k_1, k_2, . . . , k_n natural~- nyh qisel v tom, i tol~ko tom sluqae, kogda formula, polu-

82 S. N. MANUK˚N

qaemaØ posredstvom podstanovki ~k_1, ~k_2, . . . , ~k_n v A vmesto vseh svobodnyh vhoßdeniæ, sootvetstvenno, x_1, x_2, . . . , x_n, vyvodima v rassmatrivaemoæ sisteme; v protivnom sluqae ukazannyæ predikat loßen na (k_1, k_2, . . . , k_n) (v fftom poslednem sluqae otricanie vyxeupomØnutoæ formuly, poluqennoæ posredstvom podstanovki, vyvodimo v rassmatrivaemoæ sisteme). Mnoßestvo sistem

(k_1, k_2, . . . , k_n), zadavaemoe formuloæ A ukazannogo vyxe vida,

opredelØetsØ kak mnoßestvo sistem (k_1, k_2, . . . , k_n), dlØ kotoryh predikat, zadavaemyæ formuloæ A, istinen. My budem inogda otoßdestvlØt~ predikat i mnoßestvo, zadavaemye formuloæ A. Naprimer, mnoßestvo ~V budet inogda otoßdestvlØt~sØ s dvumestnym arifmetiqeskim predikatom, istinnym na vseh parah natural~nyh qisel; fftot predikat zadaetsØ v sisteme Presburgera formuloæ (x = x)&(y = y). Mnoßestvo ~D_3 zadaetsØ v fftoæ sisteme formuloæ (y = x + x + x), predikat (t < s), gde t i s – l¸- bye termy – formuloæ ∃z(t + z0 = s); predikat (t ≡ s)(mod k), gde t i s – l¸bye termy, k – natural~naØ poloßitel~naØ konstanta, zadaetsØ formuloæ ∃z((t+z +z +. . .+z = s)∨(s+z +z +. . .+z = t)), gde slagaemye z v kaßdoæ summe povtorØ¸tsØ k raz (v poslednih primerah predpolagaetsØ, qto t i s ne soderßat z).

Teorema 3.1. DRPM induktivno predstavimo v θ^0 v tom, i

tol~ko v tom sluqae, kogda ono zadaetsØ formuloæ sistemy Presburgera.

Dokazatel~stvo osnovano na nißesledu¸wih lemmah 3.1–3.3.

Lemma 3.1. L¸boæ term v sisteme Presburgera moßet byt~ pre-

obrazovan k vidu ~k_1x_1 + ~k_2x_2 + . . . + ~k_nx_n + ~l, gde k_1, k_2, . . . , k_n, l sut~ natural~nye konstanty, ~kx ponimaetsØ kak x + x + . . . + x, gde x povtorØetsØ k raz. Arifmetiqeskiæ predikat moßet byt~ zadan formuloæ sistemy Presburgera v tom, i tol~ko tom sluqae, kogda on moßet byt~ predstavlen posredstvom kon¨¸kcii (&) i diz¨- ¸nkcii (∨) predikatov vida t < s i (t ≡ s)(mod k), gde t i s – l¸bye termy, k – l¸baØ poloßitel~naØ natural~naØ konstanta.

Dokazatel~stvo faktiqeski dano v [10], v [13, ss. 438–453 russ. per.], v [14, ss. 479–481 russ. per.] i v [21].

Sledstvie. Kaßdoe mnoßestvo par (x, y), zadavaemoe formuloæ

sistemy Presburgera, moßet byt~ poluqeno posredstvom opera-

NEKOTORYE ALGEBRY 83

ciæ ∪, ∩, �^1 iz mnoßestv sledu¸wih vidov: { (x, y)|kx + ly < m } , { (x, y)|m < kx + ly } , { (x, y)|kx + m < ly } , { (x, y)|kx < ly + m } , { (x, y)|kx < ly } , { (x, y)|kx < m } , { (x, y)|m < kx } , { (x, y)|x ≡ k(mod m) } , gde k, l, m – l¸bye natural~nye konstanty; v poslednem vyraßenii predpolagaetsØ, qto m > 0.

V samom dele, operacii ∩ i ∪ nad mnoßestvami sootvetstvu¸t operaciØm & i ∨ nad predikatami. Pervye 7 vidov mnoßestv v formulirovke sledstviØ sootvetstvu¸t vsem razliqnym vidam predikatov t < s, gde t i s – l¸bye termy sistemy Presburgera, zavisØwie ot x i y (ffti vidy predikatov rassmatriva¸tsØ s toqnost~¸ do oqevidnyh preobrazovaniæ formul i s toqnost~¸ do peremeny roleæ x i y; takaØ peremena moßet byt~ osuwestvdena posredstvom operacii �^1). Predikat t ≡ s(mod k), gde t i s – l¸bye termy, k – poloßitel~naØ natural~naØ konstanta, moßet byt~ preobrazovan k vidu

((t ≡ 0(mod k))&(s ≡ 0(mod k))) ∨ ((t ≡ 1(mod k))&

&(s ≡ 1(mod k))) ∨ . . . ∨ ((t ≡ (k − 1)(mod k))&(s ≡ (k − 1)(mod k)));

kaßdyæ predikat vida t ≡ l(mod k), gde t – l¸boæ term, zavisØwiæ ot x i y, k i l – natural~nye konstanty (priqem k > 0), moßet byt~ preobrazovan k odnomu iz vidov (k_1x + k_2y ≡ l(mod m)),

(kx ≡ l(mod m)), (ky ≡ l(mod m)). No kaßdyæ predikat, zadava-

emyæ formuloæ odnogo iz ukazannyh vidov, moßet byt~ predstavlen v vide diz¨¸nkcii predikatov (x ≡ k)(mod m)&(y ≡

l)(mod m), ili (x ≡ k)(mod m), ili (y ≡ l)(mod m). Sledstvie do-

kazano.

Lemma 3.2. Kaßdoe DRPM, zadavaemoe formuloæ sistemy Pre-

sburgera, induktivno predstavimo v θ^0.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ustanovit~, qto vse DRPM, uka-

zannye v sledstvii lemmy 3.1, induktivno predstavimy v θ^0. Rassmotrim mnoßestva ~F_m = { (x, y)|x + y < m } i ~G_m = { (x, y)|x + y > m } . Mnoßestvo ~F_m soderßit lix~ koneqnoe qislo par natural~nyh qisel, a potomu ono moßet byt~ poluqeno posredstvom

84 S. N. MANUK˚N

operacii ∪ iz koneqnogo qisla mnoßestv vida ~W_{kl}. Predikat

x + y > m moßet byt~ predstavlen v vide (x = 0&y > m) ∨ (x = 1&y > (m − 1)) ∨ . . . ∨ (x = m&y > 0) ∨ (x > m), a potomu ~G_m moßet byt~ poluqeno pri pomowi operaciæ ∪ i ∩ iz mnoßestv { (x, y)|x = k } , { (x, y)|x > k } , { (x, y)|y > k } , no ffti

mnoßestva poluqa¸tsØ v θ^0 v vide, sootvetstvenno, ~Z_k, ~Q�^1 ∘ ~Z_k, ~Z�1_{k ∘ ~Q}. Takim obrazom,_{~Fm} i_{~Gm} induktivno predstavimy v_θ0

pri l¸bom natural~nom m. Ots¸da my poluqaem:

mnoßestvo { (x, y)|kx + ly > m } poluqaetsØ v θ^0 v vide (( ~ D_k ∘ ~G_m ) ∘ ( ~ D�1_l^{))},

mnoßestvo { (x, y)|kx + ly < m } – v vide (( ~ D_k ∘ ~F_m ) ∘ ( ~ D�1_l^{))},

mnoßestvo { (x, y)|kx + m < ly } – v vide ((( ~ D_k♦ ( ~ Z�1_m^{))}_∘ ~_Q^)_∘ ∘ ( ~ D�1_l^{))},

mnoßestvo { (x, y)|kx < ly+m } – v vide (( ~ D_k∘ ~Q ) ∘ ( ~ D_l ♦ ( ~ Z�1_m^{))}�^{1)},

mnoßestvo { (x, y)|kx < ly } – v vide ( ~ D_k ∘ ~Q ) ∘ ~D�^1_l ,

mnoßestvo { (x, y)|kx < m } – v vide ( ~ D_k ∘ ~Q ) ∘ ~Z_m, mnoßestvo { (x, y)|m < kx } – v vide (( ~ D_k ∘ ~Q�^1 ) ∘ ~Z_m), mnoßestvo { (x, y)|x ≡ k(mod m) } – v vide (~ V ∘ ( ~ D_m♦ ( ~ Z�1_k^{)))}�^1.

Sledstvie dokazano.

Lemma 3.3. Kaßdoe DRPM, induktivno predstavimoe v θ^0, mo-

ßet byt~ zadano posredstvom nekotoroæ formuly sistemy Pre-

sburgera.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ indukcieæ po hodu processa

postroeniØ DRPM v algebre θ^0. Bazisnye mnoßestva ~R i ~Q zada¸tsØ formulami, sootvetstvenno, y = x + 1 i ∃z(x + z0 = y). Posredstvom A(x, y) i B(x, y) budem oboznaqat~ l¸bye formuly A i B v Øzyke sistemy Presburgera, ne soderßawie svobodnyh peremennyh, otliqnyh ot x i y; posredstvom A(s, t) i B(s, t), gde s i t – l¸bye termy, budem oboznaqat~ formuly, poluqennye iz A(x, y) i B(x, y) posredstvom podstanovki termov s i t vmesto vseh svobodnyh vhoßdeniæ, sootvetstvenno, x i y. Teper~, esli DRPM F i G zada¸tsØ formulami A(x, y) i B(x, y), to F ∩ G zadaetsØ formuloæ A(x, y)&B(x, y), F ∪ G – formuloæ

NEKOTORYE ALGEBRY 85 A(x, y) ∨ B(x, y), F ∘ G – formuloæ ∃z(A(x, z)&B(z, y)), F ♦G – for- muloæ ∃u∃ν(A(x, u)&B(x, ν)&u + ν = y), F �^1 – formuloæ A(y, x) (predpolagaetsØ, qto peremennye z, u, ν ne vhodØt v A(x, y) i

B(x, y)). Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3.1 teper~ poluqaetsØ na osnovanii

lemm 3.2 i 3.3.

4. Algebra, predstavlØ¸waØ vse dvumernye neqetkie rekursivno pereqislimye mnoßestva.

Napomnim osnovnye ponØtiØ, svØzannye s neqetkimi rekursivno pereqislimymi mnoßestvami ([6, 7, 16–18]). Neqetkoe rekursivno pereqislimoe mnoßestvo (NRPM) razmernosti n opredelØetsØ kak rekursivno pereqislimoe mnoßestvo sistem

(x_1, x_2, . . . , x_n, ε), gde x_1, x_2, . . . , x_n sut~ natural~nye qisla, ε est~

dvoiqno-racional~noe qislo^m_{2n} takoe, qto 0 ⩽^m_{2n} ⩽ 1. �to ponØtie po suwestvu ffkvivalentno ponØti¸ dvoiqno-racional~nogo mnogomernogo rekursivno pereqislimogo mnoßestva, vvedennogo v [1] v kaqestve nißnego urovnØ rassmotrennoæ v [1] logiqeskoæ sistemy nepreryvnoæ konstruktivnoæ logiki; konstruktivnaØ semantika fftoæ sistemy opredelena v [1]. V dal~neæxem analogiqnoe ponØtie rekursivno pereqislimogo neqetkogo predikata rassmatrivalas~ v [5]; privedennoe vyxe opredelenie NRPM dano v [6] i [7], gde issledovalos~ induktivnoe predstavlenie NRPM l¸byh razmernosteæ v sootvetstvu¸weæ algebre nad fftimi mnoßestvami. My rassmatrivaem v nastoØweæ stat~e lix~ NRPM razmernosti 2, t.e. dvumernye neqetkie rekursivno pereqislimye mnoßestva (DNRPM). Govorim, qto DNRPM

A pokryvaet DNRPM B, esli dlØ l¸boæ troæki (x, y, ε) ∈ B, gde ε > 0, moßno ukazat~ troæku (x, y, δ) ∈ A taku¸, qto δ ⩾ ε. Go-

vorim, qto dva DNRPM A i B ffkvivalentny, esli A pokryvaet B, i B pokryvaet A. Takoe ponØtie ffkvivalentnosti DNRPM ØvlØetsØ qastnym sluqaem ponØtiØ ffkvivalentnosti mnogomernyh neqetkih rekursivno pereqislimyh mnoßestv, rassmatrivaemogo v [6, 7]; ono otliqaetsØ ot neskol~kih bolee xirokogo ponØtiØ ffkvivalentnosti, rassmatrivaemogo v [16]. DNRPM A nazyvaetsØ standartnym, esli vse troæki vida (x, y, 0) prinadleßat A.

Pust~ zadano nekotoroe DRPM (t.e. dvumernoe rekursivno pereqislimoe mnoßestvo v obyqnom smysle). Oboznaqim ego qerez

86 S. N. MANUK˚N

A. Neqetkim obrazom A budem nazyvat~ DNRPM B, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm:

(1) troæka (x, y, ε) prinadleßit B tol~ko pri ε = 0 ili ε = 1; (2) vse troæki vida (x, y, 0) prinadleßat B;

(3) troæka (x, y, 1) prinadleßit B v tom, i tol~ko tom sluqae, kogda (x, y) ∈ A.

Oqevidno, qto ukazannye usloviØ opredelØ¸t DNRPM B odnoznaqno; Øsno, qto vsØkoe mnoßestvo B ukazannogo vida standart- no. Rassmotrim kratko soderßatel~nu¸ interpretaci¸ vvedennyh ponØtiæ. V sootvetstvii s koncepciØmi neqetkoæ logiki ([12, 20, 24]), kaßdoe neqetkoe mnoßestvo v soderßatel~nom tolkovanii fftogo ponØtiØ opredelØetsØ na osnove tak nazyvaemyh “kofffficientov prinadleßnosti” razliqnyh fflementov fftomu mnoßestvu. A imenno, kaßdomu fflementu, o kotorom moßno postavit~ vopros, prinadleßit li on dannomu neqetkomu mnoßestvu, stavitsØ v sootvetstvie “kofffficient ego prinadleßnosti” dannomu mnoßestvu, predstavlØ¸wiæ soboæ deæstvitel~noe qislo ε takoe, qto 0 ⩽ ε ⩽ 1. Esli “kofffficient prinadleßnosti” kakogo-libo fflementa rassmatrivaemomu neqetkomu mnoßestvu raven 1, to ffto oznaqaet, qto naxi znaniØ o prinadleßnosti dannogo fflementa rassmatrivaemomu mnoßestvu polnost~¸ dostoverny, t.e. my moßem s uverennost~¸ konstatirovat~, qto fftot fflement deæstvitel~no prinadleßit naxemu mnoßestvu. V protivnom sluqae “kofffficient prinadleßnosti” moßet interpretirovat~sØ kak mera naxih znaniæ otnositel~no fakta prinadleßnosti fflementa rassmatrivaemomu mnoßestvu (inaqe govorØ, kak “mera dostovernosti”, s kotoroæ moßno utverßdat~, qto ukazannyæ fakt deæstvitel~no imeet mesto). Esli “kofffficient prinadleßnosti” raven 0, to ffto oznaqaet, qto my niqego ne znaem ob ukazannom fakte (ili, v drugoæ interpretacii: my znaem, qto fflement ne prinadleßit rassmatrivaemomu mnoßestvu).

Ime¸tsØ i drugie soderßatel~nye tolkovaniØ ponØtiØ neqetkogo mnoßestva. “Kofffficient prinadleßnosti” moßet ponimat~sØ, naprimer, kak “stepen~ priemlemosti” utverßdeniØ o prinadleßnosti sootvetstvu¸xego fflementa dannomu mnoßestvu ili “stepen~ dopustimosti” podobnogo utverßdeniØ.

Kaßdoe NRPM A razmernosti n rassmatrivaetsØ kak algo-

NEKOTORYE ALGEBRY 87

rifmiqeskoe opisanie nekotorogo (soderßatel~no ponimaemogo) neqetkogo mnoßestva n-qlennyh sistem natural~nyh qisel

(x_1, x_2, . . . , x_n). Bolee toqno: NRPM A rassmatrivaetsØ kak al-

gorifmiqeskoe opisanie processa postepennogo nakopleniØ znaniæ o prinadleßnosti razliqnyh sistem (x_1, x_2, . . . , x_n) fftomu neqetkomu mnoßestvu. Esli v processe konstruktivnogo poroßdeniØ fflementov rekursivno pereqislimogo mnoßestva A obnarußilsØ fflement (x_1, x_2, . . . , x_n, ε) ∈ A, to fftot fakt ponimaetsØ v tom smysle, qto prinadleßnost~ sistemy (x_1, x_2, . . . , x_n) naxemu neqetkomu mnoßestvu moßet utverßdat~sØ, po kraæneæ mere, s kofffficientom ε. Esli v dal~neæxem po hodu processa poroditsØ fflement (x_1, x_2, . . . , x_n, δ) ∈ A, gde x_1, x_2, . . . , x_n – te ße samye, qto v predyduwem sluqae, a δ ⩽ ε, to budem sqitat~, qto ffto ne pribavlØet nam znaniæ o prinadleßnosti sistemy (x_1, x_2, . . . , x_n) naxemu neqetkomu mnoßestvu, no esli pri teh ße usloviØh my imeem δ > ε, to prinadleßnost~ sistemy (x_1, x_2, . . . , x_n) naxemu neqetkomu mnoßestvu moßet teper~ utverßdat~sØ, po kraæneæ mere, s kofffficientom δ. V sootvetstvii s takoæ interpretacieæ, fakt poroßdeniØ sistemy

(x_1, x_2, . . . , x_n, ε) ∈ A ponimaetsØ v tom smysle, qto “koffffici-

ent prinadleßnosti” sistemy (x_1, x_2, . . . , x_n) neqetkomu mnoßestvu, opisyvaemomu NRPM A, bol~xe ili raven ε. V celom “kofffficient prinadleßnosti” sistemy (x_1, x_2, . . . , x_n) neqetkomu mnoßestvu, opisyvaemomu NRPM A, interpretiruetsØ kak toqnaØ verhnØØ granica teh ε, dlØ kotoryh (x_1, x_2, . . . , x_n, ε) ∈ A. Zametim, qto ffta toqnaØ verhnØØ granica, voobwe govorØ, ne moßet byt~ vyraßena konstruktivnym deæstvitel~nym qislom ([2, 9]); no ona moßet byt~ vyraßena tak nazyvaemym “xpekerovym qislom”, t.e. psevdoqislom ([2]), opredelØemym monotonno vozrasta¸weæ ograniqennoæ konstruktivnoæ posledovatel~nost~¸ dvoiqno-racional~nyh qisel ([2, 23]). PonØtiØ, otnosØwiesØ k xpekerovym qislam, harakterizu¸wim urovni prinadleßnosti razliqnyh sistem (x_1, x_2, . . . , x_n) k NRPM, issledovany v [16].

Esli A – nekotoroe DRPM, to ego neqetkiæ obraz B, v sootvetstvii s opredeleniØmi, dannymi vyxe, obladaet sledu¸wimi svoæstvami: (x, y, 1) ∈ B togda i tol~ko togda, kogda (x, y) ∈ A; v protivnom sluqae (x, y, ε) ∈ B lix~ pri ε = 0. Takim obrazom, xpekerovo qislo, opredelØ¸wee “kofffficient prinadleßnosti” pary (x, y) neqetkomu mnoßestvu, opisyvaemomu DNRPM

88 S. N. MANUK˚N

B, ravno libo 0, libo 1; ono ravno 1, esli (x, y) ∈ A, i 0 v protivnom sluqae. V poslednem predloßenii diz¨¸nkciØ “ravno libo 0, libo 1”, voobwe govorØ, nekonstruktivna. V samom dele, nazovem xpekerovo qislo “0-1-qislom”, esli ono ne moßet byt~ otliqnym ot 0 i ot 1. Togda, kak legko videt~, nevozmoßen algorifm, raspozna¸wiæ po vsØkomu xpekerovu 0-1-qislu, ravno ono 0 ili 1.

Vvedem teper~ v rassmotrenie operacii nad DNRPM, opredelØemye sledu¸wimi poroßda¸wimi pravilami, gde A i B sut~ l¸bye DNRPM:

(1) OperaciØ + (summa) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: esli (x, y, ε) ∈ A i (x, y, δ) ∈ B, to (x, y, min(1, ε + δ)) ∈ A + B. (2) OperaciØ · (proizvedenie) opredelØetsØ sledu¸wim obra- zom: esli (x, y, ε) ∈ A i (x, y, δ) ∈ B, to (x, y, ε · δ)) ∈ A · B. (3) OperaciØ ∘ (kompoziciØ) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: esli (x, y, ε) ∈ A i (y, z, δ) ∈ B, to (x, z, ε · δ)) ∈ A ∘ B. (4) OperaciØ ⊕ (additivno-tranzitivnoe zamykanie) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: esli (x, y, ε) ∈ A, to (x, y, ε) ∈ ⊕A; esli (x, y, ε) ∈ ⊕A i (y, z, δ) ∈ ⊕A, to (x, z, min(1, ε + δ)) ∈ ⊕A. (5) OperaciØ ⊗ (mul~tiplikativno-tranzitivnoe zamykanie) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: esli (x, y, ε) ∈ A, to (x, y, ε) ∈ ⊗A; esli (x, y, ε) ∈ ⊗A i (y, z, δ) ∈ ⊗A, to (x, z, ε · δ) ∈ ⊗A. (6) OperaciØ ♦ (arifmetiqeskaØ summa) opredelØetsØ sledu¸- wim obrazom: esli (x, y, ε) ∈ A i (x, z, δ) ∈ B, to (x, y+z, ε·δ) ∈ A♦B. (7) OperaciØ �^1 (obrawenie) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: esli (x, y, ε) ∈ A, to (y, x, ε) ∈ A�^1.

Oqevidno, qto ffti operacii da¸t standartnye DNRPM, buduqi primeneny k standartnym DNRPM. Analogiqnye operacii +, ·, ⊕, ⊗, otnosØwiesØ k mnogomernym NRPM, byli rassmotreny v [6] i [7]. My ispol~zuem ∘, ♦, �^1 v kaqestve oboznaqeniæ kak dlØ operaciæ, primenØemym k DRPM, tak i dlØ operaciæ, primenØemyh k DNRPM; razliqie meßdu nimi budet vidno iz konteksta.

OpredeleniØ operaciæ 1)–7) nad DNRPM vvedeny po analogii s sootvetstvu¸wimi opredeleniØmi dlØ obyqnyh rekursivno pereqislimyh mnoßestv; nekotorye iz fftih operaciæ (naprimer, + ili ·) sootvetstvu¸t deæstviØm nad neqetkimi mnoße-

NEKOTORYE ALGEBRY 89

stvami, primenØemymi v opredelennyh situaciØh v praktiqeskih priloßeniØh neqetkoæ logiki [20]. Moßno rassmatrivat~ operacii summy i proizvedeniØ kak obobweniØ operaciæ ∪ i ∩ nad rekursivno pereqislimymi mnoßestvami v obyqnom smysle. V samom dele, esli A i B – nekotorye DRPM, a C i D – ih neqetkie obrazy, to, kak legko videt~, C + D ØvlØetsØ neqetkim obrazom A ∪ B; a C · D – neqetkim obrazom A ∩ B. Operacii ∘, ⊗, ♦, �^1 nad DNRPM mogut rassmatrivat~sØ kak estestvennye obobweniØ operaciæ, sootvetstvenno ∘, ∗, ♦, �^1 nad DNRPM. OperaciØ additivno-tranzitivnogo zamykaniØ ⊕ vvedena po analogii s operacieæ mul~tiplikativno-tranzitivnogo zamykaniØ ⊗. HotØ ffta operaciØ ne imeet prØmogo logiqeskogo istolkovaniØ kak obobwenie kakoæ-libo operacii nad DRPM, odnako vozmoßny inye, naprimer, “fiziqeskie” ee interpretacii, skaßem, pri opisanii vesov, pripisyvaemyh razliqnym putØm v orientirovannyh grafah, v zavisimosti ot zadannyh vesov otdel~nyh dug v grafah. Primery interpretaciæ podobnogo roda netrudno postroit~.

Otmetim, qto vvedennye zdes~ obobweniØ operaciæ nad DRPM – ne edinstvenno vozmoßnye. Drugoæ variant opredeleniØ operaciæ, ØvlØ¸wihsØ obobweniØmi ∪ i ∩, poluqaetsØ, naprimer, esli my v opredeleniØh (1) i (2) zamenim vyraßeniØ

(x, y, min(1, ε + δ)) i (x, y, ε · δ) sootvetstvenno vyraßeniØmi (x, y, max(ε, δ)) i (x, y, min(ε · δ)). Vopros o tom, verny li usta-

navlivaemye niße teoremy dlØ ponØtiæ, izmenennyh ukazannym obrazom, ostaetsØ otkrytym.

Posredstvom R oboznaqim DNRPM, ØvlØ¸weesØ neqetkim obrazom ~R. Posredstvom H oboznqim DNRPM takoe, qto pri l¸byh natural~nyh x i y troæka (x, y, ε) prinadleßit H v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda ε = 0 ili ε = 1/2.

Posredstvom Ω budem oboznaqat~ algebru nad DNRPM taku¸, qto ee spisok operaciæ est~ (+, ·, ∘, ⊕, ⊗, ♦,�^1 ); v kaqestve spiska bazisnyh fflementov algebry Ω fiksiruetsØ spisok (R, H).

Teorema 4.1. Kaßdoe DNRPM induktivno predstavimo v Ω

s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti (inaqe govorØ: dlØ vsØkogo DNRPM A moßno postroit~ DNRPM A_1, induktivno predstavimoe v Ω i ffkvivalentnoe A).

DlØ dokazatel~stva fftoæ teoremy nam potrebu¸tsØ nekotorye vspomogatel~nye ponØtiØ.

90 S. N. MANUK˚N

Vvedem v rassmotrenie primitivno rekursivnye funkcii σ, λ, τ , ustanavliva¸wie vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu parami natural~nyh qisel i natural~nymi qislami [4], t.e. takie, qto σ ( λ(z), τ (z) ) = z; λ ( σ(x, y) ) = x; τ ( σ(x, y) ) = y. Vvedem v rassmotrenie algorifmy ρ i ω, ustanavliva¸wie vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu natural~nymi qislami i dvoiqno-racional~nymi qislami vida m/2^n, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ 0 ⩽ m/2^n ⩽ 1; ffti algorifmy opredeleny v [7]. DlØ kaßdogo dvoiqno-racional~nogo qisla ε takogo, qto 0 ⩽ ε ⩽ 1,

ω(ε) est~ natural~noe qislo, sootvetstvu¸wee ε; algorifm ρ

est~ algorifm, obratnyæ dlØ ω. Algoritm ω opredelØetsØ sledu¸wimi ravenstvami:

ω(0) = 0, ω(1) = 1, ω ( 2k + 1 2^n ) = 2^n�^1 + k + 1

(sm. [7]), gde n i k sut~ l¸bye natural~nye qisla takie, qto

n ⩾ 1, 0 ⩽^{2k+1}_{2n} ⩽ 1; algorifm ρ opredelØetsØ ravenstvami ρ(ω(ε)) = ε i ω(ρ(n)) = n. Oqevidno, qto algorifmy ω i ρ pri-

mitivno rekursivny v tom smysle, qto moßno postroit~ primitivno rekursivnye funkcii ρ_1, ρ_2, ω_1 takie, qto ω_1(m, n) = ω (_m 2^n ) pri 0 ⩽ m ⩽ 2^n; qisla ρ_1(n) i ρ_2(n) sut~, sootvetstvenno, qislitel~ i znamenatel~ drobi ρ(n).

Lemma 4.1. DlØ kaßdogo DNRPM A moßno postroit~ stan-

dartnoe DNRPM, ffkvivalentnoe A.

V samom dele, standartnoe DNRPM, ffkvivalentnoe A, poluqaetsØ posredstvom dobavleniØ k A mnoßestva vseh troek vida (x, y, 0).

Lemma 4.2. Neqetkiæ obraz kaßdogo DRPM induktivno pred-

stavim v Ω.

Dokazatel~stvo. Kak bylo skazano vyxe, R est~ neqetkiæ obraz

~R. Dalee, operaciØm ∪, ∩, ∘, ∗, ♦, �^1 nad DRPM, oqevidno, sootvetstvu¸t operacii +, ·, ∘, ⊗, ♦, �^1 nad ih neqetkimi obrazami.

NEKOTORYE ALGEBRY 91

No kaßdoe DRPM induktivno predstavimo v θ; povtorØØ process ego postroeniØ v terminah operaciæ, uqastvu¸wih v algebre Ω, my poluqaem, qto neqetkiæ obraz rassmatrivaemogo DRPM induktivno predstavim v Ω.

Sledstvie. Neqetkie obrazy Q, E, Q1, V , Wkl, Zk, Dk, T , T1

DRPM, sootvetstvenno, ~Q, ~E, ~Q_1, ~V , ~W_{kl}, ~Z_k, ~D_k, ~T , ~T_1, vvedennyh v razdele 2, induktivno predstavimy v Ω.

Lemma 4.3. Moßno postroit~ standartnoe DNRPM Δ, induk-

tivno predstavimoe v Ω i takoe, qto (n, n, ρ(n)) ∈ Δ dlØ l¸bogo natural~nogo qisla n, i kaßdaØ troæka (x, y, ε) ∈ Δ, gde ε > 0 udovletvorØet usloviØm x = y i ε ⩽ ρ(x).

Dokazatel~stvo. Postroim nekotorye DNRPM, induktivno

predstavimye v Ω; vse DNRPM, rassmatrivaemye niße, standartny, a potomu my budem inogda opuskat~ ukazaniØ na troæki vida (x, y, 0) v pereqislenii fflementov, prinadleßawih fftim mnoßestvam.

Postroim DNRPM G_1, G_2, G_3, G_4, G_5 takie, qto G_1 = ⊗(R·H),

G_2 = W_{00} ∘ G_1, G_3 = (((Z_0)�^1 ∘ G_2) · E) ∪ W_{00}, G_4 = (R�^1 ∘ G_3) ∘ R, G_5 = W_{00} ∪ G_4. Legko videt~, qto (ne sqitaØ fflementov vida (x, y, 0)) mnoßestvo G_1 sostoit iz troek vida (x, x+k,^1_{2k} ) dlØ vseh

natural~nyh qisel x i dlØ k ⩾ 1; mnoßestvo G_2 sostoit iz troek

(0, k,^1_{2k} ) pri k ⩾ 1; mnoßestvo (Z_0)�^1 ∘G_2 sostoit iz troek (l, k,^1_{2k} )

pri vseh natural~nyh l, k, gde k ⩾ 1; mnoßestvo G_3 sostoit iz troek (k, k,^1_{2k} ) pri vseh k; mnoßestvo G_4 – iz troek (k+1, k+1,^1_{2k} ); mnoßestvo G_5 – iz troek (k, k, min(1,^1_{2k}�_1 )) pri vseh natural~nyh k. Teper~ rassmotrim primitivno rekursivnu¸ funkci¸ φ, taku¸ qto φ(x) = σ(λ(x) + 1, τ (x)) pri vseh natural~nyh x. DlØ l¸- bogo p postroim p-¸ iteraci¸ φ^{(p)} funkcii φ; ffti funkcii opredelim posredstvom ravenstv φ^{(0)}(x) = x, φ^{(p+1)}(x) = φ(φ^{(p)}(x)). Postroim DRPM ~Π = {(x, φ(x))}, ~Γ = {(x, λ(x))}, ~Σ = {(x, τ (x))}, a takße DNRPM Π, Γ, Σ, ØvlØ¸wiesØ neqetkimi obrazami, sootvetstvenno ~Π, ~Γ, ~Σ. Postroim DNRPM G_6 i G_7 takie, qto

G_6 = ((Σ ∘ G_5) ∘ Σ�^1) · E, G_7 = G_6 ∘ Π. Legko videt~, qto mno-

ßestvo (Σ ∘ G_5) ∘ Σ�^1 sostoit iz troek (x, y, min(1,^1_{2τ(x)}�_1 )) pri vseh x i y takih, qto τ (x) = τ (y); mnoßestvo G_6 sostoit iz troek (x, x, min(1,^1_{2τ(x)}�_1 )); mnoßestvo G_7 sostoit iz troek vida

(x, φ(x), min(1,^1_{2τ(x)}�_1 )) pri vseh natural~nyh x. Teper~ postro-

im DNRPM G_8 = ⊕G_7 (zametim, qto ffto edinstvennyæ sluqaæ

92 S. N. MANUK˚N

primeneniØ operacii ⊕ v dokazatel~stve teoremy 4.1). Legko videt~, qto mnoßestvo G_8 sostoit iz troek (x, φ^{(k)}(x), min(1,^q_{2τ(x)}�_1 )) pri l¸byh natural~nyh x, pri k ⩾ 1 i pri vseh q takih, qto

1 ⩽ q ⩽ k; v qastnosti, vse sistemy vida (x, φ^{(k)}(x), min(1,^k_{2τ(x)}�_1 ))

pri k ⩾ 1 prinadleßat G_8. Teper~ my rassmotrim inu¸ parametrizaci¸ fflementov mnoßestva G_8, a imenno, vvedem parametry u i ν takie, qto x = σ(u, ν). ˚sno, qto φ^{(k)}(x) = σ(u + k, ν), a potomu G_8 moßet byt~ predstavleno kak mnoßestvo troek vida

(σ(u, ν), σ(u + k, ν), min(1,^q_{2ν}�_1 )) pri vseh natural~nyh u, ν, pri

k ⩾ 1 i pri vseh q takih, qto 1 ⩽ q ⩽ k. Postroim DRPM ~G_9,

ØvlØ¸weesØ mnoßestvom par (σ(u + k, ν), σ(u, ν)) pri vseh u, ν i pri k ⩾ 1; qerez G_9 oboznaqim neqetkiæ obraz ~G_9; qerez G_{10} – mnoßestvo (G_9 ∘ G_8) · E. Legko videt~, qto G_{10} est~ mnoßestvo troek (σ(u + k, ν), σ(u + k, ν), min(1,^q_{2ν}�_1 )) pri vseh u, ν, pri k ⩾ 1 i pri vseh q takih. qto 1 ⩽ q ⩽ k. Vvedem parametr t posredstvom sootnoxeniØ t = u + k; togda G_{10} moßet byt~ predstavleno kak mnoßestvo troek vida (σ(t, ν), σ(t, ν), min(1,^q_{2ν}�_1 )) pri vseh ν, pri t ⩾ 1 i pri vseh q takih, qto 1 ⩽ q ⩽ t (v samom dele, esli

u + k = t i t ⩾ 1, to togda k ⩾ 1 moßet prinimat~ vse znaqeniØ,

udovletvorØ¸wie uslovi¸ 1 ⩽ k ⩽ t, sledovatel~no, q moßet prinimat~ vse znaqeniØ takie, qto 1 ⩽ q ⩽ t). No vse troæki vida (x, y, 0) prinadleßat G_{10}, sledovatel~no, my moßem skazat~, qto G_{10} est~ mnoßestvo troek (σ(t, ν), σ(t, ν), min(1,^q_{2ν}�_1 )) pri vseh t, ν i pri vseh q, udovletvorØ¸wih uslovi¸ 0 ⩽ q ⩽ t.

Teper~ postroim DNRPM G_{11} = ((Σ ∘ G_3) ∘ Σ�^1) · E i G_{12} =

G_{10} + G_{11}. Legko videt~, qto G_{11} moßet byt~ predstavleno kak

mnoßestvo troek vida (σ(t, ν), σ(t, ν),^1_{2ν} ) pri vseh t, ν, a G_{12} sostoit iz troek vida (σ(t, ν), σ(t, ν), min(1,^{2q+1}_{2ν} )), (σ(t, ν), σ(t, ν),^1_{2ν} ) i (σ(t, ν), σ(t, ν), min(1,^{2q}_{2ν} )) pri vseh t, ν i pri q takih, qto

0 ⩽ q ⩽ t; v qastnosti, my moßem skazat~, qto vse troæ-

ki vida (σ(t, ν), σ(t, ν), min(1,^{2t+1}_{2ν} )) prinadleßat G_{12}, i dlØ vseh troek vida (σ(t, ν), σ(t, ν), ε), prinadleßawih G_{12}, imeet mesto neravenstvo ε ⩽ min(1,^{2t+1}_{2ν} )). Nakonec, postroim DRPM ~G_{13}, sostoØwee iz par vida (ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )), σ(t, ν)) pri vseh natural~nyh t, ν, neqetkiæ obraz G_{13} mnoßestva ~G_{13}, i mnoßestvo Δ = (G_{13} ∘ G_{12}) ∘ G�^1_{13} . Legko videt~, qto vse troæki vida

(ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )), ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )), min(1,^{2t+1}_{2ν} )) prinadleßat Δ i dlØ

kaßdoæ troæki (ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )), ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )), ε), prinadleßaweæ

NEKOTORYE ALGEBRY 93

Δ, imeet mesto neravenstvo ε ⩽ min(1,^{2t+1}_{2ν} ). Teper~ zametim, qto kaßdoe natural~noe qislo n moßet byt~ predstavleno v vide

ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )) i, esli ω(min(1,^{2t+1}_{2ν} )) = n, to min(1,^{2t+1}_{2ν} ) = ρ(n).

Takim obrazom, vse troæki vida (n, n, ρ(n)), prinadleßat Δ, i dlØ kaßdoæ troæki (n, n, ε), prinadleßaweæ Δ, imeet mesto neravenstvo ε ⩽ ρ(n). Oqevidno, qto nikakaØ troæki vida (x, y, ε), gde x ≠ y i ε > 0, ne prinadleßit Δ. Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 4.1. Pust~ A – l¸boe DNRPM. Oqe-

vidno, qto moßno postroit~ DRPM ~B takoe, qto (σ(x, y), n) ∈ ~B v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda (x, y, ρ(n)) ∈ A. Pust~ B est~ neqetkiæ obraz ~B. Postroim DNRPM B_1 = ((B∘Δ)∘B�^1)·E, gde Δ est~ DNRPM, udovletvorØ¸wee usloviØm lemmy 4.3. Legko videt~, qto (σ(x, y), σ(x, y), ρ(n)) ∈ B_1 v sluqae, kogda (x, y, ρ(n)) ∈ A i, esli (σ(x, y), σ(x, y), ε) ∈ B_1, gde ε > 0, to (x, y, ρ(n)) ∈ A dlØ nekotorogo n takogo, qto ε ⩽ ρ(n). Teper~ rassmotrim mnoßestvo

A_1 = (Γ�^1 ∘ B_1) ∘ Σ, gde Γ i Σ – DRPM, rassmotrennye v doka-

zatel~stve lemmy 4.3. Legko videt~, qto esli (x, y, ρ(n)) ∈ A, to

(x, y, ρ(n)) ∈ A_1 i, esli (x, y, ε) ∈ A_1, gde ε > 0, to (x, y, ρ(n)) ∈ A

dlØ nekotorogo n takogo, qto ε ⩽ ρ(n). Sledovatel~no, A i A_1 ffkvivalentny. Teorema dokazana

5. Algebra, predstavlØ¸waØ neqetkie analogi mnoßestva sistemy M. Presburgera.

Rassmotrim algebru Ω^0, poluqennu¸ iz Ω posredstvom udaleniØ operaciæ ⊕ i ⊗ i dobavleniØ mnoßestva Q, ØvlØ¸wegosØ neqetkim obrazom ~Q, k spisku bazisnyh fflementov. Takim obrazom, spisok operaciæ algebry Ω^0 est~ (+, ·, ∘, ♦,�^1 ); spisok bazisnyh fflementov Ω^0 est~ (R, H, Q).

Budem govorit~, qto DNRPM A ØvlØetsØ n-diskretnym, esli v kaßdoæ troæke (x, y, ε) ∈ A tret~Ø komponenta ε imeet vid^k_{2n} pri nekotorom natural~nom k. Budem govorit~, qto DNRPM A ØvlØetsØ diskretnym, esli ono ØvlØetsØ n-diskretnym pri nekotorom n (naprimer, neqetkiæ obraz vsØkogo DRPM ØvlØetsØ 0-diskretnym). Esli A est~ DNRPM, to ε_0-uroven~ mnoßestva A dlØ qisla ε_0, udovletvorØ¸wego uslovi¸ 0 ⩽ ε_0 ⩽ 1, opredelØetsØ kak mnoßestvo par (x, y) takih, qto (x, y, ε_0) ∈ A. ˚sno, qto dlØ l¸bogo DNRPM A i dlØ kaßdogo ε_0, udovletvorØ¸wego uslovi¸ 0 ⩽ ε_0 ⩽ 1, ε_0-uroven~ mnoßestva A est~ DRPM.^2 Budem

2V [18] ponØtie, sovpada¸wee s ponØtiem ε_0-urovnØ, nazvano “set of ε_0-

94 S. N. MANUK˚N

oboznaqat~ ε_0-uroven~ DNRPM A posredstvom A[ε_0]; pri fftom budem govorit~, qto ε_0 est~ indeks mnoßestva A[ε_0] v A.

Teorema 5.1. DNRPM A induktivno predstavimo v Ω^0 (s toq-

nost~¸ do ffkvivalentnosti) v tom, i tol~ko v tom sluqae, kogda ono diskretno, i vse ego ε_0-urovni zada¸tsØ formulami arifmetriqeskoæ sistemy Presburgera.

Bolee toqno: kaßdoe DNRPM, induktivno predstavimoe v Ω^0, diskretno, i vse ego ε_0-urovni zada¸tsØ formulami sistemy Presburgera; esli DNRPM diskretno, i vse ego ε_0-urovni zada¸tsØ formulami sistemy Presburgera, to moßno postroit~ DNRPM A_1, ffkvivalentnoe A i induktivno predstavimoe v Ω^0.

Lemma 5.1. Neqetkiæ obraz vsØkogo DNRPM, induktivno pred-

stavimogo v θ^0, ØvlØetsØ predstavimym v Ω^0.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu lemmy 4.2.

Lemma 5.2. Kaßdoe DNRPM, induktivno predstavimoe v Ω^0,

diskretno, i vse ego ε_0-urovni zada¸tsØ formulami sistemy Presburgera.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ indukcieæ po processu postro-

eniØ DNRPM v algebre Ω^0; dostatoqno dokazat~, qto vsØkoe DNRPM, induktivno predstavimoe v Ω^0, diskretno i vse ego

ε_0-urovni induktivno predstavimy v θ^0 (sm. teoremu 3.1). Oqe-

vidno, vse bazisnye fflementy v Ω^0 diskretny (a imenno, R i Q 0-diskretny, H ØvlØetsØ 1-diskretnym). Esli DNRPM A m-diskretno, a DNRPM B n-diskretno, to DNRPM A�^1 mdiskretno, DNRPM A + B max(m, n)-diskretno, DNRPM A · B,

A ∘ B, A♦B (m + n)-diskretny (naprimer, kaßdaØ tret~Ø kom-

ponenta ε troæki (x, y, ε) ∈ A ∘ B ØvlØetsØ proizvedeniem ε =

δ · η, gde (x, z, δ) ∈ A i (z, y, η) ∈ B pri nekotorom z, poffto-

mu ε =^k_{2m} ·^l_{2n} =^{kl}_{2m+n} pri nekotoryh k i l). Takim obrazom, vse DNRPM, induktivno predstavimye v Ω^0, diskretny. Vse ε_0- urovni bazisnyh fflementov v Ω^0 induktivno predstavimy v θ^0, a imenno: R[0] = ~V , R[1] = ~R, Q[0] = ~V , Q[1] = ~Q, H[0] = ~V ,

H[^1_2 ] = ~V , H[1] ØvlØetsØ pustym mnoßestvom; ono predstavimo,

naprimer, v vide ~R∩( ~R)�^1. Teper~, esli C = A∘B, i naxe utverßdenie uße ustanovleno dlØ DNRPM A i B, to togda, kak legko

level.”

NEKOTORYE ALGEBRY 95

videt~, C[ε_0] = (A[δ_1] ∘ B[η_1]) ∪ (A[δ_2] ∘ B[η_2]) ∪ . . . ∪ (A[δ_t] ∘ B[η_t]) dlØ l¸bogo ε_0, gde δ_i, η_i pri 1 ⩽ i ⩽ t sut~ vse indeksy urovneæ, sootvetstvenno v A i B, takie, qto ε_0 = δ_i · η_i (zdes~, kak i v drugih analogiqnyh sluqaØh, my ne rassmatrivaem pustye urovni mnoßestva C). Takim obrazom, mnoßestvo C[ε_0] induktivno predstavimo v θ^0. Analogiqno, esli C = A♦B, togda imeet mesto analogiqnoe ravenstvo s zamenoæ simvola ∘ na ♦; v fftom sluqae C[ε_0] takße induktivno predstavimo v θ^0. Esli C = A+B, to C[1] = (A[δ_1] ∩ B[η_1]) ∪ (A[δ_2] ∩ B[η_2]) ∪ . . . ∪ (A[δ_t] ∩ B[η_t]), gde δ_i,

η_i pri 1 ⩽ i ⩽ t sut~ vse indeksy urovneæ, sootvetstvenno, v A i

B, takie, qto δ_i + η_i ⩾ 1; esli ε_0 < 1, to C[ε_0] zadaetsØ takim ße vyraßeniem, gde δ_i i η_i udovletvorØ¸t uslovi¸ δ_i +η_i = ε_0. Esli

C = A·B, to C[ε_0] = (A[δ_1]∩B[η_1])∪(A[δ_2]∩B[η_2])∪. . .∪(A[δ_t]∩B[η_t]),

gde δ_i, η_i pri 1 ⩽ i ⩽ t sut~ vse indeksy urovneæ, sootvetstvenno, v A i B, takie, qto δ_i · η_i = ε_0. Nakonec, esli C = A�^1, to

C[ε_0] = (A[ε_0])�^1 dlØ kaßdogo ε_0 takogo, qto 0 ⩽ ε_0 ⩽ 1. Lemma

dokazana.

Lemma 5.3. Esli nekotoroe DNRPM A diskretno, i vse ego ε0-

urovni mogut byt~ zadany posredstvom formul sistemy Presburgera, to moßno postroit~ DNRPM A_1, ffkvivalentnoe A i induktivno predstavimoe v Ω^0.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto kaßdoe n-diskretnoe DNRPM

A polnost~¸ opredelØetsØ ego urovnØmi vida A[^k_{2n} ], gde 0 ⩽

k ⩽ 2^n. Pust~ A – n-diskretnoe DNRPM, i vse ego urovni A[^k_{2n} ] mogut byt~ zadany posredstvom formul sistemy Presbur-

gera. ˚sno, qto esli mnoßestva F i G mogut byt~ zadany posredstvom formul fftoæ sistemy, to ih dopolneniØ i raznost~

F − G takße mogut byt~ zadany posredstvom formul ukazan-

noæ sistemy. Rassmotrim DNRPM B takoe, qto B[1] = A[1],

B[^{2n}�^1_{2n} ] = A[^{2n}�^1_{2n} ] − A[1], B[^k_{2n} ] = A[^k_{2n} ] − (A[^{k+1}_{2n} ] ∪ A[^{k+2}_{2n} ] ∪ . . .∪ A[1])

dlØ vseh k takih, qto 1 ⩽ k ⩽ 2^n − 1, i B[0] = ~V . Oqevidno, qto B ffkvivalentno A, i vse ego urovni mogut byt~ zadany posredstvom formul sistemy Presburgera; krome togo, vse pereseqeniØ

B[^k_{2n} ] ∩ B[^l_{2n} ] pri k > 0, l > 0, k ≠ l, sut~ pustye mnoßestva.

Teper~ postroim DNRPM U_n takie, qto U_1 = H, U_{n+1} = U_n · H pri l¸byh n ⩾ 1; postroim takße DNRPM Y_{n,k} takie, qto Y_{n,0} sostoit lix~ iz troek vida (x, y, 0) pri vseh x, y, i Y_{n,k+1} = Y_{n,k}+U_n pri vseh n ⩾ 1 i k ⩾ 0. Legko videt~. qto U_n sostoit iz troek

96 S. N. MANUK˚N

(x, y, 0) i (x, y,^1_{2n} ) pri vseh x, y; Y_{n,k} sostoit iz sistem (x, y,^q_{2n} )

pri vseh x, y i pri vseh q takih, qto 0 ⩽ q ⩽ min(2^n, k). Posredstvom C_k, gde 0 ⩽ k ⩽ 2^n, oboznaqim neqetkiæ obraz B[^k_{2n} ]. Rassmotrim DNRPM A_1, ØvlØ¸weesØ summoæ DNRPM C_k · Y_{n,k} pri 0 ⩽ k ⩽ 2^n. Legko videt~, qto A_1 ffkvivalentno A i induktivno predstavimo v Ω^0 (sm. teoremu 3.1 i lemmu 5.1). Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 5.1 teper~ poluqaetsØ neposredstvenno na osnovanii lemm 5.2 i 5.3.

Takim obrazom, my moßem skazat~, qto neqetkie mnoßestva, induktivno predstavimye v Ω^0, mogut rassmatrivat~sØ kak neqetkie analogi mnoßestv, zadavaemyh posredstvom formul sistemy M. Presburgera.

Literatura

1. I. D. Zaslavskiæ, O konstruktivnoæ istinnosti sußdeniæ i nekotoryh netradicionnyh sistemah konstruktivnoæ logiki. — V kn.: — Trudy VC AN Arm. SSR i EGU. Matematiqeskie voprosy kibernetiki i vyqislitel~noæ tehniki 8 (1975), 99–153.

2. B. A. Kuxner, Lekcii po konstruktivnomu matematiqeskomu analizu.

Nauka, M. (1973).

3. A. I. Mal~cev, Algebraiqeskie sistemy. Nauka, M. (1970). 4. A. I. Mal~cev, Algoritmy i rekursivnye funkcii. 2-e izd., Nauka, M.

(1986).

5. S. N. ManukØn, O pereqislimyh predikatah i sekvencial~nyh isqisleni- Øh neqetkoæ logiki. — V kn.: — 9-Ø Vseso¸znaØ konferenciØ po matematiqeskoæ logike. Tezisy dokladov, Leningrad (1988), 5.

6. S. N. ManukØn, O predstavlenii neqetkih rekursivno pereqislimyh mnoßestv. — V kn.: — 11-Ø MeßrespublikanskaØ konferenciØ po matematiqeskoæ logike. Tezisy dokladov, Kazan~ (1992), 94.

7. S. N. ManukØn, O strukture neqetkih rekursivno pereqislimyh mnoßestv. — V kn.: — Trudy Instituta problem informatiki i avtomatizacii NAN RA i EGU. Matematiqeskie voprosy kibernetiki i vyqislitel~noæ tehniki 17 (1997), 86–91.

8. G. S. Ceætin, Odin sposob izloßeniØ teorii algorifmov i pereqislimyh mnoßestv. — Trudy Matem. inst. im. V. A. Steklova 72 (1964), 69–98.

9. N. A. Xanin, Konstruktivnye vewestvennye qisla i konstruktivnye funkcional~nye prostranstva. — Trudy Matem. inst. im. V. A. Steklova 67 (1962), 15–294.

10. H. Enderton, A Mathematical Introduction to Logic. 2nd ed., San Diego, Harcourt, Academic Press (2001).

11. G. Graetzer, Universal algebra. 2 ed., New York–Heideberg–Berlin (1979). 12. P. Hajek, Metamathematics of Fuzzy Logik. Kluwer (1998).

NEKOTORYE ALGEBRY 97

13. D. Hilbert, P. Bernays, Grundlagen der Mathematik. Band I. Zweite Auflage, Berlin–Heideberg–New York, Springer-Verlag (1968); Russkiæ perevod:

D. Gil~bert, P. Bernaæs. OsnovaniØ matematiki, tom I (Logiqeskie isqisleniØ i formalizaciØ arifmetiki). Nauka, M. (1979).

14. S. C. Kleene, Introduction to Metamathematics. D. van Nostrand Comp., Inc., New York–Toronto (1952); Russkiæ perevod: S. K. Klini, Vvedenie v meta-

matematiku, IIL, M. (1957).

15. H. R. Lewis, C. H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation. Prentice-Hall, Upper Saddle River, New Jersey (1998).

16. S. N. Manukian, On some properties of recursively enumerable fuzzy sets. — In:

Proceedings of the Conference “Computer Science and Information Technologies,” CSIT-99 (August 1999), Yerevan, Armenia, (1999), pp. 5–6.

17. S. N. Manukian, Algorithmic operators on recursively enumerable fuzzy sets. — In:

Proceedings of the Conference “Computer Science and Information Technologies,” CSIT-01 (September 2001), Yerevan, Armenia (2001), pp. 125–126.

18. S. N. Manukian, On binary recursively enumerable fuzzy sets. — In: International Conference “21st Days of Weak Arithmetics,” St. Petersburg, Russia (June 2002), Abstracts, St. Petersburg (2002), pp. 13–15 URL http://at.yorku.ca/cgi-bin/

amca/cail-01.

19. E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic.. D. van Nostrand Comp., Inc., Princeton–Toronto–New York–London (1963); Russkiæ perevod: �. Mendel~-

son. Vvedenie v matematiqesku¸ logiku. Nauka, M. (1971).

20. V. Novak, Fuzzy sets and their applications. Adam Hilger, Bristol (1989). 21. M. Presburger, Über die Vollstaendigkeit eines gewissen System der Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die Addition als einzige Operation hervotritt. Sprawozdanie z I Kongresu Matematikow Krajow Slowianskich (Comptes Rendu du I Congres des Mathematiciens des Pays Slaves), Warsawa (1930), pp. 92–101.

22. R. M. Smullyan, Theory of formal systems. Revised edn. Princeton University Press, Princeton, N.-Y. (1963); Russkiæ perevod: R. Smal~Øn, TeoriØ for-

mal~nyh sistem, Nauka, M. (1981).

23. E. Specker, Nicht konstruktiv beweisbare Saetze der Analysis. — J. of Symb. Logic

14, No. 3 (1949), 145–158.

24. L. Zadeh, Fuzzy sets. — Information and Control 8 (1965), 338–353.

Manukian S. N. Some algebras of recursively enumerable sets and their applications to the fuzzy logic.

Algebras of operations defined on recursive enumerable sets of different kinds are considered. Every such algebra is given by the list of operations taking part in it; besides, in every considered algebra some list of basic elements is fixed. An element of algebra is said to be inductively representable in this algebra if it can be obtained from the basic elements by use of operations contained in the algebra. Two kinds of recursively enumerable sets are considered: recursively enumerable sets in the usual sense and fuzzy recursively enumerable sets. Some algebras of operations are

98 S. N. MANUK˚N introduced on two-dimensional recursively enumerable sets of the mentioned kinds. An algebra θ is constructed, where all two-dimensional recursively enumerable sets are inductively representable. A subalgebra θ^o of the algebra θ is constructed, where all two-dimensional recursively enumerable sets described by formulas of M. Presburger’s arithmetical system (and only such sets) are inductively representable. An algebra Ω is constructed where all two-dimensional recursively enumerable fuzzy sets are inductively representable. A subalgebra Ω^o of the algebra Ω is constructed such that fuzzy recursively enumerable sets inductively representable in it can be considered as fuzzy analogues of sets described by the formulas of M. Presburger’s arithmetical system.

Postupilo 21 maØ 2003 g.

Institut problem informatiki i avtomatizacii Nacional~noæ AN Armenii, g. Erevan