Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

V. G. Boæcov, I. B. ȷukov

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` POLNYH DISKRETNO NORMIROVANNYH POLE`

DlØ polnogo diskretno normirovannogo polØ K harakteristiki 0 s polem vyqetov harakteristiki p > 0 rassmotrim vozmoßnost~ vloßeniØ dannogo cikliqeskogo rasxireniØ L/K stepeni p v cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^n dlØ razliqnyh n. Pust~

c(L/K) — ffto maksimal~noe n, dlØ kotorogo takoe vloßenie voz-

moßno. Interes predstavlØet svØz~ meßdu c(L/K) i c(LM/M ), gde M/K — dannoe rasxirenie, lineæno razdelennoe s L/K.

V dannoæ rabote dokazyva¸tsØ dva nezavisimyh rezul~tata. V pervom paragrafe my issleduem c(LM/M ) v predpoloßenii, qto M — dostatoqno bol~xoe p-krugovoe rasxirenie K (to est~ poluqaetsØ prisoedineniem pervoobraznogo kornØ stepeni p^n iz 1 pri kakom-libo n), a pole K — standartnoe (to est~ nerazvetvleno nad svoim maksimal~nym podpolem s soverxennym polem vyqetov). Vo vtorom paragrafe my pokazyvaem, qto veliqina

c(LM/M ) − c(L/K) ograniqena sverhu dlØ fiksirovannogo ras-

xireniØ M/K i menØ¸wegosØ L/K pri sledu¸wih predpoloßeniØh:

1) pole K standartnoe, soderßit pervoobraznyæ koren~ stepeni p iz edinicy, a ego p-krugovye rasxireniØ ØvlØ¸tsØ vpolne razvetvlennymi; krome togo, p-krugovoe rasxirenie K stepeni

p^2 dolßno imet~ dostatoqno bol~xu¸ glubinu vetvleniØ;

2) rasxirenie M/K konstantnoe, to est~ opredeleno nad podpolem K s soverxennym polem vyqetov;

3) c(L/K) koneqno i otliqno ot minimal~no vozmoßnogo dlØ dannogo K.

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (proekt 01-01-00997) i Programmy 2003 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 5

6 V. G. BO`COV, I. B. ȷUKOV OboznaqeniØ • p — neqetnoe prostoe qislo;

• ζ — pervoobraznyæ koren~ stepeni p iz edinicy;

• ζ_pi — pervoobraznyæ koren~ stepeni p^i iz edinicy.

DlØ polnogo diskretno normirovannogo polØ K harakteristiki 0 s polem vyqetov harakteristiki p:

• K — pole vyqetov;

• e_K = v_K (p) — indeks vetvleniØ polØ K; • O_K = {a ∈ K | v_K (a) ¿ 0}; • MK = {a ∈ K | vK (a) > 0}; • U_K = O_K \ M_K ; • U_K (i) = 1 + M^i_K ;

• d_K(L/M ) = inf{v_K (Tr_{L/M} (y)/y) | y ∈ L^∗} — glubina vetvleniØ L/M , K ⊂ M ⊂ L; • K^{(i)} = K(ζ_pi );

• K_n = K^{(i+n)} dlØ K = K^{(i)} ≠ K^{(i+1)}; • N_{j/i} — sokrawennoe oboznaqenie dlØ N_{Kj /Ki} ; • M_{n,K} = (N_{n/0}K^∗_n)(K^∗)^p.

Maksimal~noe polnoe podpole k polØ K s soverxennym polem vyqetov budem nazyvat~ podpolem konstant polØ K. Esli

e(K/k) = 1, to pole K nazyvaetsØ standartnym.

§0. Predvaritel~nye fakty Lemma 0.1 ([3, §1, Sl. Predl. 3]). Pust~ p — prostoe, K —

pole harakteristiki, ne ravnoæ p, L/K — cikliqeskoe rasxirenie stepeni p, i — natural~noe qislo.

Togda sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1. Suwestvuet cikliqeskoe rasxirenie M/K stepeni p^i takoe, qto L ⊂ M .

2. L(ζ_p) = K^{(1)}(^p √ a), gde a ∈ N_K(i)_{/K}(1) (K^{(i)}).

Dalee K oboznaqaet polnoe diskretno normirovannoe pole harakteristiki 0 s polem vyqetov harakteristiki p.

Lemma 0.2 ([1, Gl. 3, Lemma (1.1)]). Pust~ L/K — koneqnoe se-

parabel~noe rasxirenie prostoæ stepeni, togda dlØ l¸bogo fflementa a ∈ M_L

N_{L/K} (1 + a) = 1 + N_{L/K} (a) + Tr_{L/K} (a) + Tr_{L/K}(b) dlØ nekotorogo fflementa b ∈ M_L takogo, qto v_L(b) ¿ 2v_L(a).

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` 7

Sledstvie. Pust~ L/K — koneqnoe separabel~noe rasxirenie, n

— natural~noe qislo. Togda N_{L/K} U_L(n) ⊂ U_K (min(nf(L/K), n^′ + d_K(L/K))), gde n^′ — minimal~noe celoe, bol~xee n/e(L/K).

Lemma 0.3 ([2, (2–16)]). Pust~ K soderßit ζp, togda moßno

klassificirovat~ vse cikliqeskie rasxireniØ L/K stepeni p sledu¸wim obrazom:

1. a^p = wπ, d_K(L/K) = e_K , gde w ∈ U_K . 2. a^p = u, d_K(L/K) = e_K , gde u ∈ U_K i ū ∉ K^p.

3. a^p = 1 + wπ^s, 0 < s <^{peK}_{p−1} , p - s, d_K(L/K) = e_K −^{p−1}_p s, gde w ∈ U_K. 4. a^p = 1 + uπ^{pt}, 0 < t <^{eK}_{p−1} , d_K(L/K) = e_K − (p − 1)t, gde u ∈ U_K i ū ∉ K^p. 5. a^p = 1 + v(1 − ζ_p)^p, d_K(L/K) = 0, gde v ∈ U_K i v̄ ∉ {x^p − x | x ∈ K}. Zdes~ L = K(a), a π — prostoæ fflement K. Pri fftom v sluqaØh 1 i 3 L/K vpolne razvetvleno, v sluqaØh 2 i 4 L/K svirepo razvetvleno, a v sluqae 5 L/K nerazvetvleno.

Lemma 0.4 ([2, (4-1)]; sm. takße [4, Predloßenie 1.4]). Pust~

L/K — cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^2, a M – promeßutoqnoe pole. Togda

d_K (L/M ) ¿ min (( p − 1 + 1 p ) d_K (M/K), p − 1 p e_K + 1 p d_K (M/K) ) . Sledstvie. V usloviØh predyduweæ lemmy pust~ n ¿ dM (L/M )

— natural~noe qislo. Togda N_{M/K} U_M (n) ⊂ U_K (n^′ + d_K (M/K)), gde n^′ — minimal~noe celoe, bol~xee n/e(M/K).

§1. Obwiæ sluqaæ S fftogo momenta zafiksiruem polnoe diskretno normirovannoe pole K harakteristiki 0 s polem vyqetov harakteristiki p. Budem pisat~ e vmesto e_K i d(L/M ) vmesto d_K (L/M ).

8 V. G. BO`COV, I. B. ȷUKOV

Opredelenie. DlØ natural~nogo qisla n budem govorit~, qto

pole K udovletvorØet uslovi¸ R_n, esli e(K_n/K) = p^n, i d(K_n/K) ¿ pe p − 1 . Zameqanie. Esli K udovletvorØet uslovi¸ R2, to

d(K_1/K) ¿ e p − 1 , tak kak po lemme 0.3 d(K_2/K_1) 6 e.

Primer. Pust~ K = K^{(i)} takovo, qto p^i - e. Togda K udovletvo-

rØet uslovi¸ R_2.

Deæstvitel~no, po lemme 0.3

d(K_{j+1}/K_j ) = e − e p^{i+j} dlØ l¸bogo natural~nogo j, i, oqevidno, e(K_j /K) = p^j.

Lemma 1.1. Pust~ K udovletvorØet uslovi¸ Rm, 0 < j < m. To- gda N_{j/0}U_{Kj} (d_{Kj} (K_m/K_j)) ⊂ U_K ( pe p − 1 + 1 ) . Dokazatel~stvo. Ispol~zovat~ sledstvie lemmy 0.4 i induk-

ci¸ po j. •

Lemma 1.2. Pust~ L/K — cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^n, a

M/K — promeßutoqnoe rasxirenie stepeni p. Togda dlØ l¸byh a_1, . . . , a_r ∈ O_L vypolneno

N_{L/K} (a_1 + . . . + a_r) ≡ N_{L/K} a_1 + . . . + N_{L/K} a_r mod U_K (d(M/K)).

Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti, moßem predpolagat~,

qto r = 2 i a_1 = 1. DlØ n = 1 utverßdenie sleduet iz lemmy 0.2. Perehod indukcii po n sleduet iz sledstviØ lemmy 0.4. •

Lemma 1.3. Predpoloßim qto K udovletvorØet uslovi¸ Rj+1

dlØ nekotorogo celogo j > 0. Togda dlØ n ¿ 0

N_{j+n/0}(1 + u_1π_{j+n} + u_2π^2_{j+n} + . . . ) ≡

≡ N_{j/0}(1 + u^{pn}_1 π_j + . . . + u^{pn}_m π^m_j ) mod U_K ( pe p − 1 + 1 ) ,

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` 9 gde m = p^j (_{pe} p−1 −d(K_j /K) ) ; π_j, π_{j+n} — prostye fflementy K_j , K_{j+n} sootvetstvenno, soglasovannye otnositel~no otobraßeniØ normy; u_l ∈ U_K , l = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo. Po lemme 1.2 i lemme 1.1. •

Zafiksiruem n i budem predpolagat~, qto K_{n+1}/K vpolne razvetvleno.

Qerez π = π_0, π_1, . . . , π_{n+1} oboznaqim posledovatel~nost~ prostyh fflementov poleæ K, K_1, . . . , K_{n+1} sootvetstvenno, soglasovannyh otnositel~no otobraßeniØ normy. Lemma 1.4. Esli dK_n (Kn+1/Kn) > e/p^n, to dlØ A ∈ Mn,K /Mn+1,K suwestvuet b ∈ K_n takoæ, qto A ØvlØetsØ klassom N_{n/0}(b), i suwestvuet predstavlenie b v vide

b = 1 + u_{r1} π^{r1}_n + u_{r2} π^{r2}_n + . . . + u_{rm} π^{rm}_n ,

gde u_{rj} ∈ U_K , 1 6 j 6 m, ū_{rj} /∈ K^p, p - r_j dlØ l¸bogo j, r_m 6 p^n (_{pe} p−1 − d(K_n/K) ) , i {r_j}_16_j6_m — nabor strogo vozrasta¸wih natural~nyh qisel.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kakoæ-nibud~ b ∈ Kn takoæ, qto A

ØvlØetsØ klassom N_{n/0}(b).

Moßno predpolagat~, qto b ∈ U_{Kn} , tak kak v_K (b − 1) = 0, moßno predstavit~ b = u_0π^{r0}_n b_1, gde b_1 ∈ U_{Kn} (1), a u_0 ∈ U_K . Tak kak

N_{n/0}(u_0) ∈ (K^∗)^{pn} , to moßno sqitat~ u_0 = 1. No π_n — norma

nekotorogo fflementa K_{n+1}, takim obrazom moßno zamenit~ b na

b_1.

Itak,

b = 1 + u_{r1} π^{r1}_n + u_{r2} π^{r2}_n + . . . + u_{rm} π^{rm}_n , (*)

gde u_{rj} ∈ U_K , r_1 < . . . < r_m, i po sledstvi¸ iz lemmy 0.4 moßno sqitat~, qto r_m 6 p^n (_{pe} p−1 − d(K_{n−1}/K) ) . Rassmotrim minimal~noe r_j takoe, qto p | r_j. Togda dlØ

b_1 = b 1 + u_{rj} π rj p n−1 poluqim, qto suwestvuet predstavlenie b_1 v vide (*), dlØ kotorogo r_j < r^1_j , gde r^1_j — minimal~noe takoe, qto p | r^1_j . No N_{n/0} ( 1 + u_{rj} π rj p n−1 ) ∈ (K^∗)^p

10 V. G. BO`COV, I. B. ȷUKOV sledovatel~no, A — klass N_{n/0}(b_1) i moßno zamenit~ b na b_1.

Rassmotrim minimal~noe r_j takoe, qto ū_{rj} ∈ (K^∗)^p. Suwestvuet v ∈ U_{Kn+1} takoe, qto v̄^p = ū_{rj} i dlØ

b_1 = b N_{n+1/n}(1 + vπ^{rj}_{n+1})

iz ograniqeniØ na glubinu rasxireniØ K_{n+1}/K_n poluqim, qto suwestvuet predstavlenie b_1 v vide (*), dlØ kotorogo r_j < r^1_j , gde

r^1_j — minimal~noe takoe, qto klass vyqetov kofffficienta pri

π^{r1j}_n prinadleßit (K^∗)^p.

Togda N_{n+1/0} ( 1 + vπ rj p n+1 ) ∈ M_{n+1,K} takim obrazom, A— klass N_{n/0}(b_1) i moßno zamenit~ b na b_1.

PovtorØØ ffti dva xaga, my poluqim trebuemoe b. •

Opredelenie. �lementy UK^{( pe}_{p−1}^)\UK^{( pe}_{p−1} +1^) nazyva¸tsØ pri-

marnymi.

Teorema 1.5. Pust~ pole K — standartnoe. Togda dlØ l¸bogo

cikliqeskogo rasxireniØ M = K(^p √ a)/K stepeni p, gde a ∈ K, vozmoßny tol~ko dva sluqaØ:

(i) suwestvuet natural~noe qislo N > 0 takoe, qto dlØ l¸bogo i > N vypolneno a ∉ M_{1,Ki} ;

(ii) a moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ primarnogo fflementa, fflementa podpolØ konstant i fflementa (K^∗)^p.

Dokazatel~stvo. Pust~ a ne udovletvorØet uslovi¸ (ii).

DlØ l¸bogo i ¿ 0 rassmotrim fflement a_i ∈ K_i takoæ, qto

a_i ≡ a mod (K_i)^p

i normirovanie a_i − 1 maksimal~no sredi vseh takih fflementov.

DlØ j ¿ 0 poloßim ā^′_j ravnym klassu vyqetov a_j − ε π^{vj (aj −ε)} j , gde π_j — proizvol~nyæ prostoæ fflement podpolØ konstant polØ

K_j , ε = 1, esli v_j(a_j − 1) > 0, i ε = 0, esli v_j (a_j − 1) = 0.

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` 11 Poskol~ku a ne udovletvorØet uslovi¸ (ii), to rasxirenie

K(a)/K — infernal~noe, to est~ ne leßit v kompozite kon-

stantnogo i nerazvetvlennogo rasxireniæ (po lemme 0.3 nerazvetvlennye rasxireniØ sootvetstvu¸t primarnym fflementam). Iz [5, Teorema 3.2.1] sleduet, qto dlØ dostatoqno bol~xogo i rasxireniØ K_i(a)/K_i ØvlØ¸tsØ svirepymi, vsledstvie qego ā^′_i ne prinadleßit K^p.

Takim obrazom, suwestvuet takoe natural~noe qislo N_0, qto dlØ i > N_0 vypolnØetsØ ā^′_i ≢ 0 mod K^p.

DlØ a, ne udovletvorØ¸wego uslovi¸ (ii), imeem

v_i(a_i − 1) = n_i = n_{N0} p^{i−N0} < pe_i p − 1 , gde e_i = e_{Ki} .

Iz lemmy 0.4 sleduet, qto suwestvuet natural~noe N > N_0 takoe, qto dlØ i > N p · d_{Ki} (K_{i+1} /K_i) p − 1 = h_i > n_i. Budem takße sqitat~ N nastol~ko bol~xim, qto K_{i+1}/K_i vpolne razvetvleno pri l¸bom i > N .

Esli dlØ nekotorogo i > N imeet mesto a ∈ M_{1,Ki} , togda

a_i = N_{i+1/i}(1 + b) · c^p,

gde b ∈ K_{i+1}, c ∈ K_i.

RassußdaØ kak v dokazatel~stve lemmy 1.4, poluqaem, qto p -

v_{i+1}(b). Poloßim n^′_i = v_i(N_{i+1/i}(1 + b) − 1), n^{′′}_i = v_i(c^p − 1).

Rassmotrim sluqaæ, kogda n^′_i 6 n_i. Poskol~ku n_i < h_i, imeem

n^′_i = v_i(N_{i+1/i}(b)) = v_{i+1}(b), otkuda p - n^′_i. Sledovatel~no, n^′_i < n_i,

i n^′_i = n^{′′}_i , qto nevozmoßno, poskol~ku p|n^{′′}_i pri uslovii n^{′′}_i <^{pei}_{p−1} .

Nakonec, sluqaæ n^′_i > n_i takße nevozmoßen, poskol~ku ā^′_i /∈ K^p, togda kak klass vyqetov (c^p − 1)/π^n

00_i i leßit v K^p. •

§2. PolØ s usloviem R2

Dalee polagaem:

(1) K — absol¸tno standartno, to est~ K — standartno, i

K_n/K vpolne razvetvleno dlØ l¸bogo n;

(2) K udovletvorØet uslovi¸ R_2.

12 V. G. BO`COV, I. B. ȷUKOV

Oboznaqim qerez h skaqok K_1/K. Zametim, qto p - h po lemme 0.3.

Oboznaqim qerez h^′ minimal~noe celoe takoe, qto pe p−1 − h^′ <^1_p (_{pe} p−1 − h ) . Pust~ π — prostoæ fflement polØ K, prinadleßawiæ podpol¸ konstant. Opredelim U (i; N ) kak podgruppu K^∗, poroßdennu¸ vsemi 1 + π^ju^{pN} , gde j ¿ i, u ∈ U_K .

Pust~ λ > 0 — racional~noe qislo. Opredelim E(λ) = E_K (λ) kak podgruppu K^∗, poroßdennu¸ (K^∗)^p, π i vsemi fflementami vida 1 + π^iu^{pN} , gde u ∈ U_K , 1 6 i 6^{pe}_{p−1} , p^{−N} (_{pe} p−1 − i ) < λ. Legko videt~, qto my poluqim tu ße gruppu, esli voz~mem tol~ko obrazu¸wie s p ̸|i, i 6^{pe}_{p−1} − λ, i s i >^{pe}_{p−1} − λ.

Lemma 2.1. 1. U (h + 1; N − 1) · (K^∗)^p = N_{N/0} UK_N (h + 1) · (K^∗)^p dlØ

l¸bogo N ¿ 1.

2. U (h; N − 1) ⊃ N_{N/0} U_{KN} (h) dlØ l¸bogo N ¿ 1.

Dokazatel~stvo. Oba utverßdeniØ vyteka¸t iz lemmy 1.3; pri

dokazatel~stve pervogo ispol~zuetsØ indukciØ po^{pe}_{p−1} − v(u), gde u — zadannyæ fflement U (h + 1; N − 1). •

Sledstvie. U (h^′; N ) ⊂ MN +2,K dlØ l¸bogo N ¿ 0. Dokazatel~stvo. Sleduet iz

1 + u^{pN} π^h

0_{+δ} ≡ 1 + u^{′pN+1} π^{h+δ} 0 mod (K^∗)^p,

gde h + δ^′ = p(h^′ + δ − e) dlØ δ ¿ 0, i 1 + u^{′pN+1} π^{h+δ} 0 ∈ M_{N +2,K} po lemme 2.1. •

Lemma 2.2. Pust~ N ¿ 1. Togda M_{N,K} ⊂ E ( p^{−N +1} (_{pe} p−1 −^{p−1}_p h )) . Dokazatel~stvo. MN,K ⊂ U (1; N )U (D; N − 1)(K^∗)^p, gde D — mi-

nimal~noe celoe, bol~xee d(K_1/K) =^{(p−1)h}_p . •

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` 13 DlØ N ¿ 1 oboznaqim qerez D_N klass takih fflementov b ∈ K^∗, kotorye moßno predstavit~ v vide b = N_{N/0} t∏ i=1 (1 + π^{ni}_N u_i),

gde dlØ j ¿ 0 polagaem π_j — prostoæ fflement polØ K_j, norma kotorogo ravna π; 0 < n_1 < · · · < n_t < h + p(h^′ − h) vzaimno prosty s p; n_i ≡ h mod p dlØ l¸bogo i takogo, qto n_i > h; u_i ∈ U_K ;

ū_i /∈ K^p.

Zametim, qto po lemmam 0.2 i 1.3

N_{N/0} (1 + π^{ni}_N u_i) ≡ 1 + π^{ni} u^{pN}_i mod U_K (n_i + 1),

pri n_i < h; N_{N/0} (1 + π^{ni}_N u_i) ≡ 1 + π^{nip +d(K1 /K)}u^{pN} �1 i mod U_K ( n_i p + d(K_1/K) + 1),

pri n_i > h; i

N_{N/0} (1 + π^h_N u_i) ≡ 1 + π^h(u^{pN} �1 i + u^{pN}_i ) mod U_K (h + 1). Lemma 2.3. Ml+N,K = DN Ml+N +1,K . Dokazatel~stvo. Utverßdenie vytekaet iz sledstviØ k lemme

2.1 s uqetom lemmy 1.4. •

Lemma 2.4. Pust~ N ¿ 1, s ¿ 0, b0 ∈ DN , . . . , bs ∈ DN +s, i b0 ≠ 1.

Togda b_0 . . . b_s /∈ E ( p^{−(N +s)} (_{pe} p−1 − h + p^s )) . (1)

Dokazatel~stvo. IndukciØ po s. Pust~ s = 0. Esli v(b0 − 1) < h, to b_0 ≡ 1 + π^iu^{pN} mod U_K (i + 1),

gde p ̸|i, u ∈ U_K i ū /∈ K^p. Iz predpoloßeniØ b_0 ∈ E(λ) sleduet, qto λ > p^{−N} (_{pe} p−1 − i ) ¿ p^{−N ( pe}_{p−1} − h + 1^). Dalee, pust~ v(b_0 − 1) ¿ h. Togda

b_0 ≡ 1 + pe p�1^{−1}∑ i=i_0 π^iu^{pN} �1 i mod U_K (_{pe} p−1 ) ,

14 V. G. BO`COV, I. B. ȷUKOV

gde i_0 < h^′, u_i ∈ O_K dlØ vseh i, ū_{i0} /∈ K^p. Iz predpoloßeniØ

b_0 ∈ E(λ) sleduet, qto λ > p^{−(N−1)} (_{pe} p−1 − i_0 ) ¿ p^{−(N−1)( pe}_{p−1} − h^′ + 1^) ¿ p^{−N ( pe}_{p−1} − h + 1^). Dalee, pust~ s > 0. Esli v(b_s − 1) ¿ h, iz qasti 2 lemmy 2.1 sleduet b_s ∈ U (h; N + s − 1) ⊂ E ( p^{−(N +s−1)} (_{pe} p−1 − h )) . Po predpoloßeni¸ indukcii b_0 . . . b_{s−1} /∈ E ( p^{−(N +s−1)} (_{pe} p−1 − h + p^{s−1} )) , (2)

takim obrazom, b_0 . . . b_s /∈ E ( p^{−(N +s−1)} (_{pe} p−1 − h + p^{s−1} )) , (3)

i tem bolee (1).

Takim obrazom, moßno predpolagat~, qto α = v(b_s − 1) < h. Imeem b_s ≡ N_{1/0} t∏ i=1 (1 + π^{ni}_1 u^{pN+s} �1 i ) mod (K^∗)^p,

gde n_1 = α. Pust~ T = t∏ i=1 ( 1 + π^{ni} u^{pN+s}_i ) . Togda legko videt~, qto v(b_s/T − 1) ¿ (α + (p − 1)h)/p, takim obrazom, b_s/T ∈ E ( p^{−(N +s−1)} (_{pe} p−1 − (α + (p − 1)h)/p )) . (4)

Predpoloßim, qto α > h − p^s. Ots¸da sleduet T ∈ E ( p^{−(N +s)} (_{pe} p−1 − h + p^s )) . (5)

Iz (4) i (5) sleduet, qto b_s ∈ E ( p^{−(N +s−1)} (_{pe} p−1 − h + p^{s−1} )) ,

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` 15

i opØt~, ispol~zuØ predpoloßenie indukcii (2), my poluqim (3).

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ α 6 h − p^s. Imeem

b_0 . . . b_s ≡ 1 + π^α 0 u^{pN} 0 mod U (α^′ + 1), gde α^′ = min(α, v(1 − b_0 . . . b_{s−1})) 6 h − p^s.

Zametim, qto esli α = v(1 − b_0 . . . b_{s−1}), to b_s ∈ U (α, N + s) · U_K (α + 1), no b_0 . . . b_{s−1} /∈ U (α, N + s) · U_K (α + 1). Takim obrazom, N^′ 6 N + s, u ∈ U_K , ū /∈ K^p. Neposredstvennye vyqisleniØ (kak v sluqae s = 0, v(b_0 − 1) < h) da¸t (1). •

Predloßenie 2.5. Pust~ N ¿ 1, a ∈ MN,K , a /∈ MN +1,K . Oprede-

lim m_h iz usloviØ p^{mh} < h 6 p^{mh+1} . Togda a /∈ E ( p^{−(N +mh )} (_{pe} p−1 − h + p^{mh} )) . Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ MN,K \ MN +1,K . Pust~ s = mh. Iz

lemmy 2.3 sleduet, qto a = b_0 . . . b_sa^′, gde b_i ∈ D_{N +i}, i = 0, . . . , s,

a^′ ∈ M_{N +s+1,K} i b_0 ≠ 1.

Iz lemmy 2.4 sleduet, qto b_0 . . . b_s /∈ E ( p^{−(N +s)} (_{pe} p−1 − h + p^s )) . Po lemme 2.2 M_{N +s+1,K} ⊂ E ( p^{−(N +s)} (_{pe} p−1 −^{p−1}_p h )) . Tak kak h 6 p^{s+1}, to a /∈ E ( p^{−(N +s)} (_{pe} p−1 − h + p^s )) . • Zameqanie. E ( p^{−(N +mh )+1} (_{pe} p−1 −^{p−1}_p h )) ⊂ E ( p^{−(N +mh )} (_{pe} p−1 − h + p^{mh} )) .

16 V. G. BO`COV, I. B. ȷUKOV

Predloßenie 2.6. Pust~ L/K — konstantnoe rasxirenie. 1. E_K(λ) ⊂ E_L(λe(L/K)). 2. Pust~ a /∈ E_K (λ), togda a /∈ E_L(λe(L/K)).

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie oqevidno, budem dokazy-

vat~ vtoroe.

Esli L/K nerazvetvleno libo slabo razvetvleno, to utverßdenie oqevidno. Pust~ L/K — vpolne razvetvlennoe rasxirenie stepeni p. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto λ — minimal~noe, dlØ kotorogo a /∈ E(λ). Togda

a ≡ 1 + π^iu^{pN} mod E_K (λ),

gde π — prostoæ v K, p - i, u ∈ U_K , u /∈ K^p, i p^{−N} (_{pe} p−1 − i ) = λ. Ots¸da a ≡ 1 + π^{pi}_L u^{pN} mod E_L(pλ), gde π_L — prostoæ v L, i legko videt~, qto a /∈ E_L(pλ). •

Teorema 2.7. Pust~ L/K — konstantnoe rasxirenie. Togda su-

westvuet celoe δ takoe, qto dlØ l¸bogo natural~nogo n i l¸bogo a ∈ M_{1,K}, esli a /∈ M_{n+1,K} , to a /∈ M_{n+δ,L}. Dokazatel~stvo. DlØ dostatoqno bol~xogo j pole L udovletvo-

rØet uslovi¸ R_{j+1}. Sledovatel~no, po lemme 1.3 pri s ¿ 0 imeem M_{j+s,L} ⊂ E_L ( p^{−s} ·^{pe}_{p−1} ) . Legko videt~, qto moßno podobrat~ δ > j, pri kotorom p^{−(δ−j)} ·^{pe}_{p−1} 6 p^{−mh} (_{pe} p−1 − h + p^{mh} ) e(L/K), gde m_h opredelØetsØ iz usloviØ p^{mh} < h 6 p^{mh+1}.

Pust~ teper~ a ∈ M_{1,K} , a /∈ M_{n+1,K}. Pust~ N 6 n takovo, qto

a ∈ M_{N,K} , a /∈ M_{N +1,K} . Po predloßeni¸ 2.5, a /∈ E_K ( p^{−(N +mh )} (_{pe} p−1 − h + p^{mh} )) . Po predloßeni¸ 2.6, a /∈ E_L ( p^{−(N +mh )} (_{pe} p−1 − h + p^{mh} ) e(L/K) ) i tem bolee a /∈ E_L ( p^{−(N +δ−j)} ·^{pe}_{p−1} ) i a /∈ M_{N +δ,L}. •

PRODOLȷIMOST^ CIKLIQESKIH RASXIRENI` 17 Spisok literatury

1. I. B. Fesenko, S. V. Vostokov, Local fields and their extensions. — AMS, 2002. 2. O. Hyodo, Wild ramification in the imperfect residue field case. — Adv. Studies in Pure Math. 12 (1987), 287–314.

3. H. Miki, On Zp-extensions of complete p-adic power series fields and function fields. — J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. IA Math. 2 (1974), 377–393.

4. I. B. ȷukov, StrukturnaØ teorema dlØ polnyh poleæ. — Trudy Sankt-Peterburgskogo mat. obwestva 3 (1995), 215–234.

5. I. B. ȷukov, M. V. Koroteev, Ustranenie vysxego vetvleniØ. — Algebra i analiz 11, ˝ 6 (1999).

Bojtsov V. G., Zhukov I. B. Continuability of cyclic extensions of complete discrete valuation fields.

For a complete discrete valuation field K of characteristic 0 with the residue field of characteristic p > 0 consider the embedding problem of a given cyclic extension M/K of degree p into a cyclic extension of degree p^n for various n. Let c(M/K) be the maximal n such that this embedding problem has a solution. In this paper we consider relations between c(M/K) and c(LM/L) where L/K is a given extension linearly disjoint with M/K.

Postupilo 6 sentØbrØ, 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet