Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

A. I. Vinogradov

ASIMPTOTIKA GERMANA VE`L˚ I SVERTKI RANKINA k 80 leti¸ I. R. Xafareviqa

Vvedenie

V fftoæ rabote my poluqim izvestnu¸ asimptotiku Germana VeælØ dlØ sobstvennyh qisel operatora Laplasa metodami teorii qisel, ispol~zuØ ukoroqennoe funkcional~noe uravnenie dlØ svertok Rankina. Pri fftom my budem rabotat~ s kongruffncgruppami Γ_0(q), snabßennymi mul~tiplikatorom χ ≡ χ_q – kvadratiqnym harakterom mod q. Harakter χ_q budem sqitat~ nevyroßdennym, t.e. q ØvlØetsØ veduwim modulem haraktera χ_q . Pri arifmetiqeskom metode dokazatel~stva udaetsØ poluqit~ kornevoe ponißenie v ostatke dlØ asimptotiki Germana VeælØ.

Esli pereæti k Øzyku strogih opredeleniæ, to my budem rabotat~ s prostranstvom avtomorfnyh sobstvennyh funkciæ, bazisom kotorogo ØvlØ¸tsØ sobstvennye funkcii diskretnoæ serii operatora Laplasa

Δ = −y^2 ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) , Δ · f_j (z) = λ_j · f_j(z), (0.1)

kotorye avtomorfny otnositel~no gruppy Γ_0(q) s vybrosom mul~tiplikatora χ(σ) v invariantnom ravenstve f_j (σz) = χ(σ) · f_j (z), σ = ( a b c d ) ∈ Γ_0(q), (0.2)

gde mul~tiplikator χ(σ) opredelØetsØ ravenstvom

χ(σ) ≡ χ_q(d). (0.3)

V dopolnenie k ravenstvu (0.1) my primem gipotezu Sel~berga [1] ob otsutstvii malyh sobstvennyh znaqeniæ (0 < λ_j < 1/4) 44

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 45

v spektre kongruffnc-grupp. �to uslovie ne principial~no, no pozvolØet uprostit~ vyqisleniØ i ne rassmatrivat~ rØdy Fur~e dlØ sobstvennyh funkciæ f_j (z), otveqa¸wih malym sobstvennym znaqeniØm. Oni suwestvenno otliqa¸tsØ ot rØdov Fur~e funkciæ f_j (z), otveqa¸wih bol~xim sobstvennym znaqeniØm

(λ_j ¿ 1/4), v storonu ih usloßneniØ. U nih poØvlØetsØ nulevoæ

kofffficient Fur~e, otliqnyæ ot nulØ. Pofftomu takie funkcii

f_j (z) ne obrawa¸tsØ v nol~ v verxinah fundamental~noæ obla-

sti F_1 i trebu¸t osobogo izuqeniØ. Podrobnosti moßno naæti v rabotah [2, 3, 13].

Bazis (0.1) s usloviem (0.2) budem takße sqitat~ ortonormirovannym i vybrannym tak, qto vse funkcii f_j(z) ØvlØ¸tsØ odnovremenno i sobstvennymi funkciØmi vseh operatorov Gekke. Pri fftom v sistemu operatorov Gekke my vkl¸qim i operator otraßeniØ:

T_{−1} · f_j (z) ≡ f_j(−z) = ξ · f_j(z), ξ_j = ±1. (0.4)

Podrobnosti ob fftom bazise moßno naæti v rabote [14]. Zdes~ ße otmetim, qto sistemu normirovoqnyh kofffficientov {η(n)} v rabote [14] dlØ operatorov Gekke {T_n} udobno dopolnit~ soprØßennoæ sistemoæ {η(n)} dlØ soprØßennyh operatorov Gekke {T_n}, qtoby normirovannyæ operator T^∗_n = η(n) · T_n i soprØßennyæ k nemu T^∗_n = η(n) · T_n imeli odno i to ße vewestvennoe sobstvennoe znaqenie t^∗(n) = η(n) · t(n) = η(n) · t(n) = t^∗(n). Esli ostavit~ tot ße samyæ mnoßitel~ η(n) i dlØ soprØßennogo operatora T_n, togda sobstvennye znaqeniØ normirovannyh operatorov η(n)·T_n i η(n)·T_n budut otliqat~sØ znakom pri χ(n) = −1, qto, koneqno ße, neudobno.

DlØ togo, qtoby svØzat~ asimptotiku VeælØ so svertkami Rankina, rassmotrim rØd Fur~e funkcii f_j (z)

f_j (z) = ∑ n≠0 ρ_j (n) · √ yK_i–_j (2π|n|y)e^{2πinx}, (0.5) gde z = x + iy, y > 0, –_j = √ λ_j − 1/4, K – funkciØ Makdonal~da

(sm. [5])

K_s(a) = 1 2 ∞∫ 0 x^{s−1} exp [ − a 2 ( x + 1 x )] dx.

46 A. I. VINOGRADOV

NormirovannaØ svertka Rankina R^∗_j (s) dlØ funkcii f_j (z) opredelØetsØ ravenstvom

R^∗_j (s) = ∫∫ Π |f_j(z)|^2 · y^sdμ(z), (0.6)

gde Π – ediniqnaØ polosa verhneæ poluploskosti H: Π = { z = x + iy, |x| 6 1 2 , y > 0 } , dμ(z) – invariantnyæ otnositel~no SL_2(R) differencial dμ(z) = dxdy y^2 . PodstavlØØ (0.5) v (0.6) i menØØ porØdki integrirovaniØ i summirovaniØ (qto zakonno v oblasti absol¸tnoæ shodimosti

Re s > 1), poluqaem v fftoæ oblasti Øvnyæ vid svertki

R^∗_j (s) = 2^{s−2} · Γ_j (s) · R_j(s), (0.7) gde Γ_j(s) = (2π)^{−s} Γ(s)

· Γ^2 ( s 2 ) · Γ ( s 2 + i–j^)Γ^{( s}_2 − i–j^),

R_j(s) = ∞∑ n=1 |ρ_j(m)|^2m^{−s}. (0.8)

Ravenstvo (0.8) opredelØet nenormirovannu¸ svertku Rankina.

§1. Funkcional~noe uravnenie V ravenstve (0.8) molqalivo podrazumevaetsØ, qto svertki

R_j(s) rassmatriva¸tsØ otnositel~no verxiny α = ∞ fundamen-

tal~noæ oblasti F_q gruppy Γ_0(q). Na samom dele, dlØ l¸boæ sobstvennoæ funkcii f_j (z) suwestvuet stol~ko raznyh svertok Rankina, skol~ko verxin α imeet fundamental~naØ oblasti F_q. V kaßdom iz fftih sluqaev ispol~zuetsØ svoe razloßenie Fur~e dlØ f_j(z) otnositel~no verxiny α

f_j (σ_αz) = ∑ n≠0 ρ_{j,α}(n) · √ yK_i–_j (2π|n|y)e^{2πinx}, (1.1)

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 47

gde σ_α – normirovannaØ matrica, perevodØwaØ verxinu ∞ v α

σ_α(∞) = α. (1.2)

Podrobnosti o strukture matric σ_α moßno naæti v rabote [6].

NormirovannaØ svertka Rankina R^∗_{j,α}(s) otnositel~no verxiny α opredelØetsØ ravenstvom R^∗_{j,α}(s) = ∫∫ Π |f_j(σ_αz)|^2 · y^sdμ(z). (1.3)

Ravenstvo (0.6) ØvlØetsØ qastnym sluqaem ravenstva (1.3), kogda

α = ∞. V fftom sluqae σ_∞ = 1 (v matriqnom smysle) i ravenstvo

(1.3) perehodit v (0.6).

PodstavlØØ razloßenie Fur~e (1.1) v (1.3), poluqaem obwiæ vid ravenstva (0.7)

R^∗_{j,α}(s) = 2^{s−2} · Γ_j (s) · R_{j,α}(s), (1.4)

gde Γ_j (s) – to ße samoe, qto i v (0.7), R_{j,α}(s) = ∞∑ m=1 |ρ_{j,α}(m)|^2m^{−s}. (1.5) DeæstvuØ na argument Ødra v (1.3) mnoßestvom matric σ^{−1}_α · σ, gde σ ∈ Γ/Γ_∞ (predstavitel~ iz ediniqnoæ polosy), Γ = Γ_0(q), privedem ravenstvo (1.3) k novomu vidu R^∗_{j,α}(s) = ∫∫ F_q |f_j (z)|^2 · E_α(z, s) · dμ(z). (1.6) gde E_α – rØd �æzenxteæna verxiny α E_α(z, s) = ∑ σ∈Γ | Γ1 y^s(σ^{−1}_α σz). (1.7)

Ispol~zuØ teori¸ rØdov �æzenxteæna [6, 7], poluqaem meromorfnu¸ prodolßimost~ svertki (1.6) v levu¸ poluploskost~

Re s 6 1 dlØ vseh verxin α. V qastnosti, vyqet rØda �æzenxteæ-

na (1.7) v pol¸se s = 1 ne zavisit ot verxiny i opredelØet takße vyqet svertki R^∗_{j,α} s pomow~¸ ravenstva (1.6)

res_{s=1}R^∗_{j,α}(s) = res_{s=1}E_α(z, s) = π 2q · ζ^{−1}(2) · ∏ p|q ( 1 + 1 p )_{−1} . (1.8)

48 A. I. VINOGRADOV

Podrobnye vyqisleniØ moßno naæti v [6].

Krome prodolßimosti v levu¸ poluploskost~ nam v dal~neæxem potrebu¸tsØ ocenki svertok Rankina R_{j,α}(s) iz ravenstva (1.5) v levoæ poluploskosti. DlØ togo, qtoby ih poluqit~, nado imet~ funkcional~noe uravnenie dlØ R_{j,α}(s), kotoroe pozvolØet ispol~zovat~ dlØ svertok Rankina analogi klassiqeskoæ tehniki ukoroqennyh uravneniæ i ocenok po vypuklosti [4, 8, 9]. No ffta tehnika trebuet, qtoby issleduemye rØdy byli celymi funkciØmi vo vseæ kompleksnoæ ploskosti, krome koneqnogo qisla pol¸sov na vewestvennoæ osi. DlØ togo, qtoby pomestit~ svertki Rankina v fftot klass funkciæ, nado obratit~ vnimanie na to, qto osnovnu¸ meromorfnost~ svertkam Rankina (1.5) pridaet klassiqeskaØ dzeta-funkciØ Rimana ot udvoennogo argumenta 2 · s bez prostyh deliteleæ q v ee ffælerovskom proizvedenii

ζ_q(2s) = ζ(2s) · ∏ p|q ( 1 − 1 p^{2s} ) . (1.9)

�to svØzano s tem, qto ζ_q(2s) vhodit v znamenatel~ c-matricy rØda �æzenxteæna E_α iz (1.7). Pofftomu sleduet umnoßit~ ravenstvo (1.6) na ξ_q(2s) i privesti ego k normirovannomu vidu ξ_q (2s) · R^∗_{j,α}(s) = ∫∫ F_q |f_j (z)|^2 · ξ_q (2s) · E_α(z, s) · dμ(z), (1.10) gde ξ_q (s) = π^{−s/2} · Γ(s/2) · ζ_q (s) = ξ_1(s) · ∏ p|q ( 1 − 1 p^s ) , t.e. ffto klassiqeskaØ normirovka Rimana dlØ ζ_1(s) ≡ ζ(s), “uhudxennaØ” mnoßitelØmi q iz ffælerovskogo proizvedeniØ.

Razloßenie Fur~e rØda �æzenxteæna E_α otnositel~no verxiny β = ∞ (podrobnosti sm. v [6]) pokazyvaet, qto proizvedenie ξ_q(2s) · E_α(z, s) iz Ødra (1.10) ØvlØetsØ celoæ funkciæ s vo vseæ kompleksnoæ ploskosti, krome toqki s = 1, gde ono imeet pol¸s pervogo porØdka. Toqka s = 1/2 ØvlØetsØ razreximoæ osobennost~¸, kak ffto vidno iz pravoæ qasti ravenstva (1.10). Pofftomu toqka s = 1/2 ØvlØetsØ nulem svertki Rankina (1.5):

R_{j,α}(1/2) = 0.

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 49

DlØ vyqeta levoæ qasti (1.10) v toqke s = 1 spravedlivo ravenstvo

res_{s=1s=1}ζ_q (2s) · R^∗_{j,α}(s) = v_q ch π–_j, v_q = 2 · φ(q) q^2

. (1.11)

Ono sleduet iz (1.8), a takße iz normirovoqnogo ravenstva ∫∫ F_q |f_j(z)|^2 · dμ(z) = 1

i ravenstva

Γ_j(s) | |_{s=1} = π 2 · ch π–_j . DlØ togo, qtoby poluqit~ funkcional~noe uravnenie dlØ svertok Rankina R^∗_{j,α}(s), soberem ravenstva (1.6) dlØ vseh verxin α i zapixem ih v vektornoæ forme

~R^∗_j (s) = ∫∫ F_q |f_j (z)|^2 · ~E(z, s) · dμ(z), (1.12) gde ~R^∗_j (s) =^t[R^∗_{j,α1} (s), . . . , R^∗_{j,ατ} (s)], ~E(z, s) =^t[E_{α1} (z, s), . . . , E_{ατ} (z, s)], τ = τ (q) – qislo deliteleæ q, ravnoe qislu verxin F_q. Otmetim,

qto takoe sovpadenie spravedlivo dlØ veduwih moduleæ q kvadratiqnyh harakterov potomu, qto v obwem sluqae qislo verxin ravno ∑ d|q φ (( d, q d ))

i, esli q – veduwiæ modul~, togda (d, q/d) = 1, libo 2, pofftomu

φ((d, q/d) = 1 dlØ vseh d|q.

DlØ vektora ~E(z, s) spravedlivo funkcional~noe uravnenie [7] ~E(z, s) = Φ(s) · ~E(z, 1 − s), (1.13) gde Φ(s) = ( c_{α,β}(s) ) . (1.14) �to c-matrica Sel~berga postoØnnyh kofffficientov Fur~e dlØ rØdov E_α otnositel~no verxin β.

50 A. I. VINOGRADOV

Iz (1.12) i (1.13) poluqaem funkcional~noe uravnenie dlØ svertok Rankina

~R^∗_j (s) = Φ(s) ~R^∗_j (1 − s). (1.15)

Iz vektorno-matriqnogo uravneniØ (1.15) poluqaem funkcional~noe uravnenie svertok Rankina dlØ kaßdoæ verxiny α R^∗_{j,α}(s) = ∑ β c_{α,β}(s) · R^∗_{j,β}(1 − s). (1.16) V silu simmetriqnosti matricy Sel~berga (1.14), t.e. Φ =^t Φ, uravnenie (1.16) moßno perepisat~ v drugoæ forme R^∗_{j,α}(s) = ∑ β c_{β,α}(s) · R^∗_{j,β}(1 − s). (1.17) Vyxe my uße otmeqali, qto qislo verxin F_q dlØ veduwego modulØ q sovpadaet s qislom deliteleæ q. �to uslovie pozvolØet zadat~ vse verxiny β usloviem β = 1 w , w|q. (1.18) Pri zadanii verxin β ravenstvom (1.18) sleduet pomnit~, qto dlØ w = 1 verxina β = 1 ffkvivalentna verxine 0, a pri w = q verxina β = 1/q ffkvivalentna verxine ∞. Dokazatel~stvo pervogo utverßdeniØ moßno naæti v [10], a vtoroe – trivial~no. S uqetom skazannogo poloßim v ravenstve (1.17) α = ∞ i perepixem ego v novom vide R^∗_{j,∞}(s) = ∑ w|q c_{1/w,∞}(s) · R^∗_{j,1/w}(1 − s). (1.19) ˚vnyæ vid kofffficientov c_{1/w,∞}(s) priveden v [6] c_{1/w,∞}(s) = φ(w) φ((w, q/w)) · ( (w, q/w) w · q )_s · ξ_{q/w}(2s − 1) ξ_q(2s)

. (1.20)

DlØ normirovannoæ dzeta-funkcii iz (1.10) spravedlivo funkcional~noe uravnenie

ξ_{q/w}(2s − 1) = ξ_1(2(1 − s)) · ∏ p|q/w ( 1 − 1 p^{2s−1} ) . (1.21)

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 51

Formuly (1.20) moßno uprostit~ i sokratit~ qislo vykladok, esli sqitat~ q – neqetnym i beskvadratnym. V fftom sluqae oni primut prostoæ vid c_{1/w,∞}(s) = φ(w) (qw)^s · ξ_{q/w} (2s − 1)/ξ_q(2s). (1.22)

V dal~neæxem pri ispol~zovanii uravneniØ (1.21) sleduet pomnit~, qto koneqnoe proizvedenie ∏ p|q/w ( 1 − 1 p^{2s−1} )

ne uqastvuet v rimanovom invariantnom uravnenii

ξ_1(s) = ξ_1(1 − s),

pofftomu pri sdvigah kontura v levu¸ poluploskost~ ffto proizvedenie naqinaet rasti kak veliqina porØdka ( q w )_{−2s+1} , Re s < 0. Ispol~zuØ Øvnyæ vid kofffficientov (1.22), umnoßim obe qasti ravenstva (1.19) na veliqinu q^s · ξ_q (2s). V rezul~tate uravnenie (1.19) primet vid q^s · ξ_q (2s) · R^∗_{j,∞}(s) = ∑ w|q φ(w) w^s ξ_{q/w}(2s − 1) · R^∗_{j,1/w}(1 − s). (1.23) V uravnenii (1.23) my poluqili celye funkcii sprava i sleva, krome toqki s = 1, gde obe qasti ime¸t prostoæ pol¸s pervogo porØdka. Tem samym my poluqili standartnyæ vid funkcional~nogo uravneniØ (sm. [4, 8, 9]), kotorym moßno pol~zovat~sØ dlØ poluqeniØ ukoroqennogo funkcional~nogo uravneniØ i ocenki po vypuklosti.

§2. Ukoroqennoe uravnenie

Funkcional~noe uravnenie (1.23) nam nußno dlØ togo, qtoby poluqit~ priblißennoe funkcional~noe uravnenie v kritiqeskoæ polose dlØ Øvnogo zadaniØ svertki Rankina R_{j,∞}(s). Seæqas

52 A. I. VINOGRADOV

tehnika poluqeniØ takih uravneniæ horoxo razvita (sm. [8, 9]) i, v principe, vse, qto nam nußno, soderßitsØ v neØvnom vide v rabote [9]. No ne tak-to prosto perenesti qisto lineænu¸ shemu raboty [9] na vektorno-matriqnoe uravnenie (1.15). Pofftomu dlØ udobstva qitatelØ my privedem zdes~ neobhodimye vyqisleniØ dlØ uravneniØ (1.23). DlØ fftogo rassmotrim integral J_j(N, s) = 1 2πki ∫ Re w>1 N^wΓ (w k ) q^z ζ_q (2z)R_{j,∞}(z) dw, (2.1) gde w+s = z, s – fiksirovannyæ parametr iz kritiqeskoæ polosy s = σ + it ∈ {1 2 6 σ 6 1, |t| 6 T^}. (2.2)

Parametr k ¿ 2 – dostatoqno bol~xoe fiksirovannoe celoe qislo. V dal~neæxem poloßim 1 k = ε, (2.3)

gde ε > 0 – fiksirovannoe qislo iz intervala 0 < ε 6 1/2. ˚dro v integrale (2.1) imeet tol~ko dva pol¸sa v poluploskosti Re w > −k. Odin – v toqke w = 0 ot funkcii Γ(w/k), vtoroæ – v toqke z = 1 ⇒ w = 1 − s, t.k. z = w + s. Pol¸s ζ_q(2z) v toqke z = 1/2

gasitsØ nulem R_{j,∞}(1/2) = 0. Pofftomu posle perenosa kontura (2.1) vlevo na prØmu¸ Re w = −k, ravenstvo (2.1), po teoreme Koxi o vyqetah, preobrazuetsØ k novomu vidu J_j(N, s) = 1 k · Γ ( 1 − s k ) · N^{1−s} · q · v_q · ch π–_j+ +q^s · ζ_q(2s) · R_{j,∞}(s) + 1 2πki ∫ Re w=−k ( · ) dw. (2.4)

Pri fftom my ispol~zovali v (2.4) simvol vyqeta v_q iz (1.11). Kontur Re w = −k v (2.4) obhodit pol¸s funkcii Γ(w/k) v toqke w/k = −1 po pravoæ dußke radiusa r = 1/ log N . V dal~neæxem budem sqitat~, qto log N > 2. Posle fftogo podstavim v Ødro integrala pravoæ qasti (2.4) funkcional~noe uravnenie (1.23), primenitel~no k proizvedeni¸ q^z · ζ_q (2z) · R_{j,∞}(z),

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 53

t.e. razdelim pravu¸ qast~ (1.23) na proizvedenie Γ-mnoßiteleæ

π^{−z} · Γ(z) · Γ_j(z) = (2π^2)^{−z} · Γ^2 (z 2 ) · Γ ( z 2 + i–j^) ·^{( z}_2 − i–j^).

Pri fftom rØdy Rankina R_{j,α}(1 − z) budut bystro i absol¸tno shodit~sØ, imeØ veliqinu porØdka ch π–_j po kaßdoæ verxine α. �to sleduet iz ocenki Re(1−z) ¿ k ¿ 2, spravedlivoæ na konture

Re w = −k pri Re s ∈ (1/2, 1). DlØ togo, qtoby uprostit~ situa-

ci¸ s ocenkoæ otnoxeniØ Γ-mnoßiteleæ v Ødre (2.4), pomestim parametr –_j v intervale 1 2 X 6 –j 6 X, (2.5)

gde X > 1 – proizvol~nyæ rastuwiæ parametr, kotoryæ my ograniqim snizu usloviem

X > q^2 + |s|^2 ¿ 2 · q · |s|. (2.6)

Togda integral v pravoæ qasti (2.4) budet imet~ porØdok veliqiny ≪ ( q · |s| · X √ N )_{2k} (q|s|X)^{1−2σ}ch π–_j log N, (2.7)

gde σ ¿ 1/2 iz (2.2). Pri fftom konstanta v znake Vinogradova ≪ zavisit tol~ko ot k. Uslovie (2.5) iskl¸qaet malye sobstvennye znaqeniØ λ_j < 1/4, pofftomu vse asimptotiki i ocenki stanovØtsØ nezavisimymi ot gipotezy Sel~berga o malyh sobstvennyh znaqeniØh. Perehod ot sobstvennyh znaqeniæ λ_j k parametru –_j = √ λ_j − 1/4 svØzan s perehodom ot uravneniØ Laplasa Δf_j(z) = λ_j f_j (z) k modificirovannomu uravneni¸ BesselØ

−y^2a^{′′}_n(y) + (2πny)^2a_n(y) = λ_ja_n(y), n ≠ 0,

−y^2a^{′′}_0 (y) = λ_ja_0(y), n = 0

dlØ kofffficientov Fur~e a_n(y) funkcii f_j (z)

f_j (z) = a_0(y) + ∑ n≠0 a_n(y) · e^{2πinx}. Pofftomu udobnee izuqat~ funkci¸ f_j (z) kak funkci¸ parametra

–j vmesto λj . S fftim i svØzan perehod ot sobstvennyh qisel λj

54 A. I. VINOGRADOV

k parametru –_j v intervale (2.5). Podrobnosti moßno naæti v rabotah [2, 3].

Posle fftogo otstupleniØ snova vernemsØ k ocenke (2.7). Parametr N u nas proizvol~nyæ, pofftomu opredelim ego ravenstvom N = c · ( q|s|X )_2

X^{2ε}, gde ε = 1 k , (2.8)

c ¿ 1 – l¸baØ fiksirovannaØ konstanta.

V fftom sluqae veliqina (2.7) budet imet~ porØdok ≪ ch π–_j X^2 log X. (2.9)

S drugoæ storony, integral (2.1) imeet i drugoe predstavlenie. DlØ togo, qtoby poluqit~ ego, zapixem proizvedenie

ζ_q(2z)R_{j,∞}(z) v oblasti absol¸tnoæ shodimosti Re z > 1 v vide

edinogo rØda Dirihle ζ_q(2z)R_{j,∞}(z) = ∞∑ m=1 a_j(m) · m^{−z} , (2.10)

a_j (m) = ∑ m=nd^2 , (d,q)=1 | ρ_{j,∞}(n) |_2 . (2.11)

PodstavlØØ rØd (2.10) v Ødro integrala (2.1) i menØØ porØdki integrirovaniØ i summirovaniØ (qto zakonno v oblasti Re z > 1), svedem zadaqu k vyqisleni¸ integrala J_j ( m qN ) = 1 2πi ∫ Re w>1 ( m qN )_{−w} Γ ( w k ) d w k . Legko videt~, qto fftot integral, pri zamene peremennoæ integrirovaniØ w/k = s, svoditsØ k klassiqeskomu integralu 1 2πi ∫ Re s>0 x^{−ks}Γ(s)ds = exp(−x^k), x = m qN . Tem samym dlØ integrala (2.1) my poluqili drugoe predstavle- nie J_j (N, s) = q^s ∞∑ m=1 a_j (m) m^s exp [ − ( m qN )_k] . (2.12)

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 55

PodstavlØØ (2.12) v levu¸ qast~ (2.4), poluqaem ukoroqennoe uravnenie dlØ R_{j,∞}(s) s uqetom ocenki (2.9) v_q (qN )^{1−s} · 1 k · Γ ( 1 − s k ) · ch π–_j + ζ_1(2s) · R_{j,∞}(s) = = − ∞∑ m=1 a_j(m) m^s exp [ − ( m qN )_k] + O ( ch π–_j q^σX^2 log X ) . (2.13)

V pravoæ qasti uravneniØ (2.13) prisutstvuet tol~ko odin priblißa¸wiæ otrezok dliny qN s gladkoæ obreza¸weæ funkcieæ. Na samom dele moßno poluqit~ i dva priblißa¸wih otrezka, kaßdyæ dlinoæ √ qN, no v fftom sluqae – vtoroæ iz nih – raspadetsØ na τ (q) (qislo verxin) otrezkov so sloßnymi Γkofffficientami pered kaßdym iz nih. Pofftomu my ograniqilis~ prosteæxeæ formoæ uravneniØ (2.13) za sqet uveliqeniØ dliny odnogo iz otrezkov.

§3. Asimptotika Germana VeælØ DlØ ee poluqeniØ sleduet vospol~zovat~sØ predel~nym ravenstvom (2.13) pri s → 1. DlØ fftogo voz~mem dva loranovskih razloßeniØ v okrestnosti |s − 1| 6 1/4. Odno dlØ Γ-funkcii 1 k · Γ ( 1 − s k ) = 1 s − 1 − γ k + O((s − 1)),

gde γ – konstanta �ælera, drugoe – dlØ svertki Rankina ζ_q (2s)R_{j,∞}(s) = [ v_q s − 1 + r_j ] ch π–_j + O(|s − 1|). PodstavlØØ oba ravenstva v (2.13) i normiruØ poluqennoe ravenstvo veliqinoæ ch π–_j , privedem ego v novomu vidu v_q · 1 − (qN )^{s−1} s − 1 = J^∗_j (N, s) + c_j + O(|s − 1|) + O ( log X q · X^2 ) , (3.1) gde c_j = r_j − γ k · v_q , (3.2)

J^∗_j (N, s) – summa pravoæ qasti (2.13), normirovannaØ veliqinoæ ch π–_j

J^∗_j (N, s) = ∞∑ m=1 s_j (m) m^s exp [ − ( m qN )_k] , (3.3)

56 A. I. VINOGRADOV

s_j (m) = a_j(m)/ch π–_j . (3.4)

Teper~, ustremlØØ s → 1 v (3.1), poluqaem predel~noe ravenstvo

v_q · log(qN ) = J^∗_j (N ) + c_j + O ( log X q · X^2 ) , (3.5) gde J^∗_j (N ) ≡ J^∗_j (N, s) | |_{s=1}, priqem parametr c_j iz (3.2) ne zavisit ot N . Qtoby izbavit~sØ ot nego, sleduet vspomnit~, qto v opredelenii parametra N iz (2.8) est~ proizvol~naØ konstanta c ¿ 1. PolagaØ c = c_1 = 1 i zatem c = c_2 = e (neperova konstanta), poluqaem dva raznyh ravenstva (3.5): odno – s parametrom N , drugoe – s parametrom

N_2 = e · N_1. VyqitaØ poqlenno odno iz drugogo, my uniqtoßim v

(3.5) parametr c_j i poluqim novoe ravenstvo dlØ vyqeta v_q (t.k.

log N_2 − log N_1 = 1)

v_q = J^∗_j (N_2) − J^∗_j (N_1) + O ( log X q · X^2 ) . (3.6)

SummiruØ ffto ravenstvo po vsem –_j iz intervala (2.5), poluqaem usrednennu¸ formu ravenstva (3.6) v_q W (1 2 X, X ) = J(N_2) − J(N_1) + O ( W (^1_2 X, X) q · X^2 log X ) , (3.7) gde W (Y, X) = ∑ Y 6–j 6X^{1,}

J(N ) = ∑ 1/2X6–_j 6X

J^∗_j (N ) = ∞∑ m=1 s(m) m exp [ − ( m qN )_k] ,

s(m) = ∑ 1/2X6–_j 6X

a_j (m)/ch π–_j . (3.8)

Iz opredeleniØ kofffficienta a_j (m) v (2.11) poluqaem Øvnyæ vid summy (3.8) s(m) = ∑ m=n·d^2 (d,q)=1 ∑ 1/2X6–_j 6X | ρ_{j,∞}(n) |_2 /ch π–_j . (3.9)

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 57

Dal~xe nam ostalos~ vospol~zovat~sØ teoremoæ 6, [11] dlØ kongruffnc-gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ_q. Otmetim, qto perenos teoremy 6 na fftot sluqaæ Γ_0(q) bez mul~tiplikatora podrobno sdelan v rabote [6]. Prisutstvie mul~tiplikatora χ_q v gruppe Γ_0(q) oznaqaet, qto kongruffnc-modul~ q sovpadaet s veduwim modulem haraktera χ_q, qto sußaet mnoßestvo q do beskvadratnyh qisel po vsem prostym krome dvoæki, kotoroæ moßet ne byt~ sovsem, libo ona prisutstvuet vo 2-oæ ili 3-eæ stepeni. �to uslovie na modul~ q uprowaet shemu raboty [6] i ee detali stanovØtsØ prozraqnymi pri dobavke mul~tiplikatora. Pofftomu my srazu privedem okonqatel~nyæ vid teoremy 6 iz [11] dlØ

Γ_0(q) s χ_q.

Pri l¸bom X ¿ 2 i l¸bom celom n ¿ 1 spravedlivo asimptotiqeskoe ravenstvo ∑ –j 6X^{|ρj,∞(n)|} 2/ch π–_j =

= 1 π^2

X^2 + θ [ X + v_q + √ n q ] σ_0(q)σ^2_0(n) log^3(X + q + n), (3.10)

gde θ ≪ 1, σ_0 – funkciØ qisla deliteleæ

σ_s(n) = ∑ d|n d^3.

ImeØ asimptotiku (3.10), uße legko vyqislit~ pravu¸ qast~ ravenstva (3.7) v_q W ( 1 2 X, X ) = ζ_q(2) π^2 [ X^2 − ( X 2 )_2] + O ( (qX)^{1+ε} ) . (3.11)

SkladyvaØ ravenstva (3.11) dlØ parametrov X_l = 2^{−l}X, l =

0, 1, . . ., poluqaem asimptotiku Germana VeælØ

W (X) = ζ_q (2) π^2 v_q + O ( (q^2X)^{1+ε} ) , (3.12) gde W (X) = W (0, X) = ∑ 06–j 6X^{1,}

(3.13)

ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano. Konstanta v O-

simvole (3.12) zavisit ot ε. Asimptotika (3.12) ne trivial~na

58 A. I. VINOGRADOV

pri X > q. Otmetim takße, qto spravedlivo toßdestvo

ζ_q (2) π^2 v_q = q 12 ∏ p|q ( 1 + 1 q ) = c_q. �to klassiqeskiæ kofffficient G. VeælØ v ego asimptotike dlØ kongruffnc-gruppy Γ_0(q) kak s mul~tiplikatorom χ_q, tak i bez nego.

Asimptotika (3.12) formal~no zavisit ewe i ot malyh sobstvennyh znaqeniæ, kotorye my iskl¸qili v samom naqale, prinØv gipotezu Sel~berga [1]. No koliqestvo malyh sobstvennyh znaqeniæ ≪ ‖F_q‖ ≪ q^{1+ε} (sm. po fftomu povodu rabotu [12]). Pofftomu ih dobavlenie v pravu¸ qast~ (3.12) oznaqaet, qto my dobavlØem veliqinu ne bol~xe ostatka po svoemu porØdku. Pofftomu ravenstvo (3.12) ostaetsØ vernym i bez gipotezy Sel~berga [1]. No v fftom sluqae opredelenie summy VeælØ (3.13) nado modernizirovat~:

W (X) = ∑ 06|–j |6X^{1,} (3.14)

tak kak pri λ_j < 1/4, parametr –_j = √ λ_j − 1/4 stanovitsØ qisto

mnimym; libo perevesti asimptotiku (3.12) na Øzyk sobstvennyh qisel ∑

06λj 6N^1

6 c1N + O^(q^2 · N^{1/2+ε)}. (3.15)

Literatura

1. A. Selberg, Discontinuous groups and harmonic analysis. In: Proc. Intern.

Congress Math., Stockholm (1962), pp. 177–189.

2. W. Roeleke, Das Eigenwertproblem automorphen Formen in der hyperbolischen Ebene. I, II. Math. Ann. 167 (1986), 292–337; 168 (1987), 261–324.

3. J. Elstrodt, Die Resolvente zum Eigenwertproblem der automorphen Formen in der hyperbolischen Ebene. I, II, III. Math. Z. 132 (1973), 99–134; Math. Ann. 208 (1974), 99–132.

4. E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-Function. Oxford (1951).

Russkiæ perevod: I. L., Moskva (1953).

5. H. Bateman, A. Erde’lyi, Higher Transcendental Functions. Vol. 2 (1953),

Russkiæ perevod: Nauka, Moskva (1968).

6. J.-M. Deshouillers, H. Jwaniec, Kloosterman sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–288.

7. T. Kubota, Elementary Theory of Eisenstein series. Kodansha, Tokio (1973),

Russkiæ perevod: Nauka, Moskva (1986).

ASIMPTOTIKA G. VE`L˚ I SVERTKI RANKINA 59

8. R. M. Kaufman, Ob ukoroqennyh uravneniØh A. F. Lavrika. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 74 (1978), 124–158.

9. A. F. Lavrik, Priblißennye funkcional~nye uravneniØ funkciæ Dirihle. — Izv AN SSSR, Ser. mat. 32, No. 1 (1968), 134–185.

10. L. A. Takhtajan, A. I. Vinogradov, The Gauss–Hasse hypothesis on real quadratic fields with class number one. — J. reine angew. Mathematik 335 (1982), 40–86.

11. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. — Mat. sb. No. 3 (1980), 330–383.

12. A. B. Venkov, Spektral~naØ teoriØ avtomorfnyh funkciæ. Trudy MI- AN SSSR, 153 (1981).

13. A. I. Vinogradov, Internet www pdmi ras ru /preprint/ index html No. 18. 14. A. I. Vinogradov, Operator otraßeniØ i kanoniqeskiæ bazis. — Zap.

nauqn. semin. POMI 291 (2002), 109–131.

Vinogradov A. I. H. Weyl asymptotics and Rankin convolutions.

Well-known H. Weyl asymptotics for eigenvalues is obtained by the arithmetic method. For congruence groups, the remainder in this asymptotics is a square root of the principal term.

Postupilo 18 ØnvarØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN