Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

E. V. Dybkova

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY GIPERBOLIQESKO` UNITARNO` GRUPPY DL˚ HOROXEGO FORMENNOGO KOL^CA NAD NEKOMMUTATIVNYM TELOM

�ta rabota ØvlØetsØ estestvennym prodolßeniem nedavno opublikovannoæ stat~i [4] i svØzana s perenosom na giperboliqeskie unitarnye gruppy nad nekommutativnym telom teoremy Z. I. Boreviqa iz [1]: esli pole soderßit ne menee 7 fflementov, to vsØkaØ podgruppa H polnoæ lineænoæ gruppy nad fftim polem, soderßawaØ vse obratimye diagonal~nye matricy, zakl¸qena meßdu odnoznaqno opredelennoæ D-setevoæ podgruppoæ G(σ) i ee normalizatorom N (σ). V samom konce stat~i [4] (teorema 5) my dokazali, qto esli dlØ nekommutativnogo tela s invol¸cieæ formennyæ parametr, zada¸wiæ formennoe kol~co nad fftim telom, minimalen (takie formennye kol~ca my nazyvaem horoximi), to analog teoremy Boreviqa spravedliv dlØ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy qetvertoæ stepeni nad takim formennym kol~com (inaqe govorØ, rexetka naddiagonal~nyh podgrupp giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy v fftom sluqae dopuskaet standartnoe opisanie). Cel~¸ predlagaemoæ raboty ØvlØetsØ perenos teoremy 5 iz [4] na gruppy proizvol~noæ stepeni. Kak i pri formulirovke upomØnutogo rezul~tata dlØ grupp qetvertoæ stepeni iz [4], my ispol~zuem termin formennaØ setevaØ podgruppa, hotØ v sluqae horoxego formennogo kol~ca formennye parametry odnoznaqno opredelØ¸tsØ sootvetstvu¸weæ set~¸; dlØ polØ, soderßawego dostatoqno bol~xoe qislo fflementov, privodimaØ niße teorema byla dokazana v [3].

Teorema. Pust~ R – nekommutativnoe telo s invol¸cieæ, (R, Λ)

– horoxee formennoe kol~co nad R i n – proizvol~noe natural~noe qislo. Esli podgruppa H takova, qto Δ(2n, R, Λ) 6 H 6 U (2n, R, Λ), Rabota vypolnena pri podderßke INTAS 00-566. 121

122 E. V. DYBKOVA

to suwestvuet edinstvennaØ toqnaØ formennaØ D-set~ (σ, Γ) porØdka 2nb dlØ kotoroæ

U (σ, Γ) 6 H 6 N_U (σ, Γ).

Zdes~ i dalee upotreblØ¸tsØ terminy i oboznaqeniØ, vvedenye nami v rabote [4], v bol~xinstve sluqaev my budem ispol~- zovat~ ih bez dopolnitel~nyh raz¨Øsneniæ i ssylok. Po povodu svedeniæ ob istorii problemy my takße otsylaem qitatelØ k [4].

Poskol~ku dokazyvat~ sformulirovannu¸ teoremu my sobiraemsØ indukcieæ po stepeni giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy, uslovimsØ govorit~, qto dlØ formennogo kol~ca (R, Λ) nad nekommutativnym telom R vypolneno uslovie T_m, esli dlØ kaßdogo natural~nogo n 6 m l¸baØ naddiagonal~naØ podgruppa H gruppy U (2n, R, Λ) zakl¸qena meßdu formennoæ setevoæ podgruppoæ, sootvetstvu¸weæ associirovannoæ s H v silu lemmy 5 iz [4] toqnoæ formennoæ D-seti, i normalizatorom fftoæ formennoæ setevoæ podgruppy v gruppe U (2n, R, Λ). Otmetim, qto v silu teoremy 4 iz [4] uslovie T_1 vypolneno dlØ l¸bogo formennogo kol~ca (R, Λ), a po teoreme 5 iz [4] dlØ horoxego formennogo kol~ca vypolneno i uslovie T_2. Takim obrazom, nam predstoit ustanovit~, qto dlØ horoxego formennogo kol~ca uslovie T_n vypolnØetsØ pri l¸bom n.

Esli ne skazano qto-to inoe, vezde dalee my sqitaem, qto R – nekommutativnoe telo s invol¸cieæ, (R, Λ) — normalizovannoe formennoe kol~co nad nim, n > 2 – fiksirovannoe natural~noe qislo. My fiksiruem takße naddiagonal~nu¸ podgruppu H gruppy U (2n, R, Λ) i oboznaqaem qerez (σ, Γ) toqnu¸ formennu¸ D-set~, associirovannu¸ s H v silu lemmy 5 iz [4].

My budem ispol~zovat~ tu ße shemu rassußdeniæ, kotoraØ primenØlas~ v [4] dlØ dokazatel~stva teoremy 5. Napomnim, qto v [4, teorema 1] my ustanovili sledu¸wiæ kriteriæ vkl¸qeniØ

H 6 NU (σ, Γ) pri proizvol~noæ stepeni unitarnoæ gruppy: dlØ

l¸boæ matricy a iz H i l¸byh indeksov dolßny vypolnØt~sØ vkl¸qeniØ 1) a_{is}σ_{st}a^′_{tj} 6 σ_{ij}, 2) a_{is}Γ_sa^′_{−s,−i} 6 Γ_i.

Dokazatel~stvo spravedlivosti fftih vkl¸qeniæ my provodim v dva fftapa: snaqala dlØ matric, soderßawih hotØ by odin nulevoæ fflement, a zatem – dlØ ostal~nyh matric iz H.

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 123 V [4, lemmy 8 i 9] my pokazali (dlØ proizvol~noæ stepeni unitarnoæ gruppy), qto esli nekotoryæ fflement a_{rk} matricy a raven 0, to pri l = ±k, j = ±r i i ≠ ±r ime¸tsØ vkl¸qeniØ a_{il}a^′_{lj} ∈ σ_{ij} i (1) a_{jl}S_{l,−l} (a^{−1})a^′_{−l,−j} ∈ Γ_j . (2) RassmatrivaØ v [4] naddiagonal~nye podgruppy v U (4, R, Λ), my obnarußili, qto pri naliqii v matrice a nulevogo fflementa vkl¸qeniØ (1) i (2) ime¸t mesto takße dlØ proizvol~nyh l, j i

i ≠ ±j. Naxa blißaæxaØ cel~ – dokazatel~stvo takih ße vkl¸-

qeniæ pri n > 2.

Naqnem s qastiqnogo oslableniØ usloviæ na indeksy v [4, lemmy 8 i 9] i perenesem na sluqaæ gruppy proizvol~noæ stepeni lemmu 10 iz [4] (ffto – pervaØ iz lemm o transvekciØh v rabote [4], gde my ograniqivalis~ gruppoæ maloæ stepeni).

Lemma 1. Predpoloßim, qto dlØ formennogo kol~ca vypolneno

uslovie T_{n−1}. Esli dlØ matricy a ∈ H pri nekotoryh indeksah r i k imeem a_{rk} = 0, to dlØ j = ±r, i ≠ ±r i l¸bogo indeksa l spravedlivy vkl¸qeniØ (1) i (2).

Dokazatel~stvo. S nebol~ximi izmeneniØmi my faktiqeski

povtorim rassußdeniØ, primenØvxiesØ ranee pri n = 2. DlØ

l ≠ ±k vse qetyre fflementa a_{±r,±l} moßno sqitat~ nenulevymi.

Kak i pri dokazatel~stve lemmy 10 iz [4], rassußdeniØ stavim v zavisimost~ ot qisla nulevyh fflementov v qetverke a_{±r,±k}.

1. Esli v ukazannoæ qetverke est~ hotØ by dva nenulevyh fflementa, to budem sqitat~ nulevym a_{−r,k} – vo vseh ostal~nyh sluqaØh moßno prosto soslat~sØ na sootvetstvu¸wu¸ qast~ dokazatel~stva lemmy 10 v [4]. Iz ravenstva ∑ s a^′_{ks}a_{sk} = 1 sleduet,

qto suwestvuet takoæ indeks s ≠ ±r, qto proizvedenie a^′_{ks}a_{sk} otliqno ot 0. Fiksiruem takoæ s i otmetim, qto v silu lemm 8 i 9 iz [4] oba ideala σ_{sr} i σ_{s,−r} sovpada¸t s R, a ffto oznaqaet spravedlivost~ vkl¸qeniæ (1) pri i = s. Idealy ße σ_{−s,r} i σ_{−s,−r} moßno sqitat~ nulevymi: v protivnom sluqae spravedlivost~ vseh naxih vkl¸qeniæ legko ustanavlivaetsØ primeneniem uße upominavxihsØ qasteæ dokazatel~stva lemmy 10 iz [4] libo k matrice T_{rs}(α)a, libo k matrice T_{−r,s}(α)a pri podhodØwem vybore α. Legko ponØt~, qto v takom sluqae fflement a_{−s,k} dolßen byt~

124 E. V. DYBKOVA nulevym, a ffto znaqit, qto naxa lemma spravedliva, esli paru indeksov (r, k) zamenit~ paroæ (s, k). Netrudno podsqitat~, qto togda a_{−s,l} = a_{−s,−l} = 0, pofftomu pri i = −s oba naxih vkl¸qeniØ trivial~ny.

Pri dokazatel~stve (1) dlØ i ≠ ±s my ispol~zuem redukci¸ k unitarnoæ gruppe men~xeæ stepeni. Oboznaqim qerez H_1 podgruppu teh matric iz H, dlØ kotoryh vse vnediagonal~- nye fflementy s-ogo stolbca ravny 0. Esli v kaßdoæ matrice iz H_1 vyqerknut~ stroki i stolbcy s nomerami ±s. to gruppa H_1 gomomorfno otobrazitsØ na naddiagonal~nu¸ podgruppu

H_2 gruppy U (2n − 2, R, Λ). Oboznaqiv qerez (τ, B) toqnu¸ for-

mennu¸ D-set~ porØdka 2n − 2, associirovannu¸ s H_2, imeem

U (τ, B) 6 H_2 6 N_U (τ, B) v silu usloviØ T_{n−1}, priqem τ_{ij} 6 σ_{ij} i B_i 6 Γ_i pri vseh indeksah, otliqnyh ot ±s (ffto sleduet iz [4,

lemma 6]). Dalee zameqaem, qto pri l¸bom obratimom θ iz R podgruppe H_1 prinadleßat vse matricy b = ad_l(θ)a^{−1}, i pofftomu dlØ kaßdogo i ≠ ±s i l¸bogo θ ∈ R^∗ my imeem vkl¸qeniØ b_{i,−r}b^′_{−r,r} ∈ σ_{ir} i b_{ir}b^′_{r,−r} ∈ σ_{i,−r}. (3) OstaetsØ pokazat~, qto esli a_{i,±l} obratimy, to pri podhodØwem vybore θ v levyh qastØh poluqennyh vkl¸qeniæ stoØt nenulevye proizvedeniØ. OgraniqimsØ pervym iz fftih proizvedeniæ, dlØ vtorogo rassußdeniØ analogiqny.

Predpoloßim snaqala, qto a_{−r,l}a^′_{lr} + a_{−r,−l}a^′_{−l,r} ≠ 0. Togda v silu lemmy 7 iz [4] fflement b^′_{−r,r} otliqen ot 0 dlØ vsØkogo obratimogo θ ≠ 1. Esli vzØt~ θ kommutiru¸wim s proizvedeniem

a^′_{l,−r} (a^′_{−l,−r} )^{−1} i predpoloßit~, qto dlØ nego b_{i,−r} = b^′_{i,−r} = 0, to,

kak nesloßno podsqitat~, θθ̄ = 1. RazumeetsØ, dlØ vseh obratimyh θ iz beskoneqnogo centralizatora a^′_{l,−r} (a^′_{−l,−r} )^{−1} takoe toßdestvo vypolnØt~sØ ne moßet, pofftomu pri nekotorom obratimom θ proizvedenie v levoæ qasti pervogo usloviØ (3) otliqno ot 0. Esli ße a_{−r,l}a^′_{lr} + a_{−r,−l}a^′_{−l,r} = 0, to rassmotrim dlØ

μ = a^{−1}_{−r,l}a_{−r,−l} ego centralizator R_1 = ζ_R(μ), invariantnyæ ot-

nositel~no invol¸cii. DlØ obratimogo θ iz R^0_1, otliqnogo ot ±1 (mnoßestvo takih θ beskoneqno), imeem b^′_{−r,r} ≠ 0. Vypolnenie ravenstva b_{i,−r} = 0 dlØ vseh naxih θ oznaqalo by, qto pri nekotorom nenulevom γ imeet mesto toßdestvo θγθ = γ, a ffto, kak pokazyvaet nesloßnaØ vykladka, nevozmoßno.

Pri dokazatel~stve vkl¸qeniæ (2) snaqala rassmatrivaem si-

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 125 tuaci¸, kogda a^′_{lt}a_{t,−l} ≠ 0 dlØ nekotorogo t ≠ ±r; v fftom sluqae iz-za (1) ediniqnymi okazyva¸tsØ vse qetyre ideala σ_{±t,±r}. Pofftomu σ_{r,−r} = σ_{−r,r} = R i, sledovatel~no, oba setevyh formennyh parametra Γ_r i Γ_{−r} soderßat Λ^m. Vyberem nenulevoæ fflement α tak, qtoby dlØ prinadleßaweæ H matricy c = T_{−r,t}(α)a fflement

c_{−r,−l} byl nulevym. Iz pervoæ qasti naxih rassußdeniæ sledu-

et, qto qastiqnaØ summa S_{l,−l}(c^{−1}) prinadleßit pereseqeni¸ Γ_r i Γ_{−r}; dlØ okonqaniØ dokazatel~stva v rassmatrivaemom sluqae ostaetsØ uqest~, qto summy S_{l,−l} (c^{−1}) i S_{l,−l}(a^{−1}) otliqa¸tsØ na fflement iz Λ^m.

Ne privodØ podrobnosti sootvetstvu¸wih vyqisleniæ, zametim, qto analogiqnym obrazom rassmatrivaetsØ sluqaæ, kogda a^′_{−l,t}a_{tl} ≠ 0 pri nekotorom t ≠ ±r. V ostavxemsØ sluqae

(a^′_{lt}a_{t,−l} = a^′_{−l,t}a_{tl} = 0 pri vseh t ≠ ±r) rassmatrivaem matricy b = ad_l(θ)a^{−1} dlØ obratimyh θ i primenØem uße upominavxu¸sØ

redukci¸ k gruppe men~xeæ stepeni.

2. Sluqaæ, kogda v qetverke a_{±r,±k} rovno odin fflement otliqen ot 0, faktiqeski rassmotren v dokazatel~stve lemmy 10 iz [4]. Predpoloßim teper~, qto vse fflementy fftoæ qetverki nulevye, i vnov~ zafiksiruem indeks s, dlØ kotorogo proizvedenie

a^′_{ks}a_{sk} obratimo. Ispol~zuØ rassußdeniØ, analogiqnye prime-

nØvximsØ v naqale dokazatel~stva naxeæ lemmy, svodim situaci¸ k sluqa¸, kogda vse qetyre ideala σ_{±s,±r} ravny 0. Dalee issleduem uslovie a_{s,−k}a^′_{−k,s} = 0 — iz pervoæ qasti naxego dokazatel~stva togda sleduet, qto nulevymi ØvlØ¸tsØ vse qetyre fflementa a_{±s,±l}, a ffto znaqit, qto naxi vkl¸qeniØ moßno poluqit~, primenØØ k matricam b = ad_l(θ)a^{−1} redukci¸.

Teper~ budem sqitat~ vse fflementy qetverki a_{±s,±k} nenulevymi. Nesloßnymi vyqisleniØmi, kotorye my privodit~ ne budem, situaci¸ moßno svesti k sluqa¸, kogda dlØ l¸bogo indeksa i ≠ ±s vse fflementy qetverki a_{±i,±k} ravny 0. V fftom sluqae my primenim k matrice g = ad_k(θ)a^{−1} novu¸ redukci¸ — vyqerknem ee stroki i stolbcy s nomerami ±r. Esli h — obraz matricy g pri ukazannoæ redukcii, to iz vkl¸qeniØ h_{−s,s}S_{s,−s}(h^{−1})h^′_{−s,s} ∈ Γ_{−s} sleduet, qto setevomu formennomu parametru Γ_{−s} prinadleßit proizvedenie a^′_{−k,−s}a_{−s,k}. DlØ okonqaniØ dokazatel~stva dostatoqno rassmotret~ prinadleßawu¸

126 E. V. DYBKOVA gruppe H matricu c = T_{−s,s} ( −a_{−s,k}a �1_{sk} ) a, zametiv, qto c_{−s,k} = 0, a ostal~nye fflementy v qetverke c_{±s,±k} otliqny ot 0.

Teper~, kak i bylo obewano, my perenesem na sluqaæ grupp proizvol~noæ stepeni lemmu 11 iz [4].

Lemma 2. Predpoloßim, qto dlØ formennogo kol~ca vypolneno

uslovie T_{n−1}. Esli dlØ matricy a ∈ H pri nekotoryh indeksah r i k imeem a_{rk} = 0, to dlØ l¸byh indeksov l, j i i ≠ ±j spravedlivy vkl¸qeniØ (1) i (2).

Dokazatel~stvo. My, razumeetsØ, sqitaem indeks j otliqnym

ot ±r, a vse fflementy j-oæ i (−j)-oæ strok naxeæ matricy — obratimymi. Kak i v dokazatel~stve predyduweæ lemmy, fiksiruem indeks s, dlØ kotorogo proizvedenie a^′_{rs}a_{sr} otliqno ot 0. Pri dokazatel~stve (1) berem i ≠ ±r i polagaem, qto vse fflementy i-oæ i (−i)-oæ strok obratimy (inaqe naxe utverßdenie oqevidno); po predyduweæ lemme imeem a_{i,−s}a^′_{−s,−r} ∈ σ_{i,−r} = R i

a_{−j,s}a^′_{sr} ∈ σ_{−j,r} = R, otkuda σ_{ij} = R, qto i trebuetsØ. Pri dokaza-

tel~stve (2) vospol~zuemsØ tem, qto v naxih usloviØh vse qetyre ideala σ_{±j,±r} sovpada¸t s R i pofftomu σ_{−j,j} = σ_{j,−j} = R; otmetim, qto v takoæ situacii oba setevyh formennyh parametra Γ_j i Γ_{−j} soderßat Λ^m. Dalee podbiraem α ∈ R tak, qtoby dlØ soderßaweæsØ v H matricy c = T_{−j,r}(α)a fflement c_{−j,s} byl raven 0 (Øsno, qto pri fftom α ≠ 0). PrimenØem k matrice c lemmu 1 i ssylaemsØ na to, qto raznost~ S_{l,−l} (c^{−1}) − S_{l,−l} (a^{−1}) prinadleßit

Λ^m.

Dalee dlØ grupp qetvertoæ stepeni v [4] my pokazyvali, qto dokazatel~stvo vkl¸qeniØ H 6 N_U (σ, Γ) moßno svesti k otyskani¸ v H kakoæ-nibud~ netrivial~noæ transvekcii korotkogo tipa; fftu lemmu 12 iz [4] my prosto pereformuliruem dlØ obwego sluqaØ, poskol~ku ee dokazatel~stvo faktiqeski ne zavisit ot stepeni unitarnoæ gruppy.

Lemma 3. Esli vypolneno uslovie Tn−1 i hotØ by dlØ odnoæ pary

indeksov r ≠ ±k ideal σ_{rk} sovpadaet s R, to H 6 N_U (σ, Γ).

Sledu¸wee utverßdenie, zaverxa¸wee pervyæ fftap dokazatel~stva naxeæ teoremy i naqina¸wee vtoroæ, — ffto analog

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 127 lemmy 14 iz [4]; my ne privodim ego dokazatel~stva, vnov~ ssylaØs~ na to, qto sootvetstvu¸wiæ rezul~tat v [4] ustanovlen faktiqeski dlØ unitarnyh grupp proizvol~noæ stepeni.

Lemma 4. Esli spravedlivo predpoloßenie Tn−1 i dlØ gruppy H

vypolneno hotØ by odno iz dvuh usloviæ 1. kaßdaØ matrica iz H soderßit nulevoæ fflement ili 2. H soderßit nekotoru¸ matricu, vse fflementy kotoroæ otliqny ot 0, i pri fftom σ_{rk} = R dlØ nekotoryh indeksov r ≠ ±k, to H 6 N_U (σ, Γ).

NaqinaØ s fftogo mesta, vezde dalee my budem sqitat~, qto naxa podgruppa H soderßit hotØ by odnu matricu, vse fflementy kotoroæ otliqny ot 0. DlØ okonqaniØ dokazatel~stva teoremy, takim obrazom, dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ perenosom na sluqaæ n > 2 lemmy 18 iz [4].

Lemma 5. Pust~ vypolneno uslovie Tn−1 i H soderßit taku¸

matricu iz nenulevyh fflementov a, qto dlØ nekotorogo indeksa r qastiqnaØ summa dlinnogo tipa S_{r,−r} (a) ravna 0. Togda H soderßit i netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego zametim, qto indeks r, o kotorom

idet req~ v uslovii, moßno sqitat~ ravnym 1. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae my moßem vzØt~ podstanovku π iz gruppy W_n, dlØ kotoroæ π(r) = 1, a usloviØ ε(i) = ε(j) i ε(π(i)) = ε(π(j)) ffkvivalentny pri l¸byh indeksah. Esli p_π — unitarnaØ matrica takoæ podstanovki (sm. [2]), to H_1 = p_π Hp^{−1}_π — naddiagonal~naØ podgruppa v U (2n, R, Λ), priqem ne soderßawaØ nulevyh fflementov matrica b = p_πap^{−1}_π prinadleßit H_1 i S_{1,−1}(b) = 0. Legko ponØt~, qto H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa togda i tol~ko togda, kogda nekotoru¸ netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa soderßit podgruppa H_1.

Itak, pust~ S_{1,−1}(a) = 0. Predpoloßim, qto utverßdenie naxeæ lemmy neverno i podgruppa H ne soderßat netrivial~nyh transvekciæ korotkogo tipa. DomnoßaØ pri neobhodimosti a sprava na podhodØwu¸ diagonal~nu¸ unitarnu¸ matricu, moßno sqitat~, qto a_{1l} = 1 pri vseh l > 0; Øsno, qto pri fftom uslovie

128 E. V. DYBKOVA

S_{1,−1}(a) = 0 sohranitsØ i budet oznaqat~, qto ∑ l>0 a^′_{l,−1} = ∑ l>0 a_{1,−l} = 0. DlØ obratimyh θ iz R nam potrebu¸tsØ dal~xe matricy c(θ) = ad(θ)a^{−1} = ad_1(θ) . . . d_n(θ)a^{−1} — legko ponØt~, qto c_{1,−1}(θ) = 0 dlØ kaßdogo θ. Iz-za otsutstviØ v H netrivial~nyh transvekciæ korotkogo tipa v silu lemmy 2 dlØ proizvol~nogo obratimogo θ libo c_{1k}(θ) = 0 dlØ vseh k ≠ 1 (takie θ uslovimsØ nazyvat~ fflementami pervogo roda, oni obrazu¸t podgruppu v R^∗), libo c_{11}(θ) = 0 (v fftom sluqae skaßem, qto θ — fflement vtorogo roda). Dal~neæxie rassußdeniØ, kotorye my razdelim na dve bol~xie qasti, svØzany s suwestvovaniem fflementov vtorogo roda.

1) Snaqala predpoloßim, qto pri vseh l > 0 fflementy a_{1,−l} kommutiru¸t. Rassmotrim koneqnu¸ cepoqku centralizatorov

Q_1 = ζ_R(a_{1,−1}), Q_2 = ζ_{Q1} (a_{1,−2}),

. . . Q_n = ζ_Qn�_1 (a_{1,−n}) = R_1.

Togda R_1 — takoe beskoneqnoe podtelo naxego tela R, qto vse

a_{1,−l} prinadleßat centru R_1 (otmetim, qto R_1 neobØzatel~no in-

variantno otnositel~no invol¸cii). Esli R^∗_1 sostoit tol~ko iz fflementov pervogo roda, to (θ − θ̄^{−1})S_{1k}(a) = 0 pri vseh θ ∈ R^∗_1 i k. Ravenstvo θ = θ̄^{−1} dlØ vseh obratimyh θ vypolnØt~sØ ne moßet — togda R_1 bylo by invariantnym otnositel~no invol¸cii telom s takim svoæstvom, a ffto protivoreqit [6, §6.1A]. Sledovatel~no S_{1k}(a) = 0 pri vseh k ≠ 1. No togda

S_{11}(a) = ∑ k S_{1k}(a)a_{k1} = ∑ l>0 a_{1l} ( ∑ k a^′_{lk}a_{k1} ) = 1 i pofftomu dlØ proizvol~nogo m > 1 a_{1,−m} = ∑ k S_{1k}(a)a_{k,−m} = ∑ l>0 a_{1l} ( ∑ k a^′_{lk}a_{k−m} ) = 0,

qto protivoreqit otsutstvi¸ v matrice a nulevyh fflementov.

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 129 Itak, nekotoryæ θ ∈ R^∗_1 ØvlØetsØ fflementom vtorogo roda; togda θ^{−1} — toße fflement vtorogo roda. Takim obrazom 0 = ∑ l>0 a_{1l}θ^{−1}a^′_{l1} + ∑ l>0 a_{1,−l}θ̄a^′_{−l,1} = θ^{−1}S_{11}(a) + θ̄ (1 − S_{11}(a))

i θθ̄(S_{11}(a) − 1) = S_{11}(a).

˚sno, qto narØdu s poslednim imeetsØ i ravenstvo θ̄θS_{11}(a) =

S_{11}(a) − 1, iz qego sleduet unitarnost~ θ^2. Pofftomu esli v R^∗_1

nam udastsØ naæti fflement vtorogo roda, kvadrat kotorogo ne ØvlØetsØ unitarnym, to poluqitsØ iskomoe protivoreqie.

Razberem po otdel~nosti dve situacii.

a) Pust~ pri l¸byh poloßitel~nyh p i q fflementy a_{1,−p} i

a_{1,−q} kommutiru¸t; togda telo R_1 invariantno otnositel~no in-

vol¸cii. Rassmotrim ewe odin centralizator R_2 = ζ_{R1} (θ^2) i vyberem θ_1 iz R^0_2 tak, qtoby fftot fflement byl otliqen ot 0 i ±1. Poskol~ku θ — fflement vtorogo roda, imeem

c_{1k}(θ) = (θ − θ^{−1})S_{1k}(a) ≠ 0

dlØ nekotorogo indeksa k ≠ ±1, iz qego sleduet c_{1k}(θ_1) ≠ 0, a ffto znaqit, qto θ_1 — takße fflement vtorogo roda. Ego kvadrat, oqevidno, moßet byt~ unitarnym tol~ko pri char R ≠ 2 i θ^2_1 = −1. Dal~xe polagaem R_3 = ζ_{R2} (θ_1) i berem kakoæ-nibud~ θ_2 iz R^0_3, otliqnyæ ot 0, ±1 i ±θ_1, — togda θ_2 ØvlØetsØ fflementom vtorogo roda, a θ^2 ne ØvlØetsØ unitarnym. Iskomoe protivoreqie my poluqili.

b) Pust~ teper~ dlØ nekotoryh poloßitel~nyh p i q fflementy

a_{1,−p} i a_{1,−q} = α ne kommutiru¸t. Prinadleßawie telu R_1 ffle-

menty α i α + 1 ØvlØ¸tsØ fflementami vtorogo roda, poskol~ku oba oni ne mogut byt~ unitarnymi. Unitarnost~ ih kvadratov oznaqaet ravenstva

α^2ᾱ^2 = 1 i ( α^2 + 2α + 1 ) ( ᾱ^2 + 2ᾱ + 1 ) = 1.

No togda ᾱ^2 soderßitsØ v R_1, char R = 2 (poskol~ku ᾱ /∈ R_1) i

α^2 + α + 1 = 0 = ᾱ^2 + ᾱ + 1, qto protivoreqit ᾱ /∈ R_1.

2) Predpoloßim teper~, qto dlØ kakih-to poloßitel~nyh indeksov p i q fflementy α = a_{1,−p} i β = a_{1,−q}

130 E. V. DYBKOVA ne kommutiru¸t. Pri μ = β̄ᾱ^{−1} voz~mem kakoæ-nibud~ fflement θ, ne kommutiru¸wiæ s μ, i poloßim

η = μθμ^{−1} i – = (μ + 1)θ(μ + 1)^{−1}

(otmetim, qto η i – ne ravny θ i ne kommutiru¸t s μ). DlØ takih fflementov nam potrebuetsØ matrica

g(θ) = ad(–)d_p(–^{−1}θ)d_q(–^{−1}η)a^{−1}.

Nesloßnyæ podsqet pokazyvaet, qto g_{1,−1}(θ) = 0, a ffto oznaqaet, qto libo g_{1k}(θ) = 0 dlØ vseh k ≠ 1, libo g_{11}(θ) = 0. RassmatrivaØ matricu

h(θ) = c(–^{−1})g(θ) = ad_p(–^{−1}θ)d_q (–^{−1}η)a^{−1},

neposredstvennymi vyqisleniØmi ustanavlivaem, qto

h_{1,−1}(θ) = ( α(μ̄ + 1)^{−1}θ̄ − β(μ̄ + 1)^{−1}θ̄μ̄^{−1} ) (μ̄θ̄^{−1} − θ̄^{−1}μ̄).

Poskol~ku h_{1,−1}(θ), oqevidno, otliqen ot 0, my imeem g_{11}(θ) = 0 i c_{11}(–^{−1}) = 0, qto oznaqaet ravenstvo 1 = ∑ l>0 (a_{1,−l} − –a_{1,−l} ¯–) a^′_{−l,1}. (4) ZamenØØ θ na θ + 1 i – na – + 1, poluqaem takße ∑ l>0 (–a1,−l + a1,−l ¯– + a1,−l) a^′_{−l,1} = 0. (5) Dal~neæxie rassußdeniØ zavisØt ot harakteristiki naxego tela. Pri char R ≠ 2 v (4) moßno – zamenit~ na – − 1 i poluqit~ ∑ l>0 (–a1,−l + a1,−l ¯– − a1,−l) a^′_{−l,1} = 0, otkuda sledu¸t ravenstva ∑ l>0 a_{1,−l}a^′_{−l,1} = 0 i ∑ l>0 a_{1,−l} ¯–a^′_{−l,1} = 0. (6)

Pri char R = 2 ffti ße sootnoxeniØ (6) moßno poluqit~ iz neskol~ko inyh soobraßeniæ: dostatoqno vospol~zovat~sØ tem, qto

–1 = –μ i –2 = –(μ+1) ne kommutiru¸t s μ. DlØ okonqaniØ doka-

zatel~stva lemmy ostaetsØ zametit~, qto (4) i (6) protivoreqat drug drugu.

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 131 DokazannaØ lemma pozvolØet dalee sqitat~, qto dlØ vseh ne soderßawih nulevyh fflementov matric iz H vse qastiqnye summy dlinnogo tipa otliqny ot 0. Sledu¸wee naxe utverßdenie pokazyvaet, qto pri naloßennyh na naxe formennoe kol~co ograniqeniØh dostatoqno v H naæti kaku¸-nibud~ netrivial~nu¸ transvekci¸ dlinnogo tipa.

Lemma 6. Pust~ vypolneno uslovie Tn−1. Esli podgruppa H so-

derßit ne ime¸wu¸ nulevyh fflementov matricu a, dlØ kotoroæ pri nekotorom indekse r qastiqnaØ summa S_{r,−r} (a) prinadleßit Λ^m, i soderßit matricu b, ime¸wu¸ nulevye fflementy, no ne ØvlØ¸wu¸sØ monomial~noæ, to H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa.

Dokazatel~stvo. Kak i v dokazatel~stve predyduweæ lemmy,

my moßem polagat~ r = 1 i a_{1l} = 1 pri vseh poloßitel~nyh l. ProvodØ pri neobhodimosti skffæling formennogo kol~ca (R, Λ) s pomow~¸ S_{1,−1}(a) (fftu qastiqnu¸ summu estestvenno sqitat~ nenulevoæ — inaqe moßno prosto soslat~sØ na lemmu 5, dopolnitel~no my moßem predpolagat~, qto S_{1,−1}(a) = 1, priqem 1 ØvlØetsØ sledom otnositel~no naxeæ invol¸cii (podrobnosti takogo podhoda privedeny v naqale razdela 8 raboty [4]).

Esli matrica b ne ØvlØetsØ monomial~noæ, to dlØ nekotoroæ troæki indeksov i, j i k (j ≠ k) fflementy b_{ij} i b_{ik} obratimy. Vyberem indeks s tak, qtoby b^′_{si} byl nenulevym; togda oba proizvedeniØ b^′_{si}b_{ij} i b^′_{si}b_{ik} obratimy, otkuda sleduet suwestvovanie v H netrivial~noæ transvekcii korotkogo tipa, esli j i k otliqny ot ±s. Pofftomu budem sqitat~, qto j = s i k = −s. Togda iz lemmy 2 sleduet, qto Γ_i ≠ 0, to est~ v gruppe H soderßitsØ netrivial~naØ transvekciØ dlinnogo tipa.

Dalee rassmatrivaem prinadleßawu¸ H matricu c = aT_{i,−i}(γ), poloßiv γ = 1 pri poloßitel~nom i i γ = a^{−1}_{1i} a^{−1}_{1i} pri otricatel~nom i (v oboih sluqaØh argument transvekcii prinadleßit

Λ^m). Legko ponØt~, qto S_{1,−1}(c) = 0, a ffto znaqit, qto naxe utver-

ßdenie sleduet iz predyduwih lemm.

Ustanovim teper~ odin prostoæ fakt, svØzannyæ s “poqti central~nymi” fflementami nekommutativnogo tela.

132 E. V. DYBKOVA

Lemma 7. Predpoloßim, qto 1 ØvlØetsØ sledom otnositel~no

invol¸cii. Esli dva fflementa α i β naxego tela kommutiru¸t so vsemi unitarnymi fflementami iz R, to v qetverke α, ᾱ, β, β̄ vse fflementy kommutiru¸t.

Dokazatel~stvo. Napomnim (my govorili ob fftom v [4]), qto

kaßdyæ neediniqnyæ unitarnyæ fflement θ tela R predstavim v vide θ = 1 − ¯–^{−1} pri – + ¯– = 1. Pofftomu iz usloviØ naxeæ lemmy sleduet, qto i α, i β kommutiru¸t s proizvol~nymi fflementami additivnoæ gruppy R^−. Zametim, qto esli char R = 2, to po lemme D~edonne (sm. [5, lemma 1]) α i β okazyva¸tsØ central~- nymi, a naxe utverßdenie — trivial~nym. Rassmotrim dalee sluqaæ char R ≠ 2. Togda α kommutiruet s α − ᾱ, a pofftomu i s ᾱ; po analogiqnoæ priqine β kommutiruet s β̄. Esli β ≠ β̄, to naxe utverßdenie sleduet iz togo, qto α kommutiruet s β − β̄ i s β^2 − β̄^2. Pri β = β̄ ravenstvo αβ = βα dokazyvaetsØ neskol~ko inaqe: berem unitarnyæ fflement θ, otliqnyæ ot ±1, i pol~zuemsØ tem, qto proizvedenie (θ − θ̄)β prinadleßit R^−.

Dokaßem teper~ zakl¸qitel~nu¸ lemmu o transvekciØh, iz kotoroæ sleduet naxa teorema.

Lemma 8. Pust~ vypolneno uslovie Tn−1. Esli podgruppa H so-

derßit ne ime¸wu¸ nulevyh fflementov matricu a, dlØ kotoroæ pri nekotorom indekse r qastiqnaØ summa S_{r,−r} (a) prinadleßit Λ^m, to H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo ti- pa. Dokazatel~stvo. My, razumeetsØ, sqitaem, qto 1 ØvlØetsØ sle-

dom otnositel~no invol¸cii, qastiqnaØ summa S_{1,−1}(a) ravna 1 i a_{1l} = 1 pri vseh poloßitel~nyh l. Vospol~zuemsØ tem, qto gruppa U(R) vseh unitarnyh fflementov naxego tela beskoneqna, priqem dlØ vsØkogo θ iz U(R) v matrice c(θ) = ad(θ)a^{−1} ee fflement c_{1,−1}(θ) raven 0.

Rassmotrim dve razliqnye situacii.

1) Snaqala dokaßem spravedlivost~ naxego utverßdeniØ pri uslovii, qto vse fflementy pervoæ stroki matricy a kommutiru¸t s l¸bym unitarnym fflementom. V silu lemmy 6 kaßdu¸ matricu c(θ) (pri unitarnom θ) moßno sqitat~ monomial~noæ;

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 133 oqevidno, qto v rassmatrivaemoæ situacii c_{11}(θ) = θ = c_{−1,−1}(θ). Esli v ravenstve ad(θ) = c(θ)a my priravnØem fflementy, stoØwie na sootvetstvu¸wih mestah poslednih strok fftih dvuh matric, to poluqim a_{−1,j}θ = θa_{−1,j} pri l¸bom j. Vse fflementy pervoæ i posledneæ strok matricy a kommutiru¸t so vsemi unitarnymi fflementami naxego tela, pofftomu v silu lemmy 7 vse oni prinadleßat nekotoromu podpol¸ tela R, invariantnomu otnositel~no invol¸cii. V fftom sluqae naxe utverßdenie ØvlØetsØ sledstviem lemmy 4 i teoremy 3 iz [4].

2) Pust~ teper~ a_{1,−p}θ ≠ θa_{1,−p} dlØ nekotorogo poloßitel~nogo indeksa p i kakogo-to unitarnogo fflementa θ. Pokaßem, qto v fftom sluqae suwestvuet poloßitel~nyæ indeks q, dlØ kotorogo ne vse fflementy gruppy R^− vhodØt v centralizator proizvedeniØ a^{−1}_{1,−p}a_{1,−q}. �to oqevidno pri char R = 2: esli by vse invariantnye otnositel~no invol¸cii fflementy soderßalis~ v ζ_R(a^{−1}_{1,−p}a_{1,−l}) dlØ vseh l > 0, to po uße upominavxeæsØ lemme D~edonne my imeli by a_{1,−l} = γ_l a_{1,−p}, gde γ_l prinadleßat centru tela, iz qego sledovala by central~nost~ samogo a_{1,−p}, a ffto ne tak. Pri char R ≠ 2 predpoloßim, qto gruppa R^− soderßitsØ v centralizatore ζ_R(a^{−1}_{1,−p}a_{1,−l}) dlØ kaßdogo l > 0. PonØtno, qto v fftom sluqae a^{−1}_{1,−p}a_{1,−l} kommutiruet so vsemi unitarnymi fflementami naxego tela, v qastnosti, s θ, to est~

a_{1,−p}θa^{−1}_{1,−p} = a_{1,−l}θa^{−1}_{1,−l}. No togda okazyvaetsØ, qto

c_{1,−1}(θ) = 0 = ∑ l>0 (a_{1,−l}θ − θa_{1,−l})a^′_{−l,−1} = = ∑ l>0 (a_{1,−p}θa^{−1}_{1,−p} − θ)a_{1,−l}a^′_{−l,−1} = θ − a_{1,−p}θa^{−1}_{1,−p}, a ffto protivoreqit usloviØm na p i θ.

Zafiksiruem dalee indeksy p i q, dlØ kotoryh R^− ne soderßitsØ v ζ_R(a^{−1}_{1,−p}a_{1,−q}), i vvedem oboznaqeniØ

a_{1,−p} = α, a_{1,−q} = β, β̄ᾱ^{−1} = μ i R_1 = ζ_R(μ).

˚sno, qto togda R^− ne soderßitsØ i v R_1. V fftom sluqae naædutsØ unitarnye fflementy –_1 i –_2, ne prinadleßawie R_1, dlØ

134 E. V. DYBKOVA kotoryh proizvedenie –_1–_2 takße ne prinadleßit R_1 (my opuskaem dokazatel~stvo suwestvovaniØ takoæ pary, poskol~ku ono praktiqeski bukval~no povtorØet rassußdeniØ v dokazatel~stve lemmy 20 iz [4]).

Teper~ my ispol~zuem tot ße priem, qto i v dokazatel~stve lemmy 5. DlØ proizvol~nogo unitarnogo –, ne prinadleßawego

R_1, poloßim

θ = (μ + 1)^{−1}–(μ + 1) i η = (μ^{−1} + 1)^{−1}–(μ^{−1} + 1)

i rassmotrim matricu

g(–) = ad(–)dp(–^{−1}θ)dq (–^{−1}η)a^{−1}.

Neposredstvennym vyqisleniem nesloßno ubedit~sØ v tom, qto

g_{1,−1}(–) = 0. Lemma 6 pozvolØet sqitat~ matricu g(–) monomi-

al~noæ. Pofftomu monomial~noæ ØvlØetsØ takße matrica

h(–) = c(–^{−1})g(–),

dlØ kotoroæ h_{1,−1}(–) ≠ 0. Vyberem dalee kakoæ-nibud~ indeks s, otliqnyæ ot ±p i ±q (ffto vozmoßno iz-za usloviØ n > 2). RassmatrivaØ fflement matricy

h(–)a = adp(–^{−1}θ)dq (–^{−1}η), (7)

stoØwiæ na meste (1, s), poluqaem

h_{1,−1}(–)a_{−1,s} = a_{1s},

a ffto znaqit, qto h_{1,−1}(–) ne zavisit ot vybora unitarnogo –, ne prinadleßawego R_1. V to ße vremØ, na meste (1, p) v matrice (7) stoit

h_{1,−1}(–)a_{−1,p} = a_{1p}–^{−1}θ,

pofftomu i proizvedenie –^{−1}θ ne zavisit ot vybora –. Vspomniv, qto unitarnye fflementy –_1 i –^{−1}_2 ne prinadleßat R_1, poluqaem ots¸da

–^{−1}_1 (μ + 1)^{−1}–1(μ + 1) = –2(μ + 1)^{−1}–^{−1}_2 (μ + 1).

No togda –_1–_2 kommutiruet s μ, a ffto protivoreqit vyboru –_1

i –2.

V zakl¸qenie avtor sqitaet svoim priØtnym dolgom poblagodarit~ N. A. Vavilova za vnimanie k rabote i poleznye obsußdeniØ.

NADDIAGONAL^NYE PODGRUPPY 135

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

2. E. V. Dybkova, O soprØßennosti setevyh podgrupp v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad polem. — Vestn. S.-Peterburg. un-ta, Ser.1, 22 (1997), 10–12.

3. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy dlØ horoxego formennogo kol~ca nad polem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 87–96.

4. E. V. Dybkova, O naddiagonal~nyh podgruppah giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad nekommutativnym telom. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 154–206.

5. J. Dieudonné, On the structure of unitary groups. — Trans. Amer. Math. Soc. 72 (1952), 367–385.

6. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Springer, Berlin et al. (1989).

Dybkova E. V. Overdiagonal subgroups of the hyperbolic unitary group for the good form ring over a skew field.

In the hyperbolic unitary group over a skew field we study the lattice of subgroups containing all diagonal unitary matrices. If a form parameter is minimal, this lattice has the standard description in terms of net subgroups. In our previous paper this fact was proved for the groups of degree 4.

Postupilo 20 oktØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet