Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ S CIKLIQESKIM ˚DROM

Interes k dovol~no qastnoæ zadaqe, stavxeæ predmetom naxego issledovaniØ, iniciirovan rabotoæ [1]. Tam pokazano, qto razreximost~ v radikalah neprivodimogo uravneniØ prostoæ stepeni p vleqet razreximost~ zadaqi pogrußeniØ kvadratiqnogo rasxireniØ osnovnogo polØ v rasxirenie s cikliqeskoæ 2- gruppoæ Galua, imenno, stepen~ iskomogo rasxireniØ ØvlØetsØ maksimal~noæ stepen~¸ dvoæki, delØweæ p − 1.

Zadaqa pogrußeniØ s Ødrom, ØvlØ¸wimsØ cikliqeskoæ 2- gruppoæ, issledovalas~ neodnokratno (sm. [2–5]). Kak izvestno, uslovie soglasnosti Faddeeva–Hasse dlØ takoæ zadaqi ne garantiruet pogrußaemosti, esli porØdok Ødra bol~xe 4. Naædeny i dopolnitel~nye usloviØ pogrußeniØ. V fftoæ rabote my rassmotrim zadaqu pogrußeniØ s cikliqeskoæ 2-gruppoæ dlØ qislovyh poleæ i naædem uslovie pogrußeniØ v terminah normennyh otobraßeniæ. Dalee, v kaqestve sledstviØ, rassmotrim podobnu¸ zadaqu nad polem racional~nyh qisel Q.

§1. RedukciØ ishodnoæ zadaqi pogrußeniØ

Pust~ k – pole algebraiqeskih qisel, priqem √ −1 /∈ k, √ 2 /∈ k, √ −2 /∈ k, K = k( √ m) – kvadratiqnoe rasxirenie polØ k s gruppoæ Galua F i 1 −→ A −→ G^φ−→ F −→ 1 (1) rasxirenie cikliqeskih 2-grupp, gde G – cikliqeskaØ gruppa porØdka 2^n. Voznikaet zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, φ), sostoØwaØ v postroenii rasxireniØ L s gruppoæ avtomorfizmov G nad polem k, priqem K ⊂ L i ograniqenie avtomorfizma g ∈ G na pole

Rabota vypolnena pri podderßke fonda RFFI, grant 03-01-00633a, 03-01-00349 i Programmy 2003 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 144

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 145 K sovpadaet s φ(g). Esli n 6 3, to Ødro zadaqi pogrußeniØ men~- xe ili ravno 4 i v fftom sluqae zadaqa pogrußeniØ razrexima, esli vypolneno uslovie soglasnosti. Pofftomu v dal~neæxem budem sqitat~, qto n > 3.

Pust~ G_1 – cikliqeskaØ gruppa porØdka 16 i

1 −→ A_1 −→ G_1^{φ1}−→ F −→ 1 – gruppovoe rasxirenie,

poluqennoe faktorizacieæ Ødra A po podgruppe porØdka

2^{n−4}. Togda my imeem soputstvu¸wu¸ zadaqu pogrußeniØ

(K/k, G_1, φ_1). (2)

Teorema 1. Esli vypolneno uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (1),

to razreximost~ zadaqi (2) vleqet razreximost~ zadaqi (1).

Dokazatel~stvo. Pust~^¯k – maksimal~noe algebraiqeskoe ras-

xirenie polØ k s gruppoæ Galua F , f i f_1 – klassy kogomologiæ iz gruppy H^2(F, A) i H^2(F, A_1), sootvetstvu¸wie rasxireniØm G i G_1.

Pust~ λ – gomomorfizm pod¨ema H^2(F, A) → H^2(F , A) i λ_1 – gomomorfizm pod¨ema H^2(F, A_1) → H^2(F , A_1). Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu

H^2(F , A)^β−−−−→ H^2(F , A_1) α α1 ∑ p H^2(F_p, A)^δ−−−−→ ∑ p H^2(F_p, A_1),

gde p – prostoæ divizor polØ k, F_p – gruppa Galua maksimal~- nogo algebraiqeskogo rasxireniØ popolneniØ k_p polØ k v toqke p. Gomomorfizmy β i δ inducirovany gomomorfizmom A → A_1.

Razreximost~ zadaqi (1) oznaqaet, qto λf = 0, a razreximost~ zadaqi (2), qto λ_1f_1 = 0. Vypolnenie usloviØ soglasnosti dlØ zadaqi (1) oznaqaet, qto αλf = 0. Takim obrazom, nam dostatoqno pokazat~, qto gomomorfizm β induciruet monomorfizm

Ker α → Ker α_1.

Pust~^¯k^∗ – mul~tiplikativnaØ gruppa polØ^¯k,^^A = Hom(A,^¯k^∗) i^^A_1 = Hom(A_1,^¯k^∗). Soglasno dvoæstvennosti Teæta [7] Ødra oto-

146 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E braßeniæ α i α_1 dvoæstveny Ødram otobraßeniæ

H^1(F , Â) → ∏ p H^1(F_p, Â) i H^1(F , Â_1) → ∏ p H^1(F_p, Â_1)

sootvetstvenno (analogiqnyæ rezul~tat dokazan A. V. ˚kovlevym v [5]).

Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu H^1(F , Â)^ᾱ−−−−→ ∏ p H^1(F_p, Â) β̄ δ̄ H^1(F , Â_1)^{ᾱ1}−−−−→ ∏ p H^1(F_p, Â_1)

Soglasno dvoæstvennosti Teæta nam dostatoqno pokazat~, qto gomomorfizm^¯β in¨ektiven na Ødre otobraßeniØ ᾱ_1. Pokaßem ffto.

Pust~ x ∈ H^1(F ,^^A_1), ᾱ_1x = 0 i^¯βx = 0. Oboznaqim qerez F_0 podgruppu v F , sostoØwu¸ iz fflementov, deæstvu¸wih trivial~no na^^A i qerez H oboznaqim faktor gruppu F /F_0. Ograniqenie x na podgruppu H^1(F_0,^^A_1) trivial~no, tak kak otobraßenie

H^1(F_0, Â_1) → ∏ p H^1(F_{0p}, Â_1) in¨ektivno (zdes~ F_{0p} – sootvetstvu-

¸wie lokal~nye gruppy).

Podgruppa F_0 sootvetstvuet podpol¸ K_0, poluqennomu iz k prisoedineniem vseh korneæ iz 1 stepeni 2^n. Takim obrazom, gruppa H – ffto abeleva gruppa s dvumØ obrazu¸wimi τ i γ i sootnoxeniØmi τ^{2n}�^2 = 1, γ^2 = 1. Esli ζ_n – pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni 2^n, to moßno sqitat~, qto avtomorfizmy τ i γ vybrany tak, qto deæstvu¸t na ζ_n sledu¸wim obrazom:

ζ^τ_n = ζ^5_n, ζ^γ_n = ζ^{−1}_n .

Kak bylo zameqeno, ograniqenie fflementa x na H^1(F_0,^^A_1) trivial~no, sledovatel~no, suwestvuet x_1 ∈ H^1(H,^^A_1), otobraßa¸- wiæsØ v x pri gomomorfizme pod¨ema H^1(H,^^A_1) → H^1(F ,^^A_1). Zametim, qto ograniqenie x_1 na gruppu H^1({τ },^^A_1) trivial~no, t.k. suwestvuet analogiqnaØ lokal~naØ podgruppa. Sledovatel~- no, x_1 poluqaetsØ pod¨emom fflementa iz gruppy H^1(H/{τ },^^A^{{τ}}_1 ). Gruppa H/{τ } – cikliqeskaØ gruppa vtorogo porØdka, a gruppa

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 147

Â^{{τ}}_1 – cikliqeskaØ gruppa porØdka 4, sostoØwego iz harakte-

rov gruppy A_1 so znaqeniØmi v gruppe korneæ qetvertoæ stepeni iz 1. Analogiqnym obrazom ustroena i gruppa H^1(H/{τ },^^A^{{τ}}). Pri vypolnenii usloviØ soglasnosti dlØ zadaqi (1), i sledovatel~no, i dlØ zadaqi (2), dopolnitel~noe uslovie pogrußeniØ dlØ zadaq (1) i (2) sootvetstvuet trivial~nomu harakteru gruppy H^1(H/{τ }, μ_4), gde μ_4 – gruppa korneæ qetvertoæ stepeni iz 1. Sledovatel~no, dopolnitel~nye usloviØ dlØ zadaq (1) i (2) sovpada¸t. Teorema dokazana.

Zameqanie. Uslovie^√−1,^√2,^√−2 /∈ k ne oslablØet rassma-

trivaemu¸ zadaqu. Esli √ −1 ∈ k, to gruppa H – cikliqna, sle-

dovatel~no, uslovie soglasnosti dostatoqno dlØ razreximosti zadaqi pogrußeniØ. Esli √ 2 ∈ k ili √ −2 ∈ k, to v fftom sluqae

nußno delat~ redukci¸ k gruppe bolee vysokogo porØdka qem 16, no i v fftom sluqae gruppa Galua korneæ iz 1, kotorye nußno prisoedinit~ k pol¸ k, ime¸t porØdok 4.

§2. Rexenie reducirovannoæ zadaqi

V nastoØwem paragrafe my rassmotrim zadaqu pogrußeniØ kvadratiqnogo rasxireniØ k( √ m) polØ k v cikliqeskoe rasxirenie stepeni 16. Budem po-preßnemu predpolagat~, qto √ −1, √ 2, √ −2 /∈ k. Pust~ k_1 = k( √ −1),k_2 = k( √ −1, √ −2), i k_3 – polØ, poluqennye iz k prisoedineniem pervoobraznyh korneæ iz 1 sootvetstvenno qetvertoæ, vos~moæ i xestnadcatoæ stepeni. Gruppa Galua Γ rasxireniØ k_3/k imeet dve obrazu¸wie σ i τ , priqem σ^4 = 1, τ^2 = 1 i deæstvie avtomorfizmov σ i τ v rasxirenii k_3/k opredelØetsØ sledu¸wimi formulami:

ζ^σ_{16} = ζ^5_{16}, ζ^τ_{16} = ζ^{−1}_{16} .

Zametim, qto μ ∈ k^∗_3 opredelØet cikliqesku¸ algebru Galua nad polem k xestnadcatoæ stepeni, esli μ^{σ−5} = A^{16}_1 i

μ^{τ +1} = A^{16}_2 , gde A_1, A_2 ∈ k^∗_3 . Deæstvitel~no, k-algebra k_3(^{16} √ μ) imeet gruppu avtomorfizmov {α} × Γ, gde {α} – cikliqeskaØ gruppa porØdka 16 s obrazu¸wim fflementom α i deæstvie α na^{16}√μ zadaetsØ sledu¸wim obrazom:^{16}√μ^{α−1} = ζ_{16}. Togda 16√ μ^{ατ} = (^{16} √ μζ_{16})^τ =^{16} √ μ^{−1}A_2ζ^{−1}_{16} . S drugoæ storony,^{16} √ μ^{τα} = (^{16} √ μ^{−1}A_2)^α =^{16} √ μ^{−1}ζ^{−1}_{16} A_2. Analogiqno proverØetsØ, qto avto-

morfizmy α i σ kommutiru¸t meßdu soboæ. Takim obrazom,

148 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

k_3(^{16} √ μ) – algebra Galua nad k s gruppoæ {α} × Γ. Podalgebra L, sootvetstvu¸waØ podgruppe Γ, ØvlØetsØ algebroæ Galua xestnadcatoæ stepeni nad k. ˚sno, qto L ØvlØetsØ rasxireniem polØ k, esli μ = mμ^2_1, μ_1 ∈ k_3. Moßno pokazat~, qto dlØ rasxireniæ qetvertoæ stepeni fflement μ vybiraetsØ v pole k_1, a dlØ rasxireniæ vos~moæ stepeni – v pole k_2.

Teorema 2. Pust~ (k(^√m)/k, G, φ) – zadaqa pogrußeniØ poleæ al-

gebraiqeskih qisel, gde G – cikliqeskaØ gruppa porØdka 16, i pust~ dlØ rassmatrivaemoæ zadaqi pogrußeniØ vypolneno uslovie soglasnosti. Esli H^3(Γ_2, k^∗_2) = 0, gde Γ_2 – gruppa Galua rasxireniØ k_2/k, to zadaqa pogrußeniØ razrexima. Esli H^3(Γ_2, k^∗_2) ≠ 0, to dlØ razreximosti zadaqi neobhodimo i dostatoqno, qtoby m bylo normoæ v rasxirenii k_2/k.

Dokazatel~stvo. Esli H^3(Γ2, k^∗_2 ) = 0, to zadaqa pogrußeniØ

razrexima (sm. [3, 6]).

Predpoloßim, qto zadaqa pogrußeniØ razrexima i H^3(Γ_2, k^∗_2 )

≠ 0. DlØ kaßdogo prostogo divizora p polØ k qerez n_p oboznaqim

qislo prostyh divizorov polØ k_2, delØwih p. Izvestno, qto porØdok gruppy H^3(Γ_2, k^∗_2 ) – ffto naibol~xiæ obwiæ delitel~ qisel

n_p, sledovatel~no, esli gruppa H^3(Γ_2, k^∗_2) ≠ 0, to ee porØdok ra-

ven 2. Uslovie soglasnosti sostoit v raspadenii kvaternionnyh algebr [m, −1], [m, 2] i [m, ζ_8] nad polØmi k, k_1 i k_2 sootvetstvenno. Pokaßem, qto m ØvlØetsØ lokal~noæ normoæ v rasxirenii

k_2/k. Deæstvitel~no, esli √ −1 ∈ k_p, to m ØvlØetsØ normoæ v k_p( √ 2)/kp, tak kak raspadaetsØ algebra [2, m] nad polem k( √ −1).

Esli √ 2 ili √ −2 soderßitsØ v k_p, to m ØvlØetsØ lokal~noæ normoæ, tak kak algebra [m, −1] raspadaetsØ nad polem k.

Pust~ M_1 ∈ k^∗_1 i N_{k1/k}M_1 = m, togda fflement mM^{−2}_1 ∈ k^∗_1 zadaet cikliqeskoe rasxirenie K_1 stepeni 4 nad polem k, tak kak (mM^{−2}_1 )^τ = m M^{−2τ}_1 = m^{−1}M^2_1 .

Pokaßem, qto pole K_1 pogrußaetsØ v cikliqeskoe rasxirenie vos~moæ stepeni. DlØ fftogo pokaßem, qto dlØ vseh prostyh toqek p polØ k algebra K_{1p} pogrußaetsØ v cikliqesku¸ algebru Galua stepeni 8. Pust~ gruppa razloßeniØ divizora p – cikliqeskaØ gruppa porØdka 2 s obrazu¸wim fflementom σ, i pust~ M_{3p} ∈ k^∗_{2p} so svoæstvom N_{k2p/k1p} M_{3p} = m. Poloßim μ_p = mM^{−2}_1 M^4_{3p}. Togda μ^{σ−5}_p = m^{−4}M^8_1 M^{4(σ−5)}_{3p} – est~ 8-Ø stepen~ v k^∗_{2p}. V ostal~nyh sluqaØh v kaqestve μ_p moßno vzØt~ mM^{−2}_1 . Takim obrazom, ras-

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 149 xirenie K_1/k pogrußaetsØ v cikliqeskoe rasxirenie vos~moæ stepeni. Iskomoe rasxirenie K_2 suwestvuet, tak kak ono ØvlØetsØ rexeniem zadaqi pogrußeniØ s cikliqeskim Ødrom porØdka 2, pri fftom vse soputstvu¸wie lokal~nye zadaqi razreximy. Takim obrazom, rasxirenie qetvertoæ stepeni, sootvetstvu¸- wee fflementu μ = mM^{−2}_1 z^2, gde z ∈ k^∗, pogrußaetsØ v cikliqeskoe rasxirenie stepeni 8, esli algebra [z, −1] raspadaetsØ nad polem k.

Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ cikliqeskogo rasxireniØ, sootvetstvu¸wego fflementu mM^{−2}_1 z^2 v cikliqeskoe rasxirenie stepeni 16. Tak kak ee Ødro imeet porØdok 4, to dlØ ee razreximosti neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ usloviØ soglasnosti. Ono zakl¸qaetsØ v razreximosti vseh soputstvu¸wih brauffrovskih zadaq, priqem v dannom sluqae dostatoqno rassmatrivat~ dve iz nih. PervaØ zadaqa sootvetstvuet harakteru so znaqeniØmi v gruppe korneæ vtoroæ stepeni iz edinicy i ØvlØetsØ zadaqeæ pogrußeniØ cikliqeskogo rasxireniØ qetvertoæ stepeni v cikliqeskoe rasxirenie stepeni 8. Zametim, qto ffta zadaqa byla rexena ranee i usloviem ee razreximosti ØvlØetsØ raspadenie algebry [z, −1] nad polem k. VtoraØ zadaqa opredelena nad polem k( √ −1). Ona razrexima, esli raspadaetsØ algebra [mM^{−2}_1 z^2, i] ffksponenty 4 nad polem k( √ −1). Takim obrazom, prepØtstvie sostoit v raspadenii proizvedeniØ treh algebr C_4(m, i), [M_1, 2], [m_2, 2] nad polem k(i), gde pervaØ algebra – cikliqeskaØ porØdka 4 s invariantami m, i, a poslednie dve – ffto algebry kvaternionov.

Rassmotrim invarianty algebry C_4(m, i). Esli p – toqka polØ k i p - 2, to algebra C_4(m, i) raspadaetsØ sootvetstvu¸wim lokal~nym polem, tak kak vypolneno uslovie soglasnosti. Krome togo, vypolnenie usloviØ soglasnosti vleqet raspadenie algebry C_4(m, i) nad lokal~nym polem, esli p|2 i √ −1 /∈ k_p (v

fftom sluqae √ 2 ∈ kp( √ −1)). Sledovatel~no, ostaetsØ rassmo-

tret~ sluqaæ, kogda p|2, √ −1 ∈ k_p i √ 2 /∈ kp. V fftom sluqae

invariant algebry C_4(m, i) moßet byt~ raven −1, no qislo takih toqek dolßno byt~ qetno. Togda suwestvuet qislo m_1 ∈ k^∗ takoe, qto algebry C_4(m, i) i (m_1, 2) podobny (vtoraØ algebra est~ algebra kvaternionov) nad polem k(i), i krome togo, algebra C_4(mm^2_1, i) raspadaetsØ nad polem k(i) i uslovie pogrußeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi sostoit v raspadenii algebry

150 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E kvaternionov [M_1zm_1, 2] nad polem k(i). Raspadenie posledneæ algebry oznaqaet, qto M_1zm_1 ØvlØetsØ normoæ v rasxirenii k( √ −1, √ 2)/k( √ −1), qto ffkvivalentno tomu, qto m ØvlØetsØ normoæ v rasxirenii k( √ −1, √ 2)/k. Teorema dokazana.

§3. Neobhodimoe uslovie razreximosti v radikalah uravneniØ prostoæ stepeni

Pust~ f(x) = 0 – neprivodimoe uravnenie prostoæ stepeni q s kofffficientami iz polØ k. Esli ffto uravnenie razreximo v radikalah, to, kak pokazano v [1], razrexima zadaqa pogrußeniØ (k( √ d)/k, G, φ), gde d – diskriminant rassmatrivaemogo uravne-

niØ, a G – cikliqeskaØ 2-gruppa, porØdok kotoroæ raven maksimal~noæ stepeni dvoæki 2^n, delØweæ q − 1. Pri q ≡ −1 (mod 4) zadaqa pogrußeniØ bessoderßatel~na, tak kak ee Ødro – ediniqnoe. Pofftomu dalee my budem sqitat~, qto q ≡ 1 (mod 4). Naædem usloviØ pogrußeniØ dlØ rassmatrivaemoæ zadaqi v sluqae, kogda pole k est~ pole racional~nyh qisel Q. V fftom sluqae uslovie soglasnosti dostatoqno dlØ pogrußeniØ, tak kak gruppa

H^3(H, k^φ_0 ) = 0, gde k_0 – krugovoe rasxirenie polØ Q, poluqen-

noe prisoedineniem korneæ stepeni 2^n iz 1, i H – gruppa Galua rasxireniØ k_0/Q (sm. [6]). Naædem uslovie soglasnosti v arifmetiqeskih terminah. Itak, rassmatrivaem zadaqu pogrußeniØ (Q √ d)/Q, G, φ), gde d – beskvadratnoe celoe qislo, a G – cikli-

qeskaØ 2-gruppa porØdka 2^n.

Teorema 3. Uslovie soglasnosti, i sledovatel~no, uslovie pogru-

ßeniØ dlØ zadaqi (Q( √ d)/Q, G, φ) sostoit v sledu¸wem

a) d – poloßitel~noe qislo, b) dlØ l¸bogo neqetnogo prostogo p|d imeem p ≡ 1 (mod 2^n).

Dokazatel~stvo. Uslovie a) oqevidno, tak kak v sluqae otrica-

tel~nogo d rasxirenie Q( √ d) nel~zØ pogruzit~ v rasxirenie s cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 4 (my sqitaem, qto p ≡ 1 (mod 4)).

Rassmotrim uslovie b). Uslovie soglasnosti ravnosil~no pogrußaemosti vseh soputstvu¸wih lokal~nyh zadaq (Q_p( √ d)/Q_p, G, φ). Esli p|d, p ≡ −1 (mod 4), to nerazrexima uße zadaqa po-

grußeniØ kvadratiqnogo rasxireniØ Q( √ d) v cikliqeskoe rasxirenie stepeni 4 (tak kak v fftom sluqae d ne ØvlØetsØ summoæ dvuh kvadratov v Q_p). Pofftomu my vprave sqitat~, qto vse ne-

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 151 qetnye prostye deliteli d ime¸t vid 4m + 1. Sootvetstvenno, diskriminant rasxireniØ Q( √ d)/Q raven d.

1. Pust~ p - d, togda p ne delit diskriminant rasxireniØ Q( √ d)/Q. V fftom sluqae Q_p( √ d)/Q_p ØvlØetsØ libo nerazvetvlen-

nym rasxireniem stepeni 2, libo prØmoæ summoæ dvuh ffkzemplØrov Q_p. V oboih sluqaØh Q_p( √ d)/Q_p – nerazvetvlennaØ algebra

Galua i takaØ zadaqa vsegda razrexima (sm. lemmu 3.14 [7]).

2. Pust~ p = 2 i 2|d, togda d = 2m, gde m > 0 i m ≡ 1 (mod 4). V fftom sluqae rasxirenie Q_2( √ d) pogrußaetsØ v cikliqeskoe 2-rasxirenie l¸boæ stepeni.

3. Pust~ p – neqetnoe, p|d i p ≡ 1 (mod 4). V fftom sluqae uslovie suwestvovaniØ cikliqeskogo rasxireniØ stepeni 2^n ravnosil~no tomu, qto pole Q_p soderßit pervoobraznye korni iz 1 stepeni 2^n, qto ffkvivalentno tomu, qto p ≡ 1 (mod 2^n). Teorema dokazana.

Literatura 1. B. B.Lur~e, Kriteriæ nerazreximosti v radikalah uravneniØ prostoæ

stepeni. — DAN, 388, No. 4 (2003), 447–448.

2. D. K. Faddeev, Ob odnoæ gipoteze Hasse. — DAN SSSR, 94, No. 6 (1954), 1013–1016.

3. D. K. Faddeev, R. A. Xmidt, Uslovie pogrußeniØ dlØ cikliqeskoæ gruppy

vos~mogo porØdka. — Vestnik LGU, 19, No. 4, 36–42.

4. R. A. Xmidt, A. V. ˚kovlev, Uslovie pogrußaemosti v sluqae cikliqe-

skogo normal~nogo delitelØ porØdka 2n. — Vestnik LGU, 13, No. 3 (1963),

137–139.

5. A. V. ˚kovlev, Zadaqa pogrußeniØ dlØ qislovyh poleæ. — Izv. AN SSSR.

Ser. mat. 31, No. 2 (1967), 211–224.

6. S. P. Demuxkin, I. R. Xafareviq, Vtoroe prepØtstvie dlØ zadaqi po-

grußeniØ poleæ algebraiqeskih qisel. — Izv. AN SSSR. Ser. mat., 26, No. 6 (1962), 911–924.

7. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii

Galua. Nauka, M. (1990), 269 s.

V. V. Ishkhanov and B. B Lur’e. Some field embedding problem with cyclic kernel.

The problem of embedding a quadratic extension of a number field into an extension with a cyclic 2-group is studied. A reduction theorem showing that, under the compatibility condition, an additional condition of embedding consists of the solvability of the problem with cyclic kernel of order 16 (of course, the degree of the desired field is no less than 16.) An

152 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

additional condition of the embedding into a field of degree 16 is found; namely, the number generating the given quadratic extension must be a norm in the cyclotomic field containing the primitive roots of unity of eight degree. For Q, the condition of embedding is easier: all odd prime divisors of the generating element must be congruent with 1 modulo the order of the extension group. In addition, the quadratic extension must be real.

Postupilo 1 dekabrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN