Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

A. ı. Luzgarœv, I. M. Pevzner

NEKOTORYE FAKTY IZ ȷIZNI GL (5, Z)

1. Obwie opredeleniØ.

Gruppa G nazyvaetsØ (2, 3)-poroßdennoæ, esli ona moßet byt~ poroßdena invol¸cieæ i fflementom porØdka 3. �to ravnosil~- no tomu, qto G ØvlØetsØ netrivial~nym ffpimorfnym obrazom

PSL (2, Z).

V stat~Øh [1, 2] dokazano, qto gruppy SL (n, q) ØvlØ¸tsØ (2, 3)- poroßdennymi pri neqetnom q ≠ 9, n ¿ 5. Bolee togo, vyskazano predpoloßenie, qto (2, 3)-poroßdennymi ØvlØ¸tsØ vse koneqnye prostye gruppy tipa Li, krome neskol~kih grupp nebol~xogo ranga v harakteristikah 2 i 3.

V stat~e [3] dokazano, qto (2, 3)-poroßdennymi ØvlØ¸tsØ gruppy SL (n, Z) pri n ¿ 13, GL (n, Z) pri n ¿ 19. S drugoæ storony, pri n = 2, 4 gruppy SL (n, Z) i GL (n, Z) ne ØvlØ¸tsØ (2, 3)- poroßdennymi. V nedavneæ rabote [4] bylo dokazano, qto gruppy SL (3, Z), GL (3, Z) ne ØvlØ¸tsØ (2, 3)-poroßdennymi. Vo mnogom ffta rabota opredelila stil~ naxih issledovaniæ. Naxa cel~ – pokazat~, qto GL (5, Z) i SL (5, Z) takße ne ØvlØ¸tsØ (2, 3)- poroßdennymi. V dannoæ stat~e budet osuwestvleno svedenie fftogo voprosa k koneqnomu qislu sluqaev, bolee toqno, budet dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Predpoloßim, qto gruppa GL (5, Z) ØvlØetsØ (2, 3)-

poroßdennoæ. Togda poroßda¸wie ee invol¸ciØ i fflement porØdka tri privodØtsØ (sootvetstvenno) k vidu

A = −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 , B = 0 1 0 0 a −1 −1 0 0 b 0 0 0 1 c 0 0 −1 −1 d 0 0 0 0 1

, (1)

153

154 A. ı. LUZGAR´V, I. M. PEVZNER gde nabor (a, b, c, d) sovpadaet s odnim iz sledu¸wih: (1, −1, −2, −2), (0, −1, −2, −2), (1, −1, −2, 4), (0, −1, 4, −8), (−1, 1, −2, −2), (0, 1, −2, −2), (−1, 1, −2, 4), (0, 1, 4, −8), (1, −1, 1, −3), (0, −1, 0, −1). My rassmatrivaem pravoe deæstvie GL (5, Z) na svobodnom module Z^5, predstavlennom vektorami-stroqkami. V dal~neæxem p – nekoe prostoe qislo, i f_p : GL (5, Z) → GL (5, p) – oqevidnyæ gomomorfizm. My budem qasto pol~zovat~sØ tem, qto Im f_p soderßit SL (5, p), i, v qastnosti, Im f_p neprivodim v smysle deæstviØ na stroki i na stolbcy.

Pust~ GL (5, Z) = ⟨A, B⟩, gde A^2 = B^3 = I. Oqevidno, qto

det A = −1 i det B = 1. Voz~mem proizvol~nyæ nenulevoæ vek-

tor x ∈ Z^5 i rassmotrim vektor x + xB + xB^2 = x(I + B + B^2). Zametim, qto (I − B)^2 = I − 2B + B^2 = (I + B + B^2) − 3B, i esli I + B + B^2 = 0, to (I − B)^2 = −3B, no det(−3B) = −3^5, a

det(I − B)^2 ≥ 0, i poluqaem protivoreqie. Znaqit, I + B + B^2 ≠ 0.

Sledovatel~no, suwestvuet takoæ x, qto x + xB + xB^2 ≠ 0, i togda (x + xB + xB^2)B = x(I + B + B^2)B = x + xB + xB^2. My naxli, takim obrazom, nenulevoæ vektor ω = x + xB + xB^2 ∈ Z^5 takoæ, qto ωB = ω.

Zametim, qto A fiksiruet potoqeqno podprostranstvo W ⊂

Q^5, i dim W = 4 ili 2.

2. Pervyæ sluqaæ (dim W = 4).

Vyberem v W ∩Z^5 bazis {e_1, e_2, e_3, e_4} i dopolnim ego do bazisa

Z^5 vektorom e5. Pust~ ω = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) v poluqennom bazise

{e_1, e_2, e_3, e_4, e_5}. Neprivodimost~ Im f_p vleqet λ_5 = ±1. Znaqit, {e_1, e_2, e_3, e_4, ω} – bazis Z^5. Takim obrazom, pri perehode k takomu

bazisu naxi matricy ime¸t vid

A = 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 a b c d −1 , B = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 1 ,

NEKOTORYE FAKTY IZ ȷIZNI GL (5, Z) 155 gde a, b, c, d v sovokupnosti vzaimno prosty. Pust~ π – operator proektirovaniØ Z^5 na ⟨e_1, e_2, e_3, e_4⟩ parallel~no ω. Rassmotrim vektory f_1 = (a, b, c, d, 0) i π(f_1B). Oni ne mogut byt~ kollinearny, tak kak inaqe ⟨f_1, ω⟩ bylo by invariantno pod deæstviem A i B, ibo ωA = f_1 − ω, ωB = ω, f_1A = f_1 i

f_1B − π(f_1B) ‖ ω. Znaqit, na f_1 i π(f_1B) natØnuto dvumernoe

podprostranstvo Z^5, i vektor f_1 moßno dopolnit~ do bazisa fftogo podprostranstva nekotorym vektorom f_2. Togda π(f_1B) ∈

⟨f_1, f_2⟩, i f_1B ∈ ⟨f_1, f_2, ω⟩. Dalee, rassmotrim π(f_2B). Esli π(f_2B) ∈ ⟨f_1, f_2⟩, to ⟨f_1, f_2, ω⟩ invariantno, znaqit, moßno dopol-

nit~ {f_1, f_2} do bazisa podprostranstva ⟨f_1, f_2, π(f_2B)⟩ vektorom

f_3, i f_2B ∈ ⟨f_1, f_2, f_3, ω⟩. Analogiqno, rassmotrim π(f_3B): esli π(f_2B) ∈ ⟨f_1, f_2, f_3⟩, to ⟨f_1, f_2, f_3, ω⟩ invariantno, i moßno dopol-

nit~ {f_1, f_2, f_3} do bazisa ⟨f_1, f_2, f_3, π(f_2B)⟩ vektorom f_4. Teper~

⟨f_1, f_2, f_3, f_4⟩ = ⟨e_1, e_2, e_3, e_4⟩, znaqit, ⟨f_1, f_2, f_3, f_4, ω⟩ – bazis vsego

Z^5. V fftom bazise matricy A i B primut vid

A^0 =

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 −1

, B^0 = ∗ r 0 0 ∗ ∗ ∗ s 0 ∗ ∗ ∗ ∗ t ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 1 .

Vspominaem, qto B^{0 3} = I. PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto B^{03} = ∗ ∗ ∗ rst ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 1 .

Poluqaem, qto rst = 0. No r = 0 oznaqaet, qto π(f_1B) ‖ f_1, qego byt~ ne moßet (sm. vyxe). Analogiqno s = 0 oznaqaet, qto

π(f_2B) ∈ ⟨f_1, f_2⟩, i t = 0 – qto π(f_3B) ∈ ⟨f_1, f_2, f_3⟩. Vo vseh fftih

sluqaØh poluqaem protivoreqie. 3. Vtoroæ sluqaæ (dim W = 2).

Rassmotrim sobstvennoe podprostranstvo V ⊂ Q^5, sootvetstvu¸wee sobstvennomu qislu −1 operatora A. Oqevidno, qto kratnost~ −1 kak sobstvennogo qisla operatora A ravna trem, togda dim V = 3, i Q^5 = V ⊕ W .

156 A. ı. LUZGAR´V, I. M. PEVZNER

Posmotrim, skol~ko moßet suwestvovat~ lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih sobstvennomu qislu 1 operatora B. Esli takovyh 5, 4 ili 3, to podprostranstvo, poroßdennoe imi, obØzano peresekat~sØ s V . L¸boæ celoqislennyæ vektor iz ih pereseqeniØ pod deæstviem A menØet znak, a pod deæstviem B sohranØetsØ. Poluqaem protivoreqie. Esli takih sobstvennyh vektorov 2 (oboznaqim ih ω_1 i ω_2), to pust~ y – vektor, ne ØvlØ¸wiæsØ sobstvennym. Togda yB ne kollinearen y, i

yB^2 ∈ ⟨y, yB, ω_1, ω_2⟩, potomu qto y + yB + yB^2 ∈ ⟨ω_1, ω_2⟩. Rassmo-

trim proizvol~nyæ vektor z /∈ ⟨y, yB, ω_1, ω_2⟩. Pust~ αz – proekciØ zB na ⟨z⟩. Togda α^2z – proekciØ zB^2 na ⟨z⟩, i α^3z – proekciØ zB^3 na ⟨z⟩. No zB^3 = z, to est~ α^3 = 1. Znaqit, α = 1, i proekciØ

z + zB + zB^2 na ⟨z⟩ est~ 3z. Odnako z + zB + zB^2 invarianten

pod deæstviem B, to est~ leßit v ⟨ω_1, ω_2⟩, pofftomu ego proekciØ na ⟨z⟩ ravna nul¸. Znaqit, z = 0, i snova poluqaem protivoreqie. Takim obrazom, u B est~ tol~ko odin sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ 1 – ffto ω (s toqnost~¸ do umnoßeniØ na konstantu).

Zametim, qto poputno my pokazali, qto dlØ l¸bogo vektora y vypolneno yB^2 ∈ ⟨y, yB, ω⟩ (potomu qto y + yB + yB^2 ‖ ω).

Vyberem v V ∩ Z^5 bazis {e_1, e_2, e_3} i dopolnim ego do bazisa v Z^5 vektorami e^0_4 i e^0_5. Zapixem vektor ω v fftom bazise:

ω = (a_1, a_2, a_3, a_4, a_5). Zametim, qto iz neprivodimosti Im f_p dlØ

vseh prostyh p sleduet, qto a_4 i a_5 vzaimno prosty, to est~ naædutsØ u, v ∈ Ztakie, qto a_4u + a_5v = 1. Togda my moßem zamenit~

{e^0_4, e^0_5} na vektory e_4 = (0, 0, 0, v, −u) i ω, i poluqim novyæ bazis {e_1, e_2, e_3, e_4, ω}. V fftom bazise naxi operatory budut zadavat~sØ

sledu¸wimi matricami:

A = −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 ∗ ∗ ∗ 1 0 ∗ ∗ ∗ 0 1 , B = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 1 .

Rassmotrim trehmernoe podprostranstvo Q^5, poroßdennoe vektorami e_1B, e_2B i e_3B. Ono peresekaetsØ s V po podprostranstvu razmernosti ne menee 1. �to oznaqaet, qto naædetsØ vektor

f_1 ∈ V ∩ Z^5 s vzaimno prostymi v sovokupnosti koordinatami

takoæ, qto f_1B takße leßit v V ∩ Z^5. Esli f_1 ‖ f_1B, to prostranstvo, poroßdennoe f_1 invariantno otnositel~no deæstviØ A i B.

NEKOTORYE FAKTY IZ ȷIZNI GL (5, Z) 157 Znaqit, na f_1 i f_1B natØnuto dvumernoe podprostranstvo. Vybiraem v nem f_2, dopolnØ¸wiæ f_1 do bazisa. f_2 predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii f_1 i f_1B. Znaqit, f_2B predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii f_1B i f_1B^2, a f_1B^2 vyraßaetsØ qerez f_1, f_1B i ω, potomu qto f_1 + f_1B + f_1B^2 ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy B i, sledovatel~no, kollinearen ω. Poluqaem, qto f_2B vyraßaetsØ qerez f_1, f_1B i ω. Dopolnim f_1 i f_2 do bazisa podprostranstva V nekotorym vektorom f_3. V bazise

⟨f_1, f_2, f_3, e_4, ω⟩ matricy operatorov primut sledu¸wiæ vid:

A^0 =

−1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 ∗ ∗ ∗ 1 0 b_1 b_2 b_3 0 1

, B^0 = ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 1 .

Zdes~ b_3 = ±1, potomu qto inaqe dlØ nekotorogo prostogo p podprostranstvo f_p(⟨f_1, f_2, ω⟩) invariantno pod deæstviem matric A^0 i B^0 . MenØØ pri neobhodimosti znak f_3, moßno sqitat~, qto b_3 = 1. Pust~ f^0_3 = f_3 + b_1f_1 + b_2f_2. V bazise ⟨f_1, f_2, f^0_3, e_4, ω⟩ matricy operatorov primut sledu¸wiæ vid:

A^{00} =

−1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 ∗ ∗ ∗ 1 0 0 0 1 0 1

, B^{00} = ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ k_1 k_2 k_3 k l ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 1 .

Dokaßem, qto k = ±1. Deæstvitel~no, inaqe posle redukcii po nekotoromu prostomu modul¸ p obraz podprostranstva

⟨f_1, f_2, f^0_3, ω⟩ budet invariantnym podprostranstvom dlØ A i B

– protivoreqie. MenØØ pri neobhodimosti znak u e_4, moßem sqitat~, qto k = 1. Pust~ f_4 = e_4 + k_1f_1 + k_2f_2 + k_3f^0_3. Togda

f^0_3B = k_1f_1 + k_2f_2 + k_3f^0_3 + e_4 + lω = f_4 + lω, i f_4B vyraßaet-

sØ qerez f^0_3B^2 i ω, a f^0_3B^2 vyraßaetsØ qerez f^0_3, f^0_3B i ω (vyxe my dokazali fftot fakt dlØ proizvol~nogo vektora y). Znaqit, f_4B vyraßaetsØ qerez f^0_3, f^0_3B i ω, i, tak kak f^0_3B = f_4 + lω, to f_4B = α_1f^0_3 + α_2f_4 + α_3ω dlØ nekotoryh α_1, α_2, α_3 ∈ Q. Togda

f_4B^2 = α_1(f_4 +lω)+α_2(α_1f^0_3 +α_2f_4 +α_3ω)+lω. Tak kak f^0_3B = f_4 +lω,

to f_4 = f^0_3B − lω, i f_4B^2 = f^0_3 − lω. PriravnivaØ pravye qasti, poluqaem, qto α_2α_1 = 1, α_1 + α^2 = 0, α_1l + α_2α_3 + l = −l. Ots¸da

158 A. ı. LUZGAR´V, I. M. PEVZNER α_1 = −1, α_2 = −1. Znaqit, f_4B = −f_3 − f_4 + α_3ω. Togda v bazise ⟨f_1, f_2, f^0_3, f_4, ω⟩ matricy operatorov primut vid:

A^{00} =

−1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 β_1 β_2 ∗ 1 0 0 0 1 0 1

, B^{00} = ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ 0 0 0 1 ∗ 0 0 −1 −1 ∗ 0 0 0 0 1 ,

gde β_1 i β_2 – nekotorye vzaimno prostye celye qisla. Togda vektor g_1 = (β_1, β_2, 0, 0, 0) moßno dopolnit~ do bazisa ⟨f_1, f_2⟩ nekotorym vektorom g_2. Teper~ v novom bazise {g_1, g_2, f^0_3, f_4, ω} matricy operatorov budut vyglØdet~ tak:

A^{000} =

−1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 ∗ 1 0 0 0 1 0 1

, B^{000} = γ_1 γ_2 0 0 ∗ δ_1 δ_2 0 0 ∗ 0 0 0 1 ∗ 0 0 −1 −1 ∗ 0 0 0 0 1 .

Zametim, qto γ_2 = ±1 (inaqe opØt~ protivoreqie s neprivodimost~¸ Im f_p – podprostranstvo ⟨g_1, f^0_3, f_4, ω⟩ pereædet v invariantnoe dlØ A i B). MenØØ pri neobhodimosti znak g_2, moßno sqitat~, qto γ_2 = 1. Matrica ( γ_1 1 δ_1 δ_2 ) imeet porØdok 3 i sled

−1. Pust~ Y = diag (( 1 0 −γ_1 1 ) , 1, 1, 1 ) . ProvodØ soprØßenie B^{00} pri pomowi Y , poluqaem, qto matricy operatorov zapisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

A^{0000} =

−1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 r 1 0 0 0 1 0 1

, B^{0000} =

0 1 0 0 ∗ −1 −1 0 0 ∗ 0 0 0 1 ∗ 0 0 −1 −1 ∗ 0 0 0 0 1 .

Teper~ pust~ Y^0 = diag ( 1, 1, 1, ( 1 r 0 1 )) . Posle soprØßeniØ

B^{0000} pri pomowi Y^0 matricy operatorov vyglØdØt tak (pereime-

NEKOTORYE FAKTY IZ ȷIZNI GL (5, Z) 159 nuem ih obratno v A i B):

A = −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 , B = 0 1 0 0 a −1 −1 0 0 b 0 0 0 1 c 0 0 −1 −1 d 0 0 0 0 1

. (2)

4. Dal~neæxie xagi.

Rassmotrim vektor (k, l, 0, 0, 0) ∈ Z^5. Pod deæstviem matricy A on perehodit v protivopoloßnyæ, a pod deæstviem matricy B – v vektor (−l, k − l, 0, 0, ka + lb). Napixem usloviØ, pri vypolnenii kotoryh poluqennyæ vektor okazyvaetsØ kollinearen pervonaqal~nomu: ka + lb = 0, k(k − l) = l(−l) (kak i ran~xe, dostatoqno, qtoby ffto ravenstvo vypolnØlos~ po kakomu-nibud~ prostomu modul¸). Srazu zametim, qto nas interesuet sluqaæ, kogda a i b ne ravny odnovremenno 0 (inaqe pervye dva vektora bazisa obrazu¸t invariantnoe podprostranstvo).

Iz fftih uravneniæ poluqaem: k = bt, l = −at, i a^2 + ab + b^2 = 0. Znaqit, esli a^2+ab+b^2 ≡ 0 (mod p) dlØ nekotorogo p, to odnomernoe podprostranstvo, poroßdennoe vektorom (k, l, 0, 0, 0), ØvlØetsØ invariantnym. Esli ße ffto ne vypolnØetsØ ni dlØ kakogo p, to a^2 + ab + b^2 = 1 ili a^2 + ab + b^2 = −1. RexaØ ffti kvadratnye uravneniØ, poluqaem xest~ razliqnyh vozmoßnosteæ dlØ pary qisel (a, b):

(a, b) = (0, 1), (0, −1), (−1, 0), (−1, 1), (1, −1) ili (1, 0).

Rassmotrim teper~ vektor P = (x, 0, y, 2x, 2y). Srazu zametim, qto on ØvlØetsØ sobstvennym dlØ matricy A: P A = P . VyqisleniØ pokazyva¸t, qto P B = (0, x, −2x, y − 2x, xa + yc + 2xd + 2y), P B^2 = (−x, −x, −y + 2x, −y, x(b + a) + y(d + c) − 2xc + 2y) i P + P B + P B^2 = (0, 0, 0, 0, 6y + 2xa + 2yc + 2xd + xb + yd − 2xc).

Pofftomu potrebuem, qtoby P + P B + P B^2 = (0, 0, 0, 0, 0), qto dast nam odno uravnenie na x i y. Posmotrim teper~ na vektor P BA = (y−2x, −x, 2x+xa+yc+2xd+2y, y−2x, xa+yc+2xd+2y). Poprobuem vyrazit~ ego v vide lineænoæ kombinacii P i P B. Zameqaem, qto P BA+P B = (y−2x, 0, xa+yc+2xd+2y, 2y−4x, 2xa+2yc+4xd+4y), i

160 A. ı. LUZGAR´V, I. M. PEVZNER est~ nadeßda na to, qto fftot vektor kollinearen P . �ta nadeßda zapisyvaetsØ v vide ewe odnogo uravneniØ: x(xa + yc + 2xd + 2y) =

y(y − 2x). Znaqit, esli vypolneny oba uravneniØ sistemy { 6y + 2xa + 2yc + 2xd + xb + yd − 2xc = 0 x(xa + yc + 2xd + 2y) − y(y − 2x) = 0 (3) po kakomu-nibud~ prostomu modul¸ p, to vektory P i P B obrazu¸t invariantnoe podprostranstvo (my proverili, qto P A,

P B^2 i P BA qerez nih vyraßa¸tsØ).

PopytaemsØ rexit~ ffti uravneniØ. Pervoe uravnenie lineænoe i imeet vid yh = −xg (gde h = 6 + 2c + d, g = 2a + 2d − 2c + b). Snaqala dokaßem sledu¸wiæ fakt.

Lemma 1. Esli g ≡ h ≡ 0 (mod p) dlØ nekotorogo prostogo qisla

p, to matricy A i B ne poroßda¸t GL (5, Z).

Dokazatel~stvo. Togda pervoe uravnenie sistemy imeet vid

0 = 0 i vypolnØetsØ vsegda, a ostavxeesØ uravnenie ØvlØetsØ

odnorodnym kvadratnym. To est~ ffto kvadratnoe uravnenie otnositel~no y/x: − ( y x )2 + (c + 4) y x + (2d + a) = 0. (4)

Koneqno, moßet tak sluqit~sØ, qto ffto uravnenie voobwe ne imeet korneæ v Z/pZ, no ffto ne tak straxno. Rassmotrim algebraiqeskoe zamykanie Z/pZ, kotoroe oboznaqim qerez K. V fftom pole naxe uravnenie imeet rexenie, i, takim obrazom, naædetsØ vektor P ∈ K^5 takoæ, qto vektory P i P B poroßda¸t podprostranstvo, invariantnoe otnositel~no deæstviØ matric A i B, rassmatrivaemyh kak fflementy GL (5, K). Rassmotrim, naprimer, matricu T v GL (5, Z), kotoraØ pribavlØet k qetvertoæ komponente vektora pervu¸. Koneqno, ffta matrica, rassmatrivaemaØ kak fflement GL (5, K), delaet rovno to ße samoe. Esli matricy A i B poroßda¸t GL (5, Z), to T zapisyvaetsØ kak proizvedenie nekotorogo qisla matric A i B, i P T dolßno leßat~ v naxem invariantnom podprostranstve K^5. Znaqit, P T dolßno byt~ lineænoæ kombinacieæ P i P B, no P T = (x, 0, y, 3x, 2y), priqem x ≠ 0, tak kak ono poluqilos~ pri rexenii kvadratnogo uravneniØ otnositel~no y/x. Znaqit, kofffficient pri P B v

NEKOTORYE FAKTY IZ ȷIZNI GL (5, Z) 161 fftoæ lineænoæ kombinacii raven nul¸ (na vtorom meste u vektora P T stoit 0), i P T proporcionalen P , qego byt~ ne moßet. Poluqili protivoreqie. �

Rassmotrim vyraßenie

(a + 2d)h^2 + (c + 4)hg − g^2. (5)

Esli ono ne ravno ±1, to naædetsØ prostoe qislo p, po modul¸ kotorogo ono ravno 0. Esli h ≡ 0 (mod p), to iz vyraßeniØ (5) vidno, qto i g ≡ 0 (mod p), i my popadaem v usloviØ lemmy. Pofftomu moßno sqitat~ h ≢ 0 (mod p). Togda voz~mem v kaqestve x l¸boe qislo, ne delØweesØ na p, i y = xg/h. Legko proverit~, qto para (x, y) ØvlØetsØ netrivial~nym rexeniem sistemy (3) po modul¸ p (pervoe uravnenie vypolnØetsØ v silu vybora y, a vtoroe – v silu vybora p, dlØ kotorogo vyraßenie (5) ravno nul¸). Znaqit, nadeßdy na invariantnoe podprostranstvo v fftom sluqae opravdalis~.

OstavxiæsØ sluqaæ – vyraßenie (5) ravno 1 ili −1. Kaßdyæ iz fftih sluqaev privodit nas k uravneni¸ otnositel~no a, b, c i d, kotoroe my budem rexat~ v celyh qislah. K tomu ße my znaem, kakie znaqeniØ mogut prinimat~ a i b. Vvedem novu¸ peremennu¸ t = 2c + d i zamenim v naxem uravnenii d na

t−2c. OkazyvaetsØ, qto poluqivxeesØ vyraßenie budet kvadrat-

nym otnositel~no t. Dalee my zapisyvaem formulu dlØ rexeniØ kvadratnogo uravneniØ i vidim, qto diskriminant (on zavisit ot a, b i t) dolßen byt~ kvadratom celogo qisla. PodstavlØØ izvestnye nam znaqeniØ dlØ a i b, nahodim sootvetstvu¸wie im znaqeniØ t, pri kotoryh ffto tak, i proverØem, qto pri fftih znaqeniØh a, b i t rexenie kvadratnogo uravneniØ otnositel~no c takße celoe. Otdel~no rassmatrivaetsØ sluqaæ vyroßdennogo kvadratnogo uravneniØ. VsØ ffta deØtel~nost~ privodit k desØti vozmoßnostØm dlØ nabora (a, b, c, d): (1, −1, −2, −2), (0, −1, −2, −2), (1, −1, −2, 4), (0, −1, 4, −8), (−1, 1, −2, −2), (0, 1, −2, −2), (−1, 1, −2, 4), (0, 1, 4, −8), (1, −1, 1, −3), (0, −1, 0, −1).

162 A. ı. LUZGAR´V, I. M. PEVZNER

Na samom dele qislo fftih vozmoßnosteæ sokrawaetsØ do pØti sledu¸wim obrazom: dlØ kaßdoæ pary matric (A, B) moßno rassmotret~ paru (A, B^2), kotoraØ poroßdaet (ili ne poroßdaet)

GL (5, Z) s tem ße uspehom. Esli v takoæ pare matricu B^2 prive-

sti k vidu, ukazannomu v (2), to poluqitsØ nekiæ drugoæ nabor

(a, b, c, d). Takim obrazom nabory razbiva¸tsØ na pary; dosta-

toqno issledovat~ vopros o poroßdenii GL (5, Z) tol~ko odnim naborom iz kaßdoæ pary (vyxe parnye nabory stoØt v odnoæ stroke).

Literatura

1. L. Di Martino and N. Vavilov, (2, 3)-generation of SL (n, q). I. Cases n = 5, 6, 7.

— Comm. Algebra 22(4) (1994), 1321–1347.

2. L. Di Martino and N. Vavilov, (2, 3)-generation of SL (n, q). II. Cases n ¿ 8. — Comm. Algebra 24(2) (1996), 487–515.

3. P. Sanchini and M. C. Tamburini, Constructive (2, 3)-generation: a permutational approach. — Rend. Sem. Math. Fis. Milano LXIV (1994), 141–158.

4. M. C. Tamburini and P. Zucca, On a question of M. Condor. — Atti Accad. Naz.

Lincei Rend. 11(9) (2000), 5–7.

Luzgarev A. Yu., Pevzner I. M. Private life of GL (5, Z). The paper investigates (2, 3)-generation of GL (5, Z). We reduce the problem to five specific pairs of matrices.

Postupilo 10 noØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet