Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

V. V. Nesterov

O NEPRIVODIMYH PODGRUPPAH V ORTOGONAL^NO` GRUPPE

Odnoæ iz kl¸qevyh zadaq v izuqenii poroßdeniæ v gruppah Xevalle Øvilas~ zadaqa opisaniØ podgrupp, poroßdennyh paroæ dlinnyh kornevyh unipotentnyh podgrupp. Podobnu¸ rol~ dolßno sygrat~ opisanie podgrupp, poroßdennyh paroæ korotkih kornevyh unipotentnyh podgrupp, poluqennoe v rabote [2].

Cel~ dannoæ stat~i – prodemonstrirovat~ odin iz rezul~tatov, sledu¸wih iz poslednego opisaniØ. A imenno, my privedem novoe dokazatel~stvo teoremy Li Xanßi (sm. [5]) o neprivodimyh podgruppah ortogonal~noæ gruppy, poroßdennyh korotkimi kornevymi podgruppami. Poputno s fftoæ cel~¸ takße opisyva- ¸tsØ podgruppy, poroßdennye nekotorymi klassami troek korotkih kornevyh podgrupp (sm. [1, 4]).

Metod i tehnika dokazatel~stva soverxenno ne zavisØt ot geometrii dannoæ gruppy i mogut byt~ ispol~zovany pri opisanii neprivodimyh podgrupp, poroßdennyh korotkimi kornevymi podgruppami, obwim metodom kak dlØ klassiqeskih grupp (uße izvestnoe, sm. [6]), tak i dlØ iskl¸qitel~nyh (do sih por neizvestnoe). RassußdeniØ dlØ drugih grupp otliqa¸tsØ tol~- ko bol~xim koliqestvom vozmoßnyh raspoloßeniæ par korotkih kornevyh podgrupp i, sledovatel~no, bolee dlinnymi i inogda neskol~ko bolee sloßnymi vyqisleniØmi.

V dannoæ rabote my ograniqimsØ sluqaem algebraiqeski zamknutogo polØ.

Teorema. V proizvol~noæ gruppe Xevalle G tipa Bl nad algebra-

iqeski zamknutym polem K, char K ≠ 2, ne suwestvuet neprivodimyh podgrupp, poroßdennyh korotkimi kornevymi podgruppami i ne soderßawih dlinnyh kornevyh podgrupp.

Pered dokazatel~stvom teoremy vvedœm oboznaqeniØ i napo-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke MinobrazovaniØ Rossii, granty PD02-1.1-168 i E02-1.0-61. 187

188 V. V. NESTEROV

mnim nekotorye neobhodimye nam ponØtiØ. Pust~ Φ – privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ. Zafiksiruem porØdok na Φ. Togda qerez δ my budem oboznaqat~ maksimal~nyæ koren~ (on vsegda dlinnyæ), qerez ρ – maksimal~nyæ korotkiæ koren~. Dalee, dlØ kaßdogo kornØ α ∈ Φ i kaßdogo fflementa t iz polØ K oboznaqim qerez x_α(t) sootvetstvu¸wiæ fflementarnyæ kornevoæ unipotent. Togda X_α = {x_α(t) | x ∈ K} – fflementarnaØ kornevaØ unipotentnaØ podgruppa, sootvetstvu¸waØ α, i

H_α — fflementarnaØ poluprostaØ kornevaØ podgruppa, poroßdœn-

naØ poluprostymi kornevymi fflementami h_α(t), t ∈ K^∗. Qerez

W = W (Φ) oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ gruppu VeælØ. Nakonec, G = G(Φ, K) – gruppa Xevalle tipa Φ nad polem K.

Sistemy korneæ tipa B_ℓ i C_ℓ mogut byt~ realizovany kak mnoßestvo vektorov v vektornom prostranstve V razmernosti ℓ: B_ℓ = {±e_i, 1 6 i 6 ℓ, ±e_i ± e_j , 1 6 i ≠ j 6 ℓ}, C_ℓ = {±e_i ± e_j , 1 6 i ≠ j 6 ℓ, ±2e_i, 1 6 i 6 ℓ}, gde e_i — bazisnye vektory.

Togda ρ = e_1, δ = e_1 + e_2 dlØ Φ = B_ℓ, ρ = e_1 + e_2, δ = 2e_1 dlØ

Φ = C_ℓ.

Vo izbeßanie gromozdkih oboznaqeniæ inogda korni my budem zapisyvat~, ispol~zuØ tol~ko indeksy: ±i, ±i ± j.

V provodimyh v dal~neæxem vyqisleniØh my ispol~zuem to, qto sistemy korneæ tipa B_2 i C_2 dual~ny i sootvetstvu¸wie gruppy Xevalle izomorfny. �to pozvolØet vesti vyqisleniØ v simplektiqeskoæ gruppe Sp_4(K), qto znaqitel~no prowe.

DlØ dannyh vyqisleniæ my vospol~zuemsØ matriqnym predstavleniem fflementov iz G(C_2, K).

x_δ(t) =

1 0 0 t 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 , xρ(t) = 1 t 0 0 0 1 0 0 0 0 1 −t 0 0 0 1 ,

x_{2ρ−δ}(t) = 1 0 0 0 0 1 t 0 0 0 1 0 0 0 0 1 , xδ−ρ(t) = 1 0 t 0 0 1 0 t 0 0 1 0 0 0 0 1 . Takße nam potrebuetsØ obwiæ vid dlinnoæ kornevoæ podgruppy v Sp_4(K). DlØ fftogo rassmotrim simplektiqeqesku¸ gruppu

O NEPRIVODIMYH PODGRUPPAH 189 Sp2_l(K) kak gruppu matric A, udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸

A^T JA = J, gde J = 1 ..._1 −1 ... −1 Zapixem matricu A ∈ Sp_{2l}(K) v vide

A = a_{11} . . . a_{1l} b_{11} . . . b_{1l} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{l1} . . . a_{ll} b_{l1} . . . b_{ll} c_{11} . . . c_{1l} d_{11} . . . d_{1l} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c_{l1} . . . c_{ll} d_{l1} . . . d_{ll} Vvedem 2l-mernye vektory u_i, v_i, x_j , y_j (i, j = 1, . . ., l) nad K, poloßiv u_i = (a_{1i}, . . . , a_{li}, c_{1i}, . . . , c_{li}), v_i = (b_{1i}, . . . , b_{li}, d_{1i}, . . . , d_{li}), x_j = (c_{lj} , . . . , c_{1j}, −a_{lj}, . . . , −a_{1j}), y_j = (d_{lj} , . . . , d_{1j}, −b_{lj} , . . ., −b_{1j}). Togda A ∈ Sp_{2l}(K) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda skalØrnye proizvedeniØ vektorov u_i, v_i, x_j, y_j podqineny sledu¸wim usloviØm (sr. [3]):

1) u_ix_j = 0, 2) u_iy_j = 0, i + j ≠ l + 1,

3) v_iy_j = 0, 4) u_iy_j = 1, i + j = l + 1.

Poskol~ku vse dlinnye kornevye podgruppy (takße kak i korotkie) meßdu soboæ soprØßeny, to, soprØgaØ dlinnu¸ kornevu¸ podgruppu X_δ proizvol~noæ matriceæ iz Sp_{2l}(K), poluqaem vid proizvol~noæ dlinnoæ kornevoæ podgruppy.

Lemma 1. DlinnaØ kornevaØ unipotentnaØ podgruppa X v Sp_{2l}(K)

190 V. V. NESTEROV

sostoit iz fflementov x(t) sledu¸wego vida x(t) =

0
B
B
B
B
@

1 � ta11cl1 �ta11cl�1 1 . . . �ta11c11 ta11al1 . . . ta^2_{11} �ta21cl1 1 � ta21cl�1 1 . . . �ta21c11 ta21al1 . . . ta21a11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �tal1cl1 �tal1cl�1 1 . . . 1 � tal1c11 ta^2_{l1} . . . tal1a11 �tc11cl1 �tc11cl�1 1 . . . �tc^2_{11} 1 + tc11al1 . . . tc11a11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �tc^2_{l1} �tcl1cl�1 1 . . . �tcl1c11 tcl1al1 . . . 1 + tcl1a11

1
C
C
C
C
A

,

gde t probegaet K.

V sluqae algebraiqeski zamknutogo polØ suwestvenno ukoraqivaet rassußdeniØ v dokazatel~stve teoremy sledu¸wee nabl¸denie.

Lemma 2. Pust~ G = G(Φ, K) – gruppa Xevalle tipa Bl, Cl ili

F4, K — pole harakteristiki, otliqnoæ ot 2. Togda podgruppa X_c = ⟨x_ρ(t)x_δ(ct), x_{δ−2ρ}(s)x_{−δ} (s)⟩, gde t, s ∈ K, soderßit dlinnye kornevye podgruppy vsØkiæ raz, kogda c^2 − 4 ∈ K^{∗2}.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto G = Sp_4(K). Po teoreme 1

[7], sluqaæ (S20), suwestvuet izomorfizm ϕ_c : X_c → SL_2(K) ×

SL2(K), kotoryæ zadaetsØ soprØßeniem g ∈ X_c → z^−1gz, gde

z = 1 0 1 0 t_1 0 t_2 0 0 −t1 0 −t2 0 1 0 1

i t_{1,2} – korni uravneniØ t^2 − ct + 1 = 0.

Vyberem podgruppu D_c v SL_2(K) × SL_2(K), poroßdennu¸ matricami d(t) = 1 + t t1t 0 0 −t_2t 1 − t 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 , kogda t ∈ K.

Togda, ispol~zuØ lemmu 1, legko videt~, qto ϕ^{−1}_c (D_c) – dlinnaØ kornevaØ podgruppa v Sp_{2l}(K). Lemma dokazana.

O NEPRIVODIMYH PODGRUPPAH 191

DlØ fflementa u ∈ U , u = ∏ x_τ (a_τ ), τ ∈ Φ^+, qerez Γ(u) obozna-

qim zamykanie mnoßestva Γ_0(u), gde

Γ0(u) = { τ ∈ Φ+ | a_τ ≠ 0}.

V fftih terminah opixem normalizator N_G(X_ρ) v gruppe G =

G(B_l, K). Pust~ z = uhwv – razloßenie Br¸a fflementa z ∈ G,

gde u ∈ U , h ∈ H, w ∈ W , v ∈ U^−_w . Pri rexenii voprosa o soprØßennosti v rabote [7], byl faktiqeski poluqen sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 3. Esli z ∈ NG(Xρ), to Γ(v) = { e1 ± e_r , 1 < k < r }, Γ(u) = { e1 ± e_s, 1 < s, e_k ± e_r , 1 < k < r }, w ∈ ⟨w_k, 1 < k, w_{i±j}, 1 < i < j⟩. Teper~ moßno pristupit~ k dokazatel~stvu teoremy.

Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ L — neprivodimaØ podgruppa

G, poroßdennaØ korotkimi kornevymi podgruppami i ne soderßawaØ dlinnyh. Iz teoremy 1 [2] i lemmy 2 sleduet, qto mogut predstavit~sØ tol~ko dve vozmoßnosti dlØ pary korotkih kornevyh podgrupp X_1, X_2, soderßawihsØ v L. �to – sluqai (S6) i (S15) teoremy 1 [2]:

⟨X_1, X_2⟩ = X_1 × X_2, (X_1, X_2) ∼ (X_ρ, X_{2+3,2−3}), (1)

⟨X_1, X_2⟩ = SL_2(K), (X_1, X_2) ∼ (X_ρ, X_{−ρ}), (2)

˚sno, qto vse pary korotkih kornevyh podgrupp iz mnoßestva

Λ(L) (mnoßestvo vseh korotkih kornevyh podgrupp v L) ne mogut

kommutirovat~ drug s drugom. Deæstvitel~no, inaqe, L budet podgruppoæ unipotentnoæ gruppy U i ne budet neprivodimoæ. Sledovatel~no, perehodØ, esli nado, k soprØßennoæ podgruppe, moßno sqitat~, qto ⟨X_ρ, X_{−ρ}⟩ soderßitsØ v L.

Rassmotrim teper~ troæki (X_ρ, X_{−ρ}, Y ), gde Y probegaet Λ(L). Poloßim D = ⟨X_ρ, X_{−ρ}, Y ⟩. Razob¨em izuqenie takih troek na dva sluqaØ.

1^∘. Predpoloßim, qto (X_ρ, Y ) i (X_{−ρ}, Y ) obrazu¸t pary tipa

(1). Togda D = SL_2(K) × Y . Esli l¸baØ Y ∈ Λ(L) \ {X_ρ, X_{−ρ}} udovletvorØet fftomu predpoloßeni¸, to L = SL_2(K) × L_1 i ne ØvlØetsØ neprivodimoæ.

192 V. V. NESTEROV

2^∘. V fftot raz predpoloßim, qto odna iz par, skaßem (X_ρ, Y ),

tipa (2). OboznaqaØ X^z = z^{−1}Xz, v fftom sluqae imeem (X_ρ, X_{−ρ}, Y ) ∼ (X_ρ, X_{−ρ}, X^z_{−ρ}), z ∈ N_G(X_ρ). Bolee togo, ispol~zuØ lemmu 3, poluqaem, qto X^z = X^u, gde

z = uhwv – razloßenie Br¸a fflementa z.

Predstavim u v vide u = ∏ x_τ (a_τ ), priqem korni τ leßat v

mnoßestve S = { e_2, e_1 − e_s, e_1 + e_k, s, k > 1 }. Vyberem naimen~- xiæ koren~ τ ∈ S takoæ, qto a_τ ≠ 0. Pust~, naprimer, τ = e_1 ± e_i. Togda soprØßeniØmi fflementami vida x_{i−j}(∗) ili x_{−i+j}(∗) i fflementami gruppy VeælØ moßno dobit~sØ, qto (X_ρ, X_{−ρ}, Y ) ∼ (X_ρ, x1_−2(a)X_{−ρ}x1_−2(−a), x_1(c)x_{1−2}(b)X_{−ρ}x_{1−2}(−b)x_1(−c)).

V sluqae, esli odin iz fflementov a ili b raven nul¸, nesloßno ubedit~sØ, qto D = SL_2(K)E(e_2, e_1+e_2), poluprØmoe proizvedenie sootvetstvu¸wih grupp. Takim obrazom, D soderßit dlinnye kornevye podgruppy.

Predpoloßim, qto a i b otliqny ot nulØ. DlØ vyØsneniØ struktury podgruppy D v fftom sluqae rassmotrim izomorfnu¸ eæ podgruppu D v Sp_4(K). Deæstvie fflementami gruppy VeælØ pozvolØet sqitat~, qto D poroßdaetsØ sledu¸wimi matricami.

X(t) = 1 t 0 0 0 1 0 0 0 0 1 −t 0 0 0 1 , Y (s) = 1 0 0 0 s 1 0 0 as 0 1 0 0 as −s 1 ,

Z(r) = 1 0 rb 0 r 1 0 br 0 0 1 0 0 0 −r 1

gde t, s, r ∈ K. Tak kak ⟨X(t), Y (s)⟩, ⟨X(t), Z(r)⟩ i ⟨Y (s), Z(r)⟩ poroßda¸t

O NEPRIVODIMYH PODGRUPPAH 193

SL(2, K), to D soderßit podgruppy vida

A(a_1, b_1, c_1, d_1) = a_1 b_1 0 0 c_1 d_1 0 0 ac_1 a(d_1 − a_1) a_1 −b_1 0 ac1 −c1 d1 ,

B(a_2, b_2, c_2, d_2) = a_2 b_2 bc_2 b(d_2 − a_2) c_2 d_2 0 −bc_2 0 0 a2 −b2 0 0 −c2 d2 ,

C(a_3, b_3, c_3, d_3) = a_3 0 b_3 0 a^{−1}c_3 + b^{−1}b_3 a_3 a^{−1}(d_3 − a_3) b_3 c_3 0 d_3 0 b^{−1}(d_3 − a_3) c_3 −a^{−1}c_3 − b^{−1}b_3 d_3

gde a_id_i − b_ic_i = 1, i = 1, 2. Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ pokazat~, qto D = Sp_4(K) i, sledovatel~no,

D = Spin_5(K) (ili, D = PSp_4(K) i D = Ω_5(K)).

Posqitaem proizvedeniØ

u(t) = A(1, −1, 0, 1) · B(t, t^{−1}, 0, t^{−1}) = h_{1−2}(t)x_1(b(1 − t^{−2})) i v(t) = A(1, 0, −1, 1) · S(t, 0, at, t^{−1}) = h1+2(t)x2(a^−1(t^−1 − t))x_−1(b^−1(t^−1 − t)).

Vidno, qto podgruppa, poroßdennaØ kommutatorami [u(t), v(s)], t, s ∈ K, sovpadaet s ⟨X_ρ, X_{−ρ}⟩. Sledovatel~no, X_{−ρ} soderßitsØ v D. PeremnoßaØ fflementy X_{−ρ} i fflementy u(t), v(s), poluqim, qto X_{ρ−δ} takße soderßitsØ v D. Takim obrazom, D = Sp_4(K). Dokazatel~stvo teoremy zaverxeno.

Literatura

1. N. A. Vavilov, Poluprostye kornevye fflementy i troæki kornevyh unipotentnyh podgrupp v gruppah Xevalle. — Voprosy Algebry, Minsk, 4 (1989), 162–173.

2. V. V. Nesterov, Pary korotkih kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle. — Dokl. RAN, 357 (1997), 302–305.

3. D. A. Suprunenko, Gruppy matric. M., Nauka, 1972.

4. L. Di Martino, N. A. Vavilov, (2, 3)-generation of SL(n, q), II. — Comm. Algebra 24 (1996), 485–515.

194 V. V. NESTEROV 5. Li Shang Zhi, Maximal subgroups in PΩ(n, F, Q) with root subgroups. — Sci. Sinica

Ser. A, 28, No. 8 (1985), 826–838.

6. Li Shang Zhi, Maximal subgroups containing short root subgroups in PSp(2n, F).

— Acta Math. Sinica, New ser., 3, No. 1 (1987), 82–91.

7. V. V. Nesterov, Pairs of short root subgroups in a Chevalley group. — Preprint

Univ. Bielefeld, No. 50 (1995).

Nesterov V. V. On the irreducible subgroups in an orthogonal group. Based on the author’s results the irreducible subgroups of an orthogonal group over an algebraically closed field that are generated by short root unipotent subgroups are described.

Postupilo 20 noØbrØ 2003 g. Baltiæskiæ gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet E-mail: vnester@mail.webplus.net