Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 305, 2003 g.

V. A. Petrov

KOMBINATORNOE OPISANIE STARXE` ORBITY �LEMENTARNO` UNITARNO` GRUPPY

My budem svobodno pol~zovat~sØ terminami i oboznaqeniØmi, vvedennymi v stat~e [1]. Pust~ (R, L) – neqetnoe formennoe kol~co, (V, q) – neqetnoe L-kvadratiqnoe prostranstvo, (e_1, e�_1) – giperboliqeskaØ para. V nastoØweæ rabote dano kombinatornoe opisanie orbity vektora e_1 pod deæstviem fflementarnoæ unitarnoæ gruppy EU_{(e1,e}�_{1)}(V, q) (po analogii s teorieæ grupp Xevalle, fftu orbitu moßno nazvat~ orbitoæ vektora starxego vesa ili prosto starxeæ orbitoæ). V sluqae polnoæ lineænoæ gruppy takoe opisanie bylo poluqeno v [2]. Tam ße otmeqaetsØ, qto ono moßet byt~ polezno, naprimer, pri ocenke dliny razloßeniØ matricy v proizvedenie fflementarnyh obrazu¸wih (sm. takße [3]).

Oboznaqim qerez X mnoßestvo vseh izotropnyh vektorov, to est~ vektorov v takih, qto |v|_q = 0. Rassmotrim dvudol~nyæ graf Γ s mnoßestvom verxin X × {1, −1}, razdelennym na doli X × {1} i X × {−1}. Verxiny (v, 1) i (u, −1) soedineny v Γ rebrom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda (v, u)_q = 1.

Teorema. DlØ togo, qtoby vektor v leßal v orbite vektora e1

(sootvetstvenno, e�_1) pod deæstviem EU_{(e1,e}�_{1)}(V, q), nebhodimo i dostatoqno, qtoby verxina (v, 1) (sootvetstvenno, (v, −1)) leßala v komponente svØznosti verxiny (e_1, 1) grafa Γ.

Dokazatel~stvo.

Neobhodimost~. Pust~ g – fflement EU_{(e1,e}�_{1)}(V, q); my dolßny pokazat~, qto (ge_1, 1) i (ge�_1, −1) leßat v komponente svØznosti

(e_1, 1). Budem dokazyvat~ ffto indukcieæ po dline razloßeniØ g v

proizvedenie obrazu¸wih vida T_e�_{1v}(a). Esli dlina ravna 0, to g – toßdestvennoe otobraßenie, i utverßdenie oqevidno. Pust~

Rabota vypolnena pri podderßke INTAS 00-566 i proekta Minvuza E02- 0.1-61. 226

KOMBINATORNOE OPISANIE STARXE` ORBITY 227 teper~ g = hT_{e1v}(a), dlina h men~xe dliny g. Togda ge_1 = he_1, a po indukcionnomu predpoloßeni¸ (he_1, 1) leßit v komponente svØznosti (e_1, 1). Dalee, 1 = (ge_1, ge�_1)_q = (he_1, ge�_1)_q , tak qto verxina (ge�_1, −1) soedinena v Γ s (he_1, 1), a znaqit, toße leßit v komponente svØznosti (e_1, 1). Sluqaæ, kogda g = hT_e�_{1v}(a), razbiraetsØ analogiqno.

Zameqanie. Na samom dele ffto rassußdenie pokazyvaet, qto

dlina razloßeniØ g v proizvedenie obrazu¸wih ocenivaetsØ snizu rasstoØniem ot (ge_1, 1) do (e_1, 1) v Γ.

Dostatoqnost~. Pust~ (v, i) – verxina Γ (i = ±1), soedinennaØ s (e_1, 1); my dolßny pokazat~, qto v leßit v orbite e_i. Budem dokazyvat~ ffto indukcieæ po rasstoØni¸ ot (e_1, 1) do (v, i) v Γ. Esli ono ravno 0, utverßdenie oqevidno. Pust~, skaßem,

i = 1, i (v, 1) soedinena s (u, −1), priqem rasstoØnie ot (u, −1)

do (e_1, 1) men~xe rasstoØniØ ot (v, 1). Po indukcionnomu predpoloßeni¸, u = ge�_1 dlØ nekotorogo a ∈ EU_{(e1,e}�_{1)}(V, q). Togda

1 = (v, u)_q = (v, ge�_1)_q = (g�^1v, e�_1)_q . Ots¸da sleduet, qto g�^1v

predstavlØetsØ v vide e_1 + e�_1a + w, gde w ortogonalen e_1 i e�_1, priqem iz izotropnosti v sleduet, qto |w|_q = (0, ā) u L. No togda hg�^1v = e_1, gde h = T_e�_{1,w}¯_1�1 (^¯1ā^¯1�^1) leßit v EU_{(e1,e}�_{1)}(V, q); sledovatel~no, v leßit v orbite e_1. Sluqaæ i = −1 razbiraetsØ analogiqno (nußno vospol~zovat~sØ transvekcieæ vida T_{e1w}(a) dlØ nekotoryh w i a).

Zameqanie. �to rassußdenie pokazyvaet, qto esli rasstoØnie

ot verxiny (v, 1) do (e_1, 1) ravno n, to v = ae_1 dlØ nekotorogo fflementa a ∈ EU_{(e1,e}�_{1)}(V, q) dliny (v obrazu¸wih T_e�_{1w}(a)) ne bol~xe n.

Literatura

1. V. A. Petrov, Neqetnye unitarnye gruppy. — Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003).

2. E. K. Hinson, Paths of unimodular vectors. — J. Algebra 142 (1991), 58–75. 3. E. K. Hinson, Word length in elementary matrices. — J. Algebra 142 (1991), 76–80.

Petrov V. A. A combinatorial description of the highest orbit of elementary unitary groups.

The paper gives a purely combinatorial description of the orbit of e1 under the action of the elementary unitary group.

Postupilo 9 dekabrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet