Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 306, 2003 g.

O. A. LadyßenskaØ

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH SOLENOIDAL^NYH VEKTORNYH POLE`

§1. Predvaritel~nye rezul~taty

V seredine 50-h godov mno¸ byli predloßeny novye sposoby dokazatel~stva global~noæ razreximosti kraevyh (stacionarnyh i nestacionarnyh) zadaq dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa i ih linearizaciæ. Naibolee prosto ffto delaetsØ v ramkah vvedennyh mno¸ funkcional~nyh prostranstv solenoidal~nyh po-

leæ^∘J(Ω) i H(Ω). Pervoe iz nih ØvlØetsØ zamykaniem v norme L_2(Ω; R^n) ≡ L_2(Ω) mnoßestva · J^∞(Ω) = {u‖u ∈^·C^∞(Ω), div u = 0}

gde^·C^∞(Ω) est~ sovokupnost~ vseh beskoneqno-differenciruemyh vektornyh poleæ u(x) = (u_1(x), . . ., u_n(x)), ime¸wih kompaktnye nositeli, leßawie v Ω. Itak, prostranstvo ∘ J(Ω) ≡ {^·J^∞(Ω)}_{ClL2(Ω)}

Otnositel~no nego Ø dokazala teoremu (Teorema 1, gl. 1 [1]), leßawu¸ v osnove metodov issledovaniØ zadaq gidrodinamiki, naqavxihsØ s serediny 50-h godov. A imenno:

Teorema 1. Ortogonal~noe k^·J(Ω) v L2(Ω) podprostranstvo G(Ω)

sostoit iz gradientov odnoznaqnyh funkciæ, toqnee G(Ω) = {u‖u = ∇p, p ∈ L_{2,loc} (Ω), ∇p ∈ L_2(Ω)}. DlØ ograniqennyh oblasteæ Ω: G(Ω) = {u‖u = ∇p, p ∈ W^1_2 (Ω)}. Itak:

L_2(Ω) =^∘J(Ω) ⊕ G(Ω). (1)

Avtor blagodarit Fondy RFFI (grant 01-03-00638) i “Veduwie nauqnye xkoly” (grant 2261-2003-1). 92

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 93 DlØ Ω = R^n i dlØ Ω s gladkimi kompaktnymi granicami ∂Ω razloßenie (1) sovpadaet s razloßeniem Gel~mgol~ca–Zaremba.

Vtoroe iz vvedennyh mno¸ prostranstv ØvlØetsØ zamykaniem · J^∞(Ω) v norme integrala Dirihle. Ego Ø oboznaqila qerez H(Ω). SkalØrnoe proizvedenie v nem daetsØ ravenstvom

(u, v)_{H(Ω)} = ∫ Ω u_x · v_xdx. (2_1)

DlØ ograniqennyh Ω imeet mesto vloßenie: H(Ω) ⊂^∘W^1_2(Ω) ≡ ∘ W^1_2(Ω, R^n). Esli pri fftom ∂Ω gladkaØ, to

H(Ω) =^∘J^1_2(Ω) = {u‖u ∈^∘W^1_2(Ω), div u = 0} (2_2)

V dannoæ stat~e my budem sqitat~ Ω – ograniqennoæ oblast~¸ R^n. Sluqai neograniqennyh Ω rassmatriva¸tsØ primerno tak ße, no vyvody dlØ nih neskol~ko otliqa¸tsØ ot analogiqnyh predloßeniæ dlØ ograniqennyh oblasteæ.

DlØ faktiqeskogo rexeniØ kraevyh zadaq (stacionarnyh i nestacionarnyh) qasto ispol~zuetsØ metod Galerkina, priqem delaetsØ ffto v ramkah prostranstva H(Ω). Naprimer, dlØ prosteæxeæ kraevoæ zadaqi

−Δv + ∇p = f, div v = 0, v|_{∂Ω} = 0 (3)

(ravno kak i dlØ sistemy Nav~e–Stoksa) Ø stroila galerkinskie priblißeniØ v^m po sledu¸weæ sheme: bralas~ kakaØ-libo fundamental~naØ sistema funkciæ {φ_k}^∞_{k=1} v prostranstve H(Ω)

i v^m(x), v vide^m ∑ k=1 c^m_k φ_k(u), iz ravenstv (v^m_x , φ_{kx}) = (f, φ_k), k = 1, . . ., m. (4) �ti ravenstva ØvlØ¸tsØ sistemoæ lineænyh algebraiqeskih uravneniæ dlØ kofffficientov c^m_k , k = 1, . . . , m. Ih odnoznaqnaØ razreximost~ i vaßnye ocenki dlØ v^m sledu¸t iz sootnoxeniØ

(v^m_x , v^m_x ) = (f, v^m), (5)

ØvlØ¸wegosØ sledstviem (4). Iz nego poluqaetsØ ocenka

‖v^m_x ‖_{2,Ω} 6 ‖f‖_{(−1),Ω}. (6)

94 O. A. LADYȷENSKA˚ Ona pozvolØet sdelat~ predel~nyæ perehod po m → ∞ i dokazat~, qto slabym predelom v^m v H(Ω) ØvlØetsØ obobwennoe rexenie v ∈ H(Ω) zadaqi (3). Posle fftogo davlenie p ∈ L_2(Ω) nahoditsØ iz sistemy (3), toqnee, ee integral~nogo analoga.

Imenno takaØ shema rexeniæ kraevyh zadaq dlØ sistemy Stoksa i Nav~e–Stoksa poluqila xirokoe rasprostranenie sredi matematikov, zanima¸wihsØ teoretiqeskimi issledovaniØmi. Ona horoxa dlØ poluqeniØ dokazatel~stva teorem suwestvovaniØ i dal~neæxego kaqestvennogo analiza rexeniæ. Odnako, ee qislennaØ realizaciØ trebuet znaniØ kakoæ-libo fundamental~- noæ sistemy {φ_k}_{k=1} v H(Ω). V dannoæ rabote my predlagaem odin iz sposobov ee postroeniØ. DlØ fftogo privleqem rexeniØ sledu¸weæ zadaqi.

Zadaqa 1. Naæti v Ω rexenie w zadaqi

div w = ψ, w|_{∂Ω} = 0, (7_1)

podqinØ¸weesØ neravenstvu

‖w_x‖_{2,Ω} 6 β(Ω)‖ψ‖_{2,Ω}. (7_2)

s kakoæ-libo postoØnnoæ β(Ω), nezavisØweæ ot ψ.

IzvestnaØ funkciØ ψ pri fftom udovletvorØet neobhodimomu uslovi¸ ∫ Ω ψdx = 0. (7_3)

Vaßnost~ fftoæ zadaqi Ø ponØla s samogo naqala moih issledovaniæ zadaqi gidrodinamiki. V moeæ monografii [1] imeetsØ ee “dvoænik”.

Zadaqa 2. Naæti v Ω rexenie zadaqi

div u = 0, u|_{∂Ω} = α, (8_1)

gde α – zadannoe pole, udovletvorØ¸wee neobhodimomu uslovi¸ ∫ ∂Ω α · n ds = 0, (8_2)

gde n – vnexnØØ normal~ k ∂Ω.

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 95 Rexenie imenno fftoæ zadaqi potrebovalos~ mne pri dokazatel~stve Teoremy 1. V [1] ukazan odin iz sposobov rexeniØ zadaqi 2, i pri fftom otmeqeno, qto postroennoe u udovletvorØet ocenke ‖u_x‖_{2,Ω} 6 β_1(Ω)‖α‖_( 1_{2 ),∂Ω} (8_3)

gde ‖ · ‖_( 1_{2 ),∂Ω} est~ norma v prostranstve W^{1/2}_2 (∂Ω). DlØ dokazatel~stva Teoremy 1 ocenka (8_3) ne trebuetsØ, i potomu ee dokazatel~stvo ne privedeno v [1].

Legko videt~, qto, rexiv zadaqu 1, my rexim i zadaqu 2, i naoborot. DlØ fftogo nado privleq~ lix~ odno iz izvestnyh qastnyh rexeniæ uravneniØ div v = ψ i izvestnye teoremy vloßeniØ.

Zadaqa 1 byla vskore vostrebovana pri izuqenii mnogih voprosov, naprimer, pri issledovanii problem razreximosti zadaq gidrodinamiki v oblastØh, ime¸wih raznye vyhody na beskoneqnost~. V svØzi s fftim poslednim my s V. A. Solonnikovym rassmotreli v rabote [2] zadaqu 1 i zadaqu 2, a takße zadaqu

3 o maßorirovanii ‖p − p̄‖_{2,Ω} veliqinami^n ∑ i=1 ‖f_i‖_{2,Ω} i ‖f‖ 2n_{n+2 ,Ω}, esli izvestno, qto ∇p = n∑ i=1 ∂f_i ∂x_i + f (9_1)

My pokazali, qto dlØ xirokogo klassa oblasteæ Ω (“oblasteæ klassa k”) verno neravenstvo

‖p − p̄‖^2_{,Ω} 6 β_2(Ω) n∑ i=1 ‖f_i‖_{2,Ω} + β_3(Ω)‖f‖ 2n_{n+2 ,Ω} (9_2)

gde p̄ = ≺ ∫ Ω pdx. Nas osobenno interesovala zavisimost~ konstant β_k(Ω) ot Ω.

My vyØvili raznye svØzi meßdu zadaqami 1, 2 i 3 i pokazali, qto dlØ zadaqi 3 sluqaæ l¸boæ oblasti Ω “tipa k” svoditsØ k rexeni¸ odnoæ iz fftih zadaq v kakoæ-libo “prostoæ” oblasti Ω, naprimer, v xare. K izuqeni¸ zadaq 1–3 Ø privlekla mnogih iz svoih uqenikov, v ih qisle L. V. Kapitanskogo i K. Pileckasa [3]. Pozße ffti zadaqi stali predmetom izuqeniØ v prostranstvah L_q (Ω). V rabote M. E. Bogovskogo [4] dlØ oblasteæ, zvezdnyh otnositel~no kakogo-libo xara, dano Øvnoe predstavlenie

96 O. A. LADYȷENSKA˚ dlØ rexeniØ zadaqi 2. Niße my pokaßem, qto fakt udovletvoreniØ uravneni¸ ne trebuet nikakih podsqetov (kak ffto delaetsØ v rabote [4], a takße v monografii P. Galdi [5]). On sleduet iz ravenstv (12_2). Naprotiv, dokazatel~stvo ocenki (7_2) trebuet privleqeniØ predel~no toqnyh neravenstv: neravenstv Hardi– Littel~vuda i Kal~derona–Zigmunda. My udelim (7_2) osoboe vnimanie s cel~¸ vyØsnit~ kak imenno zavisit konstanta v (7_2) ot Ω. �to vaßno dlØ mnogih celeæ, v ih qisle i dlØ postroeniØ bazisov v prostranstvah solenoidal~nyh funkciæ.

V [4] i [5] skazano, qto konstanta v (7_2) zavisit ot Ω, no kak imenno – ne ukazano. V fftih publikaciØh est~ spisok rabot raznyh avtorov, posvØwennyh obsußdaemym zadaqam. Iz poslednih rabot, otnosØwihsØ k dannoæ problematike, ukaßem na rabotu [6]. My naqnem so sluqaØ ograniqennyh oblasteæ Ω, zvezdnyh otnositel~no kakogo-libo xara. Pomestim naqalo koordinat v centr fftogo xara i budem sqitat~, qto ego radius raven 1, a naibol~xee rasstoØnie toqek granicy ∂Ω do naqala koordinat oboznaqim qerez d.

DlØ takih oblasteæ imeetsØ Øvnoe predstavlenie dlØ odnogo iz rexeniæ zadaqi 1 (sm. [4], [5]). Snaqala my pokaßem, qto ffta formula sleduet iz izvestnogo predstavleniØ proizvol~noæ funkcii p qerez ee gradient ∇p (ona dana V. I. Smirnovym v [7 ]; v knige S. L. Soboleva imeetsØ predstavlenie p qerez ee proizvodnye kakogo-libo porØdka l ¿ 1). Ono imeet vid p(x) = p̃ − n∑ k=1 ∫ Ω A_k(x, y)∂_{yk} p(y)dy ≡ p̃ − ∫ Ω A(x, y)∇p(y)dy (10_1) gde p̃ = ∫ Ω ω(y)p(y)dy, (10_2)

A(x, y) = y − x |y − x|^n ∞∫ |y−x| ω(x + t x − y |x − y| )t^{n−1}dt (10_3)

a ω – kakaØ-libo gladkaØ (ili kusoqno-gladkaØ) funkciØ s supp ω ⊂ B̄_1(0) = {x‖(x) 6 1} i ∫ Ω ω(x)dx = 1. (10_4)

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 97 Krome fftogo budem sqitat~ ω(x) ¿ 0. Zametim, qto A(x, y)|_{y∈∂Ω} = 0. (10_5) Prostoe dokazatel~stvo formuly 10_1 dano v [7]. Rassmotrim teper~ pole w(x) = ∫ Ω A(y, x)ψ(y)dy ≡ A(ψ)(x) (11_1) dlØ proizvol~noæ gladkoæ ψ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ ∫ Ω ψ(x)dx = 0. (11_2)

BlagodarØ (10_5) w|_{∂Ω} = 0, i ona ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ. Pokaßem, qto ona udovletvorØet uravneni¸ div w = ψ v Ω. (12_1) DlØ fftogo voz~mem proizvol~nu¸ gladku¸ funkci¸ p(x), x ∈ Ω, i vospol~zuemsØ sledu¸weæ cepoqkoæ ravenstv (div w, p) = −(w, ∇p) = − ∫ Ω ∫ Ω A(y, x)ψ(y)dy ∇p(x)dx =

= − ∫ Ω ψ(y) ∫ Ω A(y, x)∇p(x)dx dy = ∫ ψ(y)p(y)dy. (12_2) Pri fftom my uqli (11_2). V silu proizvola p iz (12_2) sleduet (12_1). ZaæmemsØ teper~ poluqeniem ocenki (7_2), priqem sdelaem ffto (kak i v [4] i [5]) pri l¸bom q ∈ (1, ∞). DlØ fftogo udobno pol~zovat~sØ tremØ sledu¸wimi predstavleniØmi dlØ (11_1): w_i(x) ≡ ∫ Ω ψ(y)A^∗_i (x, y)dy (11_3) gde A^∗_i (x, y) = (x_i − y_i) ∞∫ 1 ω(y + r(x − y))r^{n−1}dy, (11_4)

98 O. A. LADYȷENSKA˚ a takße A^∗_i (x, y) = x_i − y_i |x − y|^n ∞∫ |x − y|ω(y + t x − y |x − y| )t^{n−1}dt (11_5) i A^∗_i (x, y) = x_i − y_i |x − y|^n ∞∫ 0 ω(x + ρ x − y |x − y| ) · (ρ + |x − y|)^{n−1}dρ. DifferenciruØ (11_3) po x_j, poluqim

∂_{xj} w_i(x) = ∫ Ω ψ(y)∂_{xj} A^∗_i (x, y)dy + ψ(x) ∫ Ω (x_i − y_i)(x_j − y_j ) |x − y|^2 ω(y)dy (12) gde pervyæ integral ponimaetsØ kak singulØrnyæ integral, t.e. kak lim_{ε→0} ∫ |x−y|¿0 ψ(y)A^∗_i (x, y)dy (13) Zdes~ i dalee budem sqitat~, qto integraly po oblasti Ω, zameneny na integraly po vsemu R^n, a funkciØ ψ prodolßena nulem s Ω na R^n.

Kak i v [5], predstavim Ødro ∂_{xj} A^∗_i (x, y) v vide summy sledu- ¸wih slagaemyh: ∂_{xj} A^∗_i (x, y) = K_{ij}(x, x − y) + G_{ij}(x, y), (14_1) gde K_{ij} (x, x − y) = k_{ij}(x, x − y) |x − y|^n (14_2) s k_{ij}(x, x − y) = δ^j_i ∞∫ 0 ω(x + r x − y |x − y| )r^{n−1}dr

+ x_i − y_i |x − y| ∞∫ 0 ∂_{xj} ω(x + r x − y |x − y| )r^ndr, (14_3) a G_{ij}(x, y) = g_{ij}(x, y) |x − y|^{n−1} (14_4)

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 99 s g_{ij}(x, y) ≡ δ^j_i ∞∫ 0 ω(x + r x − y |x − y| ).[|x − y| + r)^{n−1}

−r^{n−1}]dr + x_i − y_i |x − y| ∞∫ 0 ω_{xi} (x + r x − y |x − y| )[(|x − y(+2)^n −z^n)dr}|x − y|^{−1} (14_5) Pod vyraßeniem ∂_{xj} ω(x+r^{x−y}_{|x−y|} ) my ponimaem pri fftom veliqinu

∂_{zj} ω(z) pri z = x + r x − y |x − y| . Takim obrazom ∂_{xj} w_i(x) predstavleno v vide summy treh integralov ∂_{xj} w_i(x) = J_{ij}(x) + I_{ij}(x) + F (x)Φ_{ij}(x), (15_1) gde Φ_{ij} (x) = ∫ Rn^{(xi − yi)(xj − yj )} |x − y|^2 ω(y)dy, (15_2)

J_{ij}(x) = ∫ Rn^{ψ(y) kij (x, x − y)|x − y|n dy, (153)} I_{ij}(x) = ∫ Rn^{ψ(y) gij(x, y)|x − y|n−1 dy. (154)} Pri fftom napomnim, qto ω(y) = 0 vne B_1(0), a ψ(y) = 0 vne Ω.

DlØ ocenki integralov J_{ij} moßno primenit~ teoremu Kal~- derona–Zigmunda [8] (sm. takße [4], [5]) ob ocenke norm L_q(R^n) singulØrnyh integralov. Odnim iz glavnyh ee konstruktivnyh usloviæ ØvlØetsØ trebovanie ∫ |z|=1 k_{ij}(x, z)ds_z = 0, (16_1)

a takße k_{ij}(x, αz) = k_{ij}(x, z) dlØ ∀α > 0. Oba oni vypolneny dlØ k_{ij} iz (15_3). �to proverØetsØ prosto, no netrivial~no. Ewe odno

100 O. A. LADYȷENSKA˚ uslovie kasaetsØ ograniqennosti k_{ij}(x, z) na sfere S_1 = {z‖|z| = 1}. V kaqestve nego moßno vzØt~ uslovie

sup_{x∈}R_n max_{|z|=1} |k_{ij}(x, z)| 6 k̃_{ij} < ∞ (16_2)

�to poslednee vypolneno, naprimer, pri usloviØh max x∈B1(0) |ω(x)| 6 μ_0 < ∞; max_{x∈B1(0)} |∇ω(x)| 6 μ_1 < ∞. (16_3)

V predpoloßeniØh (16_3) v kaqestve k̃_{ij} moßno vzØt~ sledu¸wie veliqiny k̃_{ij} = δ^j_i μ^0 n [(d + 1)^n − (d − 1)^n] + μ_1 n + 1

[(d + 1)^{n+1} − (d − 1)^{n+1}] (16_4)

Soglasno Teoreme Kal~derona–Zigmunda ‖J_{ij}‖_{q,}Rn 6 M_1(q, n)k̃_{ij}‖ψ‖_{q,}Rn (17) gde M_1 = M_1(q, n).

DlØ ocenki ‖I_{ij}‖_{q,Ω} ispol~zuem neravenstvo Hardi–Littel~- vuda (sm., naprimer, [9]): | | | | ∫ R^n ∫ R^n f(x)g(y) |x − y|^λ dxdy | | | | 6 M2(q, λ, n)‖f‖p,Rn ‖g‖q,Rn (181) spravedlivoe dlØ l¸byh f ∈ L_p(R^n), g ∈ L_q(R^n), gde p, q i λ udovletvorØ¸t usloviØm { p, q ∈ (1, ∞), λ ∈ [0, n), 1 p +^1_q +^λ_n = 2.

(18_2)

My ego ispol~zuem dlØ funkciæ f i g s nositelØmi v Ω. Iz (18_k), k = 1, 2, sleduet, qto dlØ u(x) = ∫ |g(y)| |x − y| dy (19_1)

spravedliva ocenka ‖u‖_p0 6 M_2[q, λ, n)‖g‖_q (19_2) s 1 p^′ = 1 q + λ n − 1. (19_3)

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 101 DlØ λ = n −^n_{2q} qislo^1_p0 =^1_q −^1_{2q} =^1_{2q} i potomu iz (19_2) sleduet ‖u‖_{2q} 6 M_2(q, n − n 2q , n)‖g‖_{q,Ω} (20) Primem teper~ vo vnimanie, qto dlØ ograniqennyh Ω verny neravenstva ‖u‖_{q,Ω} 6 ‖u‖_{r,Ω}|Ω|^{r−q} (21) pri r > q i potomu iz (20) i (21) sleduet ‖u‖_{q,Ω} 6 M_2(q, n − n 2q , n)|Ω|^{1/2}‖g‖_q0_Ω (22)

Ispol~zuem ffto neravenstvo dlØ ocenki ‖I_{ij}‖_{q,Ω}. A imenno, ‖I_{ij} ‖_{q,Ω} 6 ‖ ∫ Ω |ψ(y)| |g_{ij}| ‖x − y‖^{n−1} dy‖_q0_Ω (23_1)

DlØ q ¿^n_2 qislo λ = n −^n_{2q} ¿ n − 1 i^1_{|x−y|n}�_1 =^{|x−y|λ}

�n+1 |x−y|^λ 6 (2d)^λ�^n+1

|x−y|^λ . V fftom sluqae iz (231) sleduet ‖I_{ij}‖_{q,Ω} 6 g̃_{ij}(2d)^{1− n2q} ‖ ∫ Ω ψ(y) |x − y|^{n− n2q} dy (23_2) 6 g̃ij(2d)^{1− n2q} M2(q, n −^n_{2q} , n)(Ω)^{1/2}‖ψ‖q,Ω (24) Zdes~ q ¿^n_2 , a g̃_{ij} = const , dlØ kotoryh verny neravenstva max x,y∈Ω |g̃_{ij}(x, y)| 6 g̃_{ij}. (24) DlØ q < n veliqina ‖I_{ij}‖_{q,Ω} moßno ocenit~ s pomow~¸ (19_2) s λ = n − 1. A imenno, ‖I_{ij}‖_p0_{,Ω} 6 g̃_{ij}‖ ∫ Ω ψ(y) |x − y|^{n−1} dy‖_p0_{,Ω} 6 g̃_{ij}M_2(q, n − 1, n))‖ψ‖_{q,Ω} gde p^′ =^{qn}_{n−q} > q. Ots¸da i (21) sdelaem vyvod: dlØ q ∈ (1, n)

‖I_{ij}‖_{q,Ω} 6 ‖I_{ij}‖_p0_{,Ω}(Ω)^{1n} 6 g̃_{ij}M_2(q, n − 1, n)|Ω|^{1n} ‖ψ‖_{q,Ω} (25)

102 O. A. LADYȷENSKA˚ Zapixem (23_2) i (25) tak: ‖I_{ij}‖_{q,Ω} 6 g̃_{ij}M_3(n, q, d)‖ψ‖_{q,Ω}. (26) gde M_3(n, q, d) = { 2^{1− n2q} d^{1− n2q + n2} ¶^{12}n g ¿^n_2 M_2(q, n − 1, n)d¶^{1n}_n , dlØ q < n. Zdes~ ¶_n = mes B_1 – mera xara B_1 v R^n radiusa 1.

Iz (15_1), (17) i (26) sleduet

‖∂_{xj} w_i‖_{q,Ω} 6 [M_1(q, n)k̃_{ij} + M_3(n, q, d)g̃_{ij} + 1]‖ψ‖_{q,Ω} (27) V kaqestve k̃_{ij} moßno vzØt~ veliqinu, vypisannu¸ v (16_4). Podsqitaem, qto moßno vzØt~ v kaqestve g̃_{ij}. DlØ fftogo ispol~zuem predstavlenie (14_5) i primem vo vnimanie usloviØ (16_3), a takße, to, qto ω(x) = 0 dlØ |x| ¿ 1. BlagodarØ fftomu pri n ¿ 2

|g_{ij}(x, y)| 6 |x − y|^{−1}{δ^j_i μ_0 a+2∫ a [(ρ + 2)^{n−1} − r^{n−1}]dr

+μ_1 a+2∫ a [(ρ + r)^n − r^n]dr} = δ^j_i μ_0 a+2∫ a [(ρ + 2)^{n−2}

+(ρ + 2)^{n−3}r + · · · + r^{n−2}]dr + μ_1 a+2∫ a [(ρ + 2)^{n−1}

+(ρ + r)^{n−2}r + · · · + r^{n−1}]dr (28_1) DlØ n = 2 |g_{tj}(x)| 6 δ^j_i μ_0 a+2∫ a dr + μ_1 a+2∫ a (ρ + 2r)dr 6 δ^j_i 2μ_0 + 8μ_1d. (28_2)

Pri fftom my ispol~zovali |x − y| ≡ ρ 6 2d i a 6 d − 1. DlØ n = 3 iz (28_1) sleduet |g_{ij}| 6 δ^j_i μ_08d + μ_1(26d^2 + 2). (28_3) Sformuliruem izloßennoe v forme teoremy:

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 103

Teorema 2. DlØ ograniqennyh oblasteæ Ω ⊂ R^n, zvezdnyh otnosi-

tel~no xara B_1(0) ⊂ Ω, zadaqa

div w = ψ, w|_{∂Ω} = 0, ∫ Ω ψdx = 0 (29)

imeet rexenie w, opredelØemoe formuloæ (11_3). Gladkost~ ego rastet s gladkost~¸ ψ. Pri ψ ∈ L_q (Ω), q ∈ (1, ∞), rexenie w ∈ W^1_q (Ω) i spravedliva ocenka ‖∇w‖_{q,Ω} 6 β(n, q, d)‖ψ‖_{q,Ω} (30) gde maßoranta β zavisit ot n, q i d = dist {∂Ω; 0}. •

Iz (27) i neravenstv (16_4) i (28_k), k = 1, 2, 3, vidno, qto moßno vzØt~ za β(n, q, d) v ocenke (30).

Otmetim vaßnoe svoæstvo maßoranty β(n, q, d): ot oblasti Ω ona zavisit tol~ko za sqet vhoßdeniØ d; pri dilatacii Ω ffto qislo ne menØetsØ. Deæstvitel~no, ono ravno otnoxeni¸ “vnexnego radiusa Ω”, t.e. sup_{x∈Ω} |x|, k “vnutrennemu radiusu Ω”, t.e. k radiusu naibol~xego xara β_ρ(0), pomewa¸wegosØ v Ω. Centry fftih “vnexnego” i “vnutrennego” xara my pomestili v toqku x = 0.

PoØsnim ffto detal~nee.

Pust~ w(x) est~ rexenie zadaqi, garantirovannoe Teoremoæ 2. Pereædem ot x ∈ Ω, w(x) i ψ(x) k peremennym x̂, ω̂(x̂) i ψ̂(x̂) po formulam: x = λx̂, w(x) = w(λx̂) ≡ ŵ(x̂), F̂ (x̂) = λF (x); λ > 0. Legko podsqitat~, qto ŵ(x̂) est~ rexenie zadaqi div_{x̂}ŵ(x) = ψ̂(x̂), ŵ|_∂ b_Ω = 0, v ^Ω. (31)

Bolee togo, dlØ ŵ imeet mesto predstavlenie togo ße vida qto i predstavlenie (11_k), k = 3, 4, 5, 6, dlØ w(x), a imenno

ŵ(x̂) = ∫ bΩ F̂ (ŷ) · x̂ − ŷ |x̂ − ŷ|^n ∞∫ 0 ^ω(x̂ + ρ̂ x̂ − ŷ |x̂ − ŷ| ) · (^ρ + |x̂ − ŷ|)^{n−1}dρ, (32) gde ^ω(x̂) = s − λ^nω(λx̂) = λ^nω(x). Zametim, qto ∫ bΩ ^ω(x̂)dx̂ = ∫ Ω ω(x)dx = 1. Podytoßim ffto v vide sledstviØ:

104 O. A. LADYȷENSKA˚

Sledstvie 1. Zadaqa (31) v l¸boæ oblasti^^Ω, zvezdnoæ otnosi-

tel~no xara B_R(0) ⊂ ^Ω, imeet rexenie ^ω, davaemoe formuloæ (32) s l¸boæ gladkoæ funkcieæ ^ω, ravnoæ nul¸ vne B_R(0) i normirovannoæ usloviem ∫ ^ω(x̂)dx̂ = 1. DlØ nego verna ocenka ‖∇ŵ‖_{q,}e_Ω 6 β(n, q, d)‖ ^ψ‖_{q,}b_Ω (33) s toæ ße veliqinoæ β(n, q, d), qto i v (30), tol~ko v neæ d = R^{−1} sup |x|_{x∈∂Ω}. • §2. O postroenii fundamental~nyh sistem v H(Ω) Sdelannoe vyxe my ispol~zuem dlØ glavnoæ celi fftoæ stat~i – postroeniØ fundamental~nyh sistem v prostranstve H(Ω). Skazannoe niße spravedlivo i dlØ banahovyh prostranstv^∘J^1_q (Ω) s l¸bym q ∈ (1, ∞). No my ograniqimsØ zdes~ sluqaem q = 2. V sootvetstvii s fftim my ispol~zuem teoremu 2 (ili ee sledstvie) dlØ q = 2.

Opredelim v^∘W^1_2(Ω) proektor P na H(Ω) s pomow~¸ ravenstv:

P(φ) = φ − Q(φ), (34_1) gde Q(φ) = A(div φ), (34_2)

a operator A opredelen v (11_1) (ili, qto to ße, v (32) dlØ oblasti ^Ω, soderßaweæ xar B_R(0)), R = λ^{−1}).

Kak dokazano v §1 ‖Q(φ)‖_{2,Ω} 6 β(n, 2, d)‖ div φ‖_{2,Ω} 6 β(n, 2, d)n‖∇φ‖_{2,Ω}, (34_3) i potomu norma operatora P imeet ocenku ‖P‖ 6 1 + β(n, 2, d)n ≡ β1. (35) Vidno, qto P est~ proektor v^∘W^1_2(Ω) na H(Ω). BlagodarØ fftim faktam verna

Teorema 3. Esli {φk(x)}^∞_{k=1} est~ fundamental~naØ sistema v

prostranstve^∘W^1_2(Ω), to sistema {ψ_k(x) = P(φ_k)(x)}^∞_{k=1} ØvlØetsØ fundamental~noæ v prostranstve H(Ω). Oblast~ Ω pri fftom dolßna udovletvorØt~ uslovi¸ teoremy 2.

O POSTROENII BAZISOV V PROSTRANSTVAH 105 My ne vkl¸qaem v termin “Fundamental~nye sistemy” svoæstvo lineænoæ nezavisimosti fflementov fftoæ sistemy, a trebuem ot nee lix~ sledu¸wee: dlØ l¸bogo ε > 0 i l¸bogo φ ∈^∘W^1_2(Ω) naædetsØ takaØ summa φ^{(ε)} = ∑_{Nε} k=1 a_kφ_k, N_ε < ∞, qto ‖∇(φ − φ^{(ε)})‖_{2,Ω} 6 ε.

V silu ograniqennosti proektora P Øsno, qto {ψ_k} obrazu¸t fundamental~nu¸ sistemu v H(Ω). DlØ ee ispol~zovaniØ cele-

soobrazno provesti ee ortogonalizaci¸ v L_2(Ω) ili v^∘W^1_2(Ω).

Teorema 2 pozvolØet postroit~ fundamental~nye sistemy v H(Ω). DlØ fftogo nado vzØt~ fundamental~nu¸ sistemu {φ_n} v ∘ W^1_2(Ω), kaßdyæ fflement φ_k kotoroæ imeet kompaktnyæ nositel~ Ω_k ⊂ Ω. Krome fftogo, qisla d_k, ravnye (kak i v Teoreme 2) otnoxeni¸ “vnexnego” radiusa Ω_k k ee “vnutrennemu radiusu”, dolßny ne prevoshodit~ kakoe-libo qislo d < ∞. DlØ kaßdoæ iz φ_k(x) (ravnoæ nul¸ dlØ x ∈ Ω \ Ω_k) postroim v Ω_k proektor P_k, takoæ ße, kak v Teoreme 3, i poloßim ψ_k(x) = P_k(φ_k)(x) dlØ x ∈ Ω_k. Vne Ω_k poloßim ψ_k = 0. Tak postroennye funkcii ψ_k, k > 1, prinadleßat H(Ω) i, kak netrudno videt~, obrazu¸t fundamental~nu¸ sistemu v H(Ω). Itak, my ubedilis~ v spravedlivosti sledu¸weæ teoremy.

Teorema 4. Pust~ Ω – proizvol~naØ oblast~ v R^n i {φk}^∞_{k=1} fun-

damental~naØ sistema v^∘W^1_2(Ω) s supp φ_k ≡ Ω_k, ime¸wimi d_k 6 d < ∞. Togda sistema {ψ_k(x)}_{k=1}, v kotoroæ ψ_k(x) = P_k(φ_k)(x), x ∈ Ω_k, ψ_k(x) = 0 dlØ k ∈ Ω \ Ω_k, a P_k – proektor dlØ oblasti Ω_k, opredelennyæ vyxe v (34_s), s = 1, 2, ØvlØetsØ fundamental~noæ v H(Ω).

Podqerknem, qto normy proektorov P_k blagodarØ Teoreme 2 ime¸t obwu¸ maßorantu.

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. M., Fizmat.-giz., 1961 (vtoroe izdanie M. Nauka, 1970).

2. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, O nekotoryh zadaqah vektornogo analiza i obobwennyh postanovkah kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e– Stoksa. — Zap. nauqn. semin. LOMI 59 (1976), 81–116.

3. L. V. Kapitanskiæ, K. I. Pileskas, O nekotoryh zadaqah vektornogo analiza. — Zap. nauqn. semin. LOMI 138 (1984), 65–85.

106 O. A. LADYȷENSKA˚

4. M. E. Bogovskiæ, Rexenie nekotoryh zadaq vektornogo analiza s operatorami Div i Grad . — Trudy semin. S. L. Soboleva 80, No. 1 AN SSSR, Sibirskoe Otdelenie matematiki, Novosibirsk (1980) 5–40.

5. G. P. Galdi, An introduction to the mathematical theory of the Navier–Stokes

equations, VI, Springer-Verlag (1994).

6. B. Dakoron~Ø, Suwestvovanie i regulØrnost~ rexeniæ dω = f s graniqnymi usloviØmi Dirihle v kn. Nelineænye zadaqi matem. fiziki i smeßnye voprosy. I MeßdunarodnaØ matem. seriØ 1, mart 2002 g. Kluwer

Plenum Publ. 63–76.

7. V. N. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki 5, M., GIFML (1959). 8. A. P. Calderon and A. Zygmund, On singular Integrals with variable kernels. —

Applicable Analysis, 7 (1978), 221–238.

9. �. Lib, M. Loss, Analiz. N., Nauqn. kniga (1998).

Ladyzhenskaya O. A. On a constraction of basises in spaces of solenoidal vector-valued fields.

It is given a construction of fundamental systems in the space H(Ω) ⊂ ∘ W^1_2(Ω) with the help of an arbitrery fundamental system in^∘W^1_2(Ω).

Postupilo 1 dekabrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN