Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

V. M. Babiq

O PC–ANZACE

Rabota posvØwaetsØ P. V. Krauklisu v svØzi s ego semidesØtiletiem

Vvedenie

V nastoØweæ rabote rassmatriva¸tsØ nekotorye asimptotiqeskie razloßeniØ, soderßawie funkcii paraboliqeskogo cilindra. �ti razloßeniØ my budem nazyvat~ PC-anzacami. Pod PC-anzacem v dal~neæxem podrazumevaetsØ razloßenie vida: e^{i kl(x)}[AD_p( √ ke^{− i π4} m(x)) + k^{− 12} e^{i π4} BD^′_p( √ ke^{− i π4} m(x))], (1.1)

gde A i B rØdy: A = ∞∑ s=0 A_s(x) (i k)^s

; B = ∞∑ s=0 B_s(x) (i k)^s

(1.2)

Zdes~ i v dal~neæxem formal~nye stepennye rØdy “ne obØzany” shoditsØ. Ravenstvo (1.2) ime¸t tot smysl, qto A i B oboznaqeniØ sootvetstvu¸wih stepennyh rØdov. V formule (1.1) D_p – funkcii paraboliqeskogo cilindra, l(x), m(x), A_s(x), B_s(x) podleßat opredeleni¸, x ∈ R^r, r = 2, 3. My budem predpolagat~ l, m, A_s, B_s gladkimi. PredpolagaetsØ, qto volnovoæ process opisyvaetsØ uravneniem Gel~mgol~ca:

(Δ + k^2)u = 0. (1.3)

PC-anzac vpervye byl predloßen v rabote [1] pri p = −^3_2 dlØ opisaniØ polØ volny, rasseØnnoæ konusom, v okrestnosti poverhnosti, otdelØ¸weæ oblast~, osvewœnnu¸ pada¸weæ volnoæ ot sootvetstvu¸weæ oblasti teni. Naxa rabota posvØwena dal~- neæxemu izuqeni¸ PC-anzacev.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI No. 02-01- 260. 9

10 V. M. BABIQ

Anzac (1.1)–(1.2) moßno primenØt~ i v vektornom sluqae. Esli vmesto (1.3) volnovoæ process opisyvaetsØ uravneniØmi teorii uprugosti, to A_s, B_s vektory, v fflektromagnitnom sluqae – pary vektorov.

PC-anzac – analog anzacev Olvera (sluqaæ obyknovennyh lineænyh uravneniæ) [2] i ı. A. Kravcova [3], gde rassmatrivaetsØ volnovoe pole v okrestnosti kaustiki i vmesto funkciæ paraboliqeskogo cilindra v anzace figuriru¸t funkcii �æri. O svØzi PC-anzacev s nekotorymi toqnymi rexeniØmi uravneniØ Gel~mgol~ca sm. [4].

2. O svoæstvah funkciæ paraboliqeskogo cilindra (sm. [5]) i primenenii PC-anzacev.

Funkcii paraboliqeskogo cilindra D_p(z) – ffto celye funkcii z, udovletvorØ¸wie differencial~nomu uravneni¸: ( d^2 dz^2 + p + 1 2 − z^2 4 ) D_p(z) = 0 (2.1)

i ime¸wie pri z → +∞ asimptotiku:

D_p(z) = e^{− z24} z^p ( 1 + O ( 1 z^2 )) . (2.2)

Vaßnu¸ rol~ dlØ priloßeniæ v teorii difrakcii igraet asimptotika D_p(z) na prØmoæ Im(ze^{i π}4 ) = 0:

D_p(z) = e^{− z24} z^p ( 1 + O ( 1 z^2 )) , (|z| → +∞, arg z = − π 4 ) (2.3)

D_p(z) = e^{− z24} z^p ( 1 + O ( 1 z^2 )) + (− √ 2π)e^{pπ i} Γ(−p) e^{z24} ( 1 + O ( 1 z^2 )) , (|z| → +∞, arg z = 3π 4 ) (2.4)

V formulah (2.3)–(2.4) O(^1_{z2} ) – funkcii, asimptotiku kotoryh predstavlØet rØd po stepenØm^1_{z2} , naqina¸wiæsØ s const /z^2. Zametim, qto asimptotiqeskie formuly (2.3)–(2.4) moßno differencirovat~. SqitaØ, qto m(x) 6 − const < 0 k → +∞, ishodØ iz anzaca (1.1)–(1.2) i asimptotiqeskoæ formuly (2.4), netrudno pridti k vyvodu, qto anzac (1.1)–(1.2) ffkvivalenten dvum luqevym razloßeniØm, priqœm naqal~nye dannye dlØ sootvetstvu¸- wih uravneniæ perenosa moßno vybirat~ proizvol~no.

O PC–ANZACE 11 Rassmotrim korotko situacii, kogda volnovoe pole opisyvaetsØ PC-anzacom. Pust~ my imeem kartinu volnovyh frontov, izobraßœnnu¸ na ris 1.

Ris. 1. Kartina volnovyh frontov.

Zdes~ front AB prekrawaetsØ za toqkoæ B i kasaetsØ fronta DBC v toqke B. V okrestnosti toqki B sootvetstvu¸wee pole luqeæ neregulØrno i geometro-optiqeskim razloßeniem (dalee g-o volnoæ) asimptotiqeski ne predstavlØetsØ. ObratimsØ k asimptotike D_p(ze^{− i π}4 ) (sm. formuly (2.3)–(2.4). Pri perehode z ot +∞ k −∞ osuwestvlØetsØ perehod ot asimptotiki, svØzannoæ s odnoæ ffksponentoæ, k asimptotike, svØzannoæ s dvumØ ffksponentami. ObratimsØ k PC-anzacu. Estestvenno, qto pri fftom odna g-o volna perehodit v dve g-o volny. Sootvetstvu¸wie volnovye fronty shematiqeski izobraßeny na ris. 1.

Kartina volnovyh togo tipa, qto na ris. 1, voznikaet pri padenii g-o volny na klin ili konus i v okrestnosti toqki vyhoda golovnoæ volny (AB front golovnoæ volny). Nesloßno opredelit~, kakov dolßen byt~ indeks p v PC-razloßeniØh (1.1), v ukazannyh situaciØh.

Izvestno – sm. naprimer, [6], qto pri padenii g-o volny na klin v sluqae ideal~nyh kraevyh usloviæ i kogda g-o razloßenie pada¸weæ volny naqinalos~ s qlenov porØdka O(1), to g-o razloßenie volny, rasseØnnoæ verxinoæ klina, naqinaetsØ s qlenov porØdka k^{− 12} . ObrawaØs~ k razloßeniØm (2.3)–(2.4) i (1.1), poluqim, qto porØdok po k g-o volny s frontom AB (ris. 1) otliqaetsØ ot sootvetstvu¸wego porØdka g-o volny s frontom DBC mnoßitelem ∼ O(k^{− 12} ).S drugoæ storony (sm. asimptotiqeskie formuly (2.3)–(2.4) dlØ PC-funkciæ) fftot mnoßitel~ dolßen imet~ porØdok O(z^{2p+1}), z ∼ k^{− 1}2 . My poluqim: O(k^12^{(2p+1)}) ∼ O(k^{− 12} ), t.e. p +^1_2 = −^1_2 , otkuda p = −1.

12 V. M. BABIQ

V sluqae konusa pada¸waØ g-o volna ∼ O(1) otraßaetsØ, poroßdaØ otraßœnnu¸ g-o volnu. Krome togo voznikaet rasseØnnaØ verxinoæ g-o volna porØdka O(k^{−1}). Na granice oblasti, osvewœnnoæ otraßœnnoæ volnoæ, kartina volnovyh frontov blizka k kartine, kotoru¸ ill¸striruet ris. 1. My prihodim k ravenstvu^1_2 (2p + 1) = −1, otkuda p = −^3_2 .

V sluqae okrestnosti toqki vyhoda golovnoæ volny g-o volna, sotvetstvu¸waØ frontu DBC,otliqaetsØ po porØdku ot golovnoæ volny (front AB) mnoßitelem porØdka O(k^{−1}). �to privodit k ravenstvu^1_2 (2p+1) = 1, otkuda p =^1_2 . My kosnœmsØ v naxih dal~neæxih rassmotreniØh lix~ sluqaev p = −1 (rasseØnie g-o volny klinom), i p = −^3_2 (rasseØnie ploskoæ volny konusom).

3. O svØzi PC-anzaca p = −1 i anzaca V. A. Borovikova.

V sluqae g-o volny, rasseØnnoæ klinom, voznikaet polutenevoe volnovoe pole v okrestnosti linii, razdelØ¸weæ oblast~, osvewœnnu¸ pada¸weæ ili otraßennoæ volnoæ i sootvetstvu¸- wu¸ zone teni. �to volnovoe pole asimptotiqeski opisyvaetsØ anzacem V. A. Borovikova [6]:

u = u_0F ( √ k(s_{sc} − s_0)) + Ce^{i kssc} (3.1)

Zdes~ u_0 – g-o razloßenie pada¸weæ (ili otraßœnnoæ) volny:

u_0 = e^{i ks0} ∞∑ j=0 E_j(x, y) (i k)^j

, (3.2)

s_0 eœ ffækonal, s_{sc} – ffækonal volny s krugovym frontom, rasse- Ønnoæ verxinoæ klina,

F (x) = 1 √ π i x∫ −∞ e^{i α2} dα, √ i = e^{i π4} , (3.3)

C = ∞∑ j=0 C_j(x, y) (− i k)^{j+ 1}2

, (− i)^{j+ 12} = e^{− π2 (j+ 12 ) i} , (3.4)

C_j, D_j gladkie funkcii.

Sootvetstvu¸wiæ PC-anzac imeet vid sm. (1.1):

e^{i kl(x)}[AD_{−1}( √ ke^{− i π4} m(x)) + k^{− 12} e^{i π4} BD^′_{−1} ( √ ke^{− i π4} m(x))]. (3.5)

O PC–ANZACE 13 Pokaßem ffkvivalentnost~ anzacev (3.1) i (3.5) vblizi singulØrnogo napravleniØ. Vospol~zuemsØ izvestnoæ formuloæ (sm. [5]):

D_{−1}(z) = e^{z24} √ 2 +∞∫ zp_2 e^{−t2} dt, (3.6) otkuda

D^′_{−1}(z) = e^{z24} √ 2 2 z +∞∫ zp_2 e^{−t2} dt − e^{− z22} . (3.7)

PodstavlØØ (3.6–3.7) v (3.5), poluqim:

u = e^{i k(l− m24 )} √ 2 ( A + 1 2 mB )^{+∞}∫ mp_{k exp(}�_{i π4 )} p_2 e^{−t2} dt − Be^{i π4} 1 √ k e^{i k(l+ m24 )}

(3.8) ili

u = e^{i k(l− m24 )} √ 2 ( A + 1 2 mB ) �mpkp_2 ∫ −∞ e^{i α2} dα − Be^{i π4} 1 √ k e^{i k(l+ m24 )}

= e^{i k(l− m24 )} √ 2 ( A + 1 2 mB ) √ π iF ( − m √ k 2 ) − Be^{i π4} 1 √ k e^{i k(l+ m24 )}.

(3.9)

VernœmsØ k anzacu V. A. Borovikova (3.1). Poloßim √ s_{sc} − s_0 = −^{m√}_2 , l −^{m2}_4 = s_0 i svØßem A i B sootnoxeniem e^{i k(l− m24 )} √ 2 ( A + 1 2 mB ) √ π i = u_0, (3.10)

togda vyraßenie (3.9) budet identiqno anzacu V. A. Borovikova, esli −Be^{i π4} 1 √ k e^{i k(l+ m24 )} = Ce^{i kssc} . (3.11)

Zametim v zakl¸qenie, qto v rassmatrivaemom sluqae anzac (3.5) moßno bylo by vyrazit~ qerez funkci¸ f(α), vvedœnnu¸

14 V. M. BABIQ V. A. Fokom (sm. [7], str. 148). �to netrudno sdelat~, esli vospol~zovat~sØ formuloæ f(α) = 1 √ 2π e^{− α22 i}D_{−1} (√ 2e^{− π i4} α ) , (3.12)

vyvesti kotoru¸ nesloßno. Sootvetstvu¸wie postroeniØ my opuskaem.

4. O volnovom pole v singulØrnom napravlenii. Sluqaæ konusa.

V sluqae klina PC-anzac ili ffkvivalentnyæ emu anzac V. A. Borovikova sravnitel~no nesloßno obosnovat~ – t.e. pokazat~ ( baziruØs~ na Øvnom rexenii zadaqi), qto vysokoqastotnaØ asimptotika volnovogo polØ v poluteni deæstvitel~no opisyvaetsØ sootvetstvu¸wim razloßeniem. V sluqae konusa situaciØ sloßnee. V fftom punkte my pokaßem, qto i zdes~ PC-anzac deæstvitel~no asimptotiqeski predstavlØet volnovoe pole v sootvetstvu¸weæ oblasti poluteni.

Budem ishodit~ iz formuly (sm.[8], str. 12) dlØ rexeniØ zadaqi o rasseØnii ploskoæ volny konusom Ξ = N × R^+, gde N – oblast~ na ediniqnoæ sfere S^2 s centrom v verxine konusa Ξ:

G(r, ω, ω_0) = e^{π i4} (kr)^{− 12} ∫ W e^{− i kr cos s}Φ(ω, ω_0, s) ds, (4.1) gde Φ(ω, ω_0, s) = i π ∫ γ e^{− i νs}g(ω, ω_0, ν)ν dν. (4.2) V oboznaqeniØh my sleduem rabote [8]. Zdes~ g(ω, ω_0, ν) – funkciØ Grina oblasti N , t.e. rexenie zadaqi

Δ_ωg + (ν^2 − 1 4 )g = δ(ω − ω_0), Ωg|_{∂N} = 0, (4.3)

Δ_ω – operator Laplasa na sfere, ω – ediniqnyæ vektor, v napravlenii kotorogo vedœtsØ nabl¸denie, pada¸waØ volna dvißetsØ v napravlenii vektora −ω_0, Ω – operator vzØtiØ vnexneæ normal~noæ proizvodnoæ k granice ∂N oblasti N (uslovie Neæmana) ili Ω = 1 – uslovie Dirihle, W – kontur, izobraßœnnyæ na ris. 2, ohvatyva¸wiæ polupolosu 0 6 Re s 6 π, Im s 6 0,

O PC–ANZACE 15

Ris. 2. Kontur W .

Ris. 3. Kontur γ.

γ – kontur, izobraßœnnyæ na ris. 3, ohvatyva¸wiæ pol¸sa g(ω, ω_0, ν). Ris. 2 neskol~ko usloven: Φ(ω, ω_0, s) moßet imet~ singulØrnosti na otrezke [0, π]. Ih sleduet obhodit~ po malym dugam poluokrußnosteæ s centrami v singulØrnyh toqkah i leßawih v poluploskosti Im s 6 0. SingulØrnosteæ v sluqae vypuklogo konusa moßet byt~ maksimum dve: s = s_0, gde s_0 rasstoØnie vdol~ S^2 meßdu ω i ω_0 i s = τ_r, gde τ_r rasstoØnie meßdu ω i ω_0 vdol~ lomanogo luqa, ime¸wego toqku otraßeniØ na ∂N .

V korotkovolnovu¸ (kr → +∞) asimptotiku integrala (4.1) vnosØt vklad te singulØrnosti Φ(ω, ω_0, s), kotorye nahodØtsØ na otrezke [0, π] i stacionarnaØ toqka s = π. SingulØrnosti

16 V. M. BABIQ

Φ(ω, ω_0, s), predstavlØ¸wie dlØ nas interes, nahodØtsØ s pomow~¸ sledu¸wih postroeniæ (sm. [8]): pri malyh s, takih, qto ni na okrußnosti s_0(ω, ω_0) = s ⊂ S^2, ni vnutri neœ net toqek ∂N – osobennosti Φ sovpada¸t s singulØrnostØmi funkcii i π d ds (cos s − cos s_0 + i 0)^{− 12} . (4.4)

Kogda s delaetsØ stol~ bol~xim, qto okrußnost~ s_0 = s dostigaet granicy ∂N , k ukazannym singulØrnostØm sleduet dobavit~ singulØrnosti, poluqa¸wiesØ v rezul~tate otraßeniØ po pravilam luqevogo metoda singulØrnosteæ funkcii (4.4) ot krivoæ ∂N . My predpolagaem, qto luqi pada¸weæ volny nekasatel~ny k ∂N i qto volnovoæ process opisyvaetsØ uravneniem ( ∂^2 ∂s^2 − Δ_ω + 1 4 ) Φ = 0. (4.5)

Kraevye usloviØ na ∂N – Dirihle ili Neæmana. Pust~ krivaØ ∂N analitiqeskaØ, togda vblizi osobennosti s = τ_r dlØ Φ moßno napisat~ formulu:

Φ(ω, ω_0, s) = (τ_r − s + i 0)^{−3/2}Φ_1(ω, ω_0, s) + Φ_2(ω, ω_0, s), (4.6)

gde Φ_1 i Φ_2 analitiqny i Φ_1 otliqna ot nulØ vblizi toqek, gde s = τ_r.

Pust~ toqki s = π i s = τ_r blizki. Pri τ_r > π singulØrnost~ s = τ_r uße ne poroßdaet (sm. formulu (4.1)) g-o razloßeniØ otraßœnnoæ volny. Sootvetstvu¸wie toqki r, ω nahodØtsØ v zone teni otraßœnnoæ volny. Okrestnost~ toqek, takih, qto π = τ_r (ω, ω_0) -ffto poluten~ dlØ otraßœnnoæ volny. Volnovoe pole zdes~ opisyvaetsØ integralom (4.1), gde toqka vetvleniØ s = τ_r , blizka k stacionarnoæ toqke s = π. Asimptotiku integralov takogo tipa izuqal N. Bleæsteæn [9]. Iz ego rezul~tatov vytekaet, qto v zone poluteni otraßœnnoæ volny volnovoe pole opisyvetsØ PC-anzacem (1.1), gde p = −^3_2 , priqœm sootvetstvu¸wee razloßenie ØvlØetsØ “ravnomernym” v tom smysle, qto oblast~ ego primenimosti ne stØgivaetsØ k poverhnosti m = 0 pri kr → +∞. Kofffficienty A_j , B_j funkcii l, m analitiqny. K fftomu anzacu sleduet dobavit~ g-o volnu, poroßdennu¸ funkcieæ Φ_2.

Zaverxim fftot razdel stat~i kratkim obzorom literatury. Vpervye volnovoe pole vblizi singulØrnogo napravleniØ ras-

O PC–ANZACE 17 smatrival V. A. Borovikov [10], kotoryæ vvel dlØ opisaniØ sootvetstvu¸weæ volnovoæ kartiny t.n obobwœnnyæ integral FrenelØ, vyraßa¸wiæsØ qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra. Anzac po-suwestvu identiqnyæ PC-anzacu (p = −^3_2 ) byl vvedœn v rabote [1]. Tam ße (str. 228) ukazano, qto volnovoe pole v okrestnosti singulØrnogo napravleniØ opisyvaetsØ summoæ pada¸weæ volny (kak fon) + PC-anzac+g-o volna so sferiqeskim frontom (centr – verxina konusa) i s regulØrnymi v okrestnosti singulrnyh napravleniæ kofffficientami. V rabotah [8] i [11] dlØ nahoßdeniØ analitiqesogo vyraßeniØ dlØ voln vblizi singulØrnyh napravleniæ primenØetsØ metodika pograniqnogo sloØ: oblast~ primenimosti poluqennyh asimptotiqeskih formul stØgivaetsØ k poverhnosti m(x) = 0 pri k → +∞.

5. Ob uravneniØh perenosa v sluqae PC-anzaca.

Potrebuem, qtoby anzac (1.1) (p = −^3_2 ) udovletvorØl uravneni¸ Gel~mgol~ca:

(Δ+k^2)k^{− 14} [ e^{i kl} ( AD_− 3_2 ( √ ke^{− i π4} m)+k^{− 12} e^{i π4} BD^′_− 3_2 ( √ ke^{− i π4} m) )] = 0.

(5.1) My vveli v vyraßenie dlØ anzaca mnoßitel~ k^{− 1}4 , qtoby anzac mog predstavlØt~ volnovoe pole v poluteni otraßœnnoæ volny, ime¸weæ porØdok O(1) pri k → +∞.

PriravnØem teper~ nul¸ glavnye qleny ( k → +∞) v levoæ qasti ravenstva (5.1). �to budut kofffficienty pri k^74 D_− 3_2 i k^{54} D^′_{− 32} . My poluqim:

(1 − (∇l)^2 − 1 4 m^2(∇m)^2)A_0 − 1 2 ∇l∇mB_0 = 0, 2∇l∇mA_0 + (1 − (∇l)^2 − 1 4 m^2(∇m)^2)B_0 = 0. (5.2)

Kofffficienty A_0 i B_0 ne dolßny odnovremenno ravnØt~sØ nul¸, pofftomu opredelitel~ sistemy (5.2) dolßen ravnØt~sØ nul¸, otkuda

1 − (∇l)^2 − 1 4 m^2(∇m)^2 = 0, (5.3) ∇l∇m = 0. (5.4)

18 V. M. BABIQ Pri vypolnenii ravenstv (5.3)–(5.4) ravenstva (5.2) toße oqevidno vypolnØ¸tsØ.

ObratimsØ k sledu¸wemu priblißeni¸ – priravnØem nul¸ v levoæ qasti (5.1) kofffficienty pri k^{3/4}D_− 3_2 i k^{1/4}D^′_− 3_2 :

L := 2∇l∇A_0 + ΔlA_0 − (∇m)^2A_0 −

(∇m)^2 4 2∇m∇B_0 − 1 2 m(∇m)^2 B_0 − 1 4 m^2ΔmB_0 = 0, (5.5)

M := 2∇l∇B_0 + ΔlB_0 − 2∇m∇A_0 − ΔmA_0 = 0. (5.6) Umnoßim ravenstvo (5.5) na m^{− 3}2 , ravenstvo (5.6) na −^1_2 m^{− 1}2 i sloßim: Lm^{− 32} − M 1 2 m^{− 12} = 0, ili (posle gromozdkih vykladok): 2∇ ( l + m^2 4 ) ∇(A_0m^{− 32} − m^{− 12} 2 B_0) +Δ ( l + m^2 4 ) (A_0m^{− 32} − m^{− 12} 2 B_0) = 0. (5.7)

Ravenstvo (5.7) – ØvlØetsØ uravneniem perenosa luqevogo metoda dlØ ffækonala l +^{m2}_4 . (Netrudno videt~, qto iz ravenstv (5.3)– (5.4) sledu¸t uravneniØ ffækonala: (∇ ( l ±^{m2}_4 ) )^2 = 1.) Umnoßim teper~ ravenstvo (5.5) na m^12 , a ravenstvo (5.6) na^1_2 m^32 . Sloßiv poluqennye sootnoxeniØ, poluqim:

Lm^{12} + M 1 2 m^{32} = 0 ili 2∇ ( l− m^2 4 ) ∇(A_0m^{12} + m^{3/2}2 B 0 ) + Δ ( l − m^2 4 ) (A_0m^{12} + m^{3/2}2 B 0 ) = 0. (5.8)

Ravenstvo (5.8) – uravnenie perenosa dlØ ffækonala l −^{m2}_4 . Iz uravneniæ perenosa (5.7)–(5.8) sledu¸t formuly

A_0m^{− 32} − m^{− 12} 2 B_0 = χ_1(α_1, β_1) √ J^0_1 J_1

, (5.9)

O PC–ANZACE 19

A_0m^{12} + m^{32} 2 B_0 = χ_2(α_2, β_2) √ J^0_2 J_2

. (5.10)

Zdes~ α_j, β_j , j = 1, 2 – parametry, harakterizu¸wie luqi, χ_j , j = 1, 2 – difrakcionnye kofffficienty, J_1, J_2 – geometriqeskie rashodimosti vdol~ sootvetstvu¸wih luqeæ, J^0_1 , J^0_2 – rashodimosti v nekotoroæ fiksirovannoæ toqke na luqe.

Esli |m| ¿ const > 0, to χ_1 i χ_2 niqem ne svØzany meßdu soboæ. Ravenstva (5.9)–(5.10) da¸t vozmoßnost~ vyrazit~ A_0, B_0 qerez χ_j i geometriqeskie rashodimosti. Analogiqno moßno bylo by rassmotret~ A_j , B_j , j > 0.

V okrestnosti poverhnosti m = 0 na kofffficienty A_0, B_0 nakladyvaetsØ to ograniqenie, qto oni dolßny sohranØt~ gladkost~ v okrestnosti poverhnosti m = 0.

6. O volnovom pole vblizi singulØrnogo napravleniØ v sluqae impedansnogo ili prozraqnogo konusa.

VernœmsØ k formulam (5.9)–(5.10). Iz formul dlØ volnovogo polØ v singulØrnom napravlenii v sluqae kraevyh usloviæ Dirihle ili Neæmana (sm. [11]) A_0|_{m=0} ≠ 0. Iz (5.9) sleduet, qto pri podhode k poverhnosti m = 0 χ_1 imeet singulØrnost~ ∼ m^{− 32} , qto, razumeetsØ, soglasuetsØ s rezul~tatami rabot [1, 8, 10, 11]. Osobennost~ χ_2 imeet porØdok ∼ √ m. �ækonal s_{sc} volny, rasseØnnoæ verxinoæ konusa, ne men~xe ffækonala s_0 – ffækonala otraßœnnoæ volny. (�to obstoØtel~stvo suwestvenno i v ploskom sluqae: sm. formulu V. A. Borovikova (3.1), gde vyraßenie √ k(s_{sc} − s_0) – vewestvenno.) “Geometrooptiqeskoæ” otraßœnnoæ volne sootvetstvuet ffækonal l −^{m2}_4 . Zametim, qto pravaØ qast~ ravenstva (5.10) izvestna: otraßœnnaØ volna nahoditsØ luqevym metodom. Glavnyæ singulØrnyæ qlen pri m → 0 levoæ qasti ravenstva (5.10), raven A_0|_{m=0} m^{1/2}. PriravnivaØ glavnye (m → 0) qleny obeih qasteæ ravenstva (5.10) moßno naæti A|_{m=0} .

V sluqae ideal~nyh kraevyh usloviæ (Dirihle ili Neæmana) my ne poluqim niqego novogo: glavnyæ qlen (m → 0) v fftom sluqae izvesten [1, 10, 11]. Zdes~ vaßno zametit~ sledu¸wee: pravaØ qast~ v ravenstve (5.10) proporcional~na kofffficientu otraßeniØ. V sluqae kraevogo usloviØ Neæmana kofffficient otraßeniØ raven edinice, pofftomu dlØ poluqeniØ formuly

20 V. M. BABIQ dlØ volnovogo polØ v singulØrnom napravlenii v pervom pri m → 0 priblißenii dostatoqno sootvetstvu¸wie formuly dlØ kraevogo usloviØ Neæmana umnoßit~ na kofffficient otraßeniØ. PredpolagaØ fftot priœm spravedlivym dlØ impedansnogo ili prozraqnogo konusa, my pridœm k iskomym formulam dlØ volnovogo polØ v fftih ves~ma neprostyh sluqaØh.

Privedœm snaqala formulu dlØ volnovogo polØ v okrestnosti singulØrnogo napravleniØ v sluqae kraevogo usloviØ Neæmana [11]. Pust~ ploskaØ volna rasprostranØetsØ po napravleni¸ −ω_0 (|ω_0| = 1). Provedœm sferu ediniqnogo radiusa s centrom v verxine konusa (sm. naqalo razdela 4), vektor ω |ω| = 1 harakterizuet napravlenie v kotorom rasqityvaetsØ volnovoe pole. SqitaetsØ, qto ω_0 i ω na ediniqnoæ sfere soedinØet lomanyæ “luq”, sostavlennyæ iz dvuh dug bol~xih krugov na sfere^⌣ω_0s_0 i^⌣s_0ω s_0 ∈ ∂N . Ugol padeniØ (ψ) v toqke s_0 raven uglu otraßeniØ, θ_0 i θ_1 dliny dug^⌣ω_0s_0 i^⌣s_0ω. Vyraßenie dlØ volnovogo polØ v toqke ω, r imeet vid: u_N ∼= i e^{−3π i /8}e^{i kr} √ cos ψ 4(kr)^{1/4} sin θ_0 ( 1 ρ_g )_− 1_2 e^{− i β24} D_− 3_2 ( βe^{−π i /4} ) . (6.1)

Ris. 4. Otraßenie luqa ω_0s_0ω ot krivoæ ∂N.

Zdes~^1_{ρg} – geodeziqeskaØ krivizna krivoæ ∂N v toqke s_0, β = √ k(θ_0 + θ_1 − π). Volnovoe pole v sluqae drugih kraevyh usloviæ imeet vid a_ru_N , gde a_r sootvetstvu¸wiæ kofffficient otraßeniØ. DlØ sluqaØ kraevogo usloviØ Dirihle a_r raven −1.

O PC–ANZACE 21 Pereædœm k sluqaØm impedansnogo usloviØ i kontakta dvuh sred. V impedansnom sluqae kraevoe uslovie zapixem v tradicionnom vide: ∂u ∂n + i k sin ξu | | S = 0, 0 < ξ 6 π 2 . (6.2)

Zdes~ ξ – harakterizuet impedansnu¸ granicu, normal~ predpolagaetsØ napravlennoæ vnutr~ oblasti, zanØtoæ kolebaniØmi. Pust~ volna padaet na impedansnu¸ poverhnost~ pod uglom “skol~ßeniØ” α (sm. ris 5). Togda

Ris. 5. Luqi pada¸weæ i otraßennoæ volny.

a_r = sin α − sin ξ sin α + sin ξ

. (6.3)

Pust~ teper~ S – granica razdela dvuh sred. V pervoæ, gde y > 0, soderßaweæ luqi pada¸weæ i otraßœnnoæ voln, pust~ volnovoe qislo ravno k, a vo vtoroæ, gde y < 0 sootvetstvenno mk, gde m pokazatel~ prelomleniØ. Kraevye usloviØ na S, t.e. pri y = 0, pust~ ime¸t vid:

γ_1 ∂u_1 ∂n | | S = γ_2 ∂u_2 ∂n | | S , γ_1 > 0, γ_2 > 0,

ζ_1u_1|_S = ζ_2u_2|_S , ζ_1 > 0, ζ_2 > 0, (6.4) togda: a_r = γ_1 sin α_2 − ζ_1γ_2 √ m^2 − cos^2 α γ_1 sin α_2 + ζ_1γ_2 √ m^2 − cos^2 α

. (6.5)

22 V. M. BABIQ

Literatura

1. A. L. BrodskaØ, A. V. Popov, S. A. Hozioskiæ, Asimptotika otraßœnnoæ ot konusa volny v oblasti poluteni. 6-oæ Vseso¸znyæ Simpozium po Difrakcii i Rasprostraneni¸ Voln. Moskva-Erevan, 227–231 (1976).

2. F. Olver, Asimptotika i special~nye funkcii. Nauka, M. (1960). 3. ı. A. Kravcov, Ob odnoæ modifikacii metoda geometriqeskoæ optiki.

— Izv.vuzov. Radiofizika. 7, No. 4(1964), 659–665.

4. N. V. Cepelev, O nekotoryh special~nyh rexeniØh uravneniØ Gel~mgol~ca.

Zap. nauqn. semin. LOMI 51, 197–202 (1975).

5. I. M. Ryßik, I. S. Gradxteæn, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. GITTL. M-L. (1951).

6. V. A. Borovikov, B. E. Kinber, GeometriqeskaØ teoriØ difrakcii. SvØz~, M. (1978).

7. V. A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ voln. Sovetskoe Radio. M. (1970).

8. V. P. Smyshlyaev, On the diffraction by cone at high frequencies. LOMI Preprint

E-9-89. Leningrad (1989) pages 47.

9. N. Bleistein, Uniform asymptotic expansion of integrals with stationary points near

algebraic singularities. — Comm. on pure and applied math. 19, No. 4 (1966), 353– 370.

10. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. Nauka, M. (1966).

11. V. M. Babiq, D. B. Dement~ev, B. A. Samokix, V. P. SmyxlØev. O rasse- Ønii ploskoæ volny verxinoæ proizvol~nogo konusa. (SingulØrnye napravleniØ). — Zap.nauqn.semin. POMI. 264 (2000), 7–21.

Babich V.M. On P C-ansatz.

The subject of the paper is detailed consideration of known from seventies ansatz: e^{i kl(x)}[AD_p( √ ke^{− π4} m(x)) + k^{− 12} e^{π4} BD^′_p( √ ke^{− π4} m(x))], where A and B are series: A = ∞∑ s=0 A_s(x) (i k)^s

; B = ∞∑ s=0 B_s(x) (i k)^s . Here D_p are parabolic cylinder functions. Analytical expressions in the first approximation for wave field in the penumbra of the wave reflected by impedance or transparent cone were obtained.

Postupilo 29 ØnvarØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN