Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

M. I. Belixev

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI DINAMIQESKO` SISTEMY, OPISYVAEMO` VOLNOVYM URAVNENIEM NA ODNOM KLASSE GRAFOV (NA DEREV^˚H)

PosvØwaetsØ Dß. Lagnezu v svØzi s ego 65-letiem

0. Vvedenie 0.1. O rabote.

Mehaniqeskiæ ob¨ekt, privodØwiæ k zadaqe, – ploskiæ graf, sostoØwiæ iz koneqnogo qisla strun peremennoæ plotnosti. Graf moßet smewat~sØ po normali k ploskosti; smewenie ego graniqnyh verxin (graniqnoe upravlenie Dirihle) iniciiruet volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ po grafu. My izuqaem vopros, – moßno li sozdavat~ volny zadannoæ formy, operiruØ graniqnym upravleniem? V sluqae, kogda graf ØvlØetsØ derevom (ne soderßit ciklov), otvet okazyvaetsØ poloßitel~nym: my privodim toqnu¸ ocenku vremeni, pri kotorom otobraßenie “upravlenie → volna” stanovitsØ s¸r¨ektivnym (iz L_2-prostranstva upravleniæ na L_2-prostranstvo na grafe) i opisyvaem konstruktivnu¸ proceduru, obrawa¸wu¸ ffto otobraßenie.

0.2. Postanovka i glavnyæ rezul~tat.

Pust~ Ω ⊂ R^2 est~ koneqnyæ svØznyæ ploskiæ graf s rœbrami (prØmolineænymi intervalami) {e_1, . . . , e_l} = E, verxinami {v_1, . . . , v_m} = V i graniqnymi verxinami {γ_1, . . . , γ_n} = Γ ⊂ V . Graf osnawœn plotnost~¸ ρ, – funkcieæ, strogo poloßitel~noæ na Ω i C^2-gladkoæ na rœbrah. Veliqina

d (Ω) := sup_{a,b∈Ω} min_{π[a,b]} ∫ π[a,b] √ ρ |dx| Rabota podderßana grantom RFFI No. 02-01-00260 i grantom EO2-1.0- 172 MO RF. 23

24 M. I. BELIXEV (|dx| – fflement dliny na Ω, inducirovannyæ R^2-metrikoæ; min berœtsØ po putØm π[a, b] ⊂ Ω, soedinØ¸wim a s b) est~ optiqeskiæ diametr grafa.

Grafu sopostavlØetsØ dinamiqeskaØ sistema ρ u_{tt} − u_{ee} = 0 v {Ω \ V } × (0, T ); ∑ e∼v u_e |_{x=v} = 0 dlØ vseh v ∈ V \ Γ;

u |_{t=0} = u_t |_{t=0} = 0 v Ω;

u = f na Γ × [0, T ],

gde ( · )_e – differencirovanie vdol~ rebra; summa berœtsØ po rœbram, incidentnym verxine v, (·)_e |_v est~ proizvodnaØ vdol~ e v napravlenii ot v, vzØtaØ v v; f = f(γ, t) – graniqnoe upravlenie; u = u^f (x, t) – rexenie.

Glavnyæ rezul~tat raboty sostoit v sledu¸wem.

Teorema 1. Esli Ω ØvlØetsØ derevom, to dlØ l¸byh T ≥^{d (Ω)}_2 i

y ∈ L_{2,ρ}(Ω) (s meroæ ρ|dx|) naædœtsØ upravlenie f ∈ L_2(Γ × [0, T ]), pri kotorom vypolneno ravenstvo u^f (·, T ) = y. Drugimi slovami, associirovannaØ s derevom dinamiqeskaØ sistema, opisyvaemaØ volnovym uravneniem, ØvlØetsØ toqno upravlØemoæ pri vremenah ≥^{d (Ω)}_2 . Naxe dokazatel~stvo konstruktivno: my predlagaem proceduru, opredelØ¸wu¸ f po y.

0.3. ZameqaniØ.

Naxa postanovka zadaqi graniqnogo upravleniØ motivirovana obratnymi zadaqami na grafah (sm.[2, 3]). Ona otliqaetsØ ot tradicionnoæ postanovki, sostoØweæ v upravlenii polnym dinamiqeskim sostoØniem {u^f (·, T ), u^f_t (·, T )}.

V sluqae, kogda vse verxiny grafa dostupny upravleni¸, toqnaØ upravlØemost~ dereva ustanovlena v [1] s pomow~¸ spektral~noæ (qastotnoæ) tehniki. Ne iskl¸qeno, qto fftot podhod moßet byt~ rasprostranœn i na sluqaæ graniqnogo upravleniØ. My, odnako, ispol~zuem drugu¸ (vremenn&u¸) tehniku, voshodØwu¸ k A. S. Blagovewenskomu (sm., naprimer, [4]): kak my polagaem, ona bolee estestvenna i, v otliqie ot spektral~noæ, privodit k toqnoæ ocenke vremeni upravlØemosti.

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 25 S cel~¸ ograniqit~ ob¨œm raboty, my opuskaem nekotorye detali tehniqeskogo haraktera (glavnym obrazom v p.p. 2.2–2.4). V qastnosti, my ne dokazyvaem rezul~taty, otnesennye v predloßeniØ: oni libo izvestny, libo dokazyva¸tsØ dostatoqno prosto.

1. Graf TerminologiØ.

Rebro ffto koneqnyæ interval prØmoæ linii, leßaweæ v ploskosti R^2: e = { col {x^1, x^2} | | x^i = a^i + b^is, a^i , b^i = const, s ∈ (0, 1) } ; verxina – toqka v ∈ R^2. Graf Ω ⊂ R^2 est~ diz¨¸nktnaØ summa

Ω = E ∪V koneqnogo mnoßestva rœber E = {e} i koneqnogo mnoße-

stva verxin V = {v}, takaØ qto Ω ØvlØetsØ zamknutym svØznym mnoßestvom na ploskosti.

My govorim, qto v ∈ V i e ∈ E incidentny (i pixem e ∼ v, v ∼ e), esli v ∈ e (zamykanie v R^2) i oboznaqaem r(v) := ♯{e ∈ E | e ∼ v}. DlØ prostoty rassmatriva¸tsØ tol~ko grafy s r( · ) ≠ 2.

Mnoßestvo Γ := {v ∈ V | r(v) = 1} est~ granica Ω; mnoßestvo ∫ Ω := Ω \ Γ sostavlØ¸t vnutrennie toqki grafa.

Put~ π[a, b] ⊂ Ω, svØzyva¸wiæ toqki a, b ∈ Ω, est~ obraz otrezka [0,1] pri gomeomorfizme φ : [0, 1] → Ω, takom qto φ(0) = a, φ(1) = b; oboznaqeniØ π [a, b), π (a, b], π (a, b) takße ime¸t oqevidnyæ smysl.

Graf Ω est~ derevo, esli l¸bye a, b ∈ Ω, a ≠ b soedinØ¸tsØ edinstvennym putœm (tak qto v Ω otsutstvu¸t cikly). V dannoæ rabote my imeem delo, glavnym obrazom, s derev~Ømi.

Derevo moßet byt~ poluuporØdoqeno standartnym obrazom. Imenno, pust~ toqka ξ ∈ Ω fiksirovana i ob¨Øvlena kornem; dlØ a, b ∈ Ω my pixem a ⪯ b (a ≺ b), esli a ∈ π [ξ, b] (a ∈ π [ξ, b)). RazumeetsØ, fftot poluporØdok opredelØetsØ vyborom ξ.

1.2. OptiqeskaØ metrika.

FunkciØ ρ, opredelœnnaØ na Ω\V nazyvaetsØ plotnost~¸, esli

(i) ρ strogo poloßitel~na: ρ( · ) ≥ ρ_0 > 0;

(ii) na kaßdom rebre e ∈ E funkciØ ρ|_e moßet byt~ prodolßena

na e do funkcii klassa C^2(e).

26 M. I. BELIXEV

Takim obrazom, graniqnye znaqeniØ ρ(γ), γ ∈ Γ korrektno opredeleny, v to vremØ kak vo vnutrennih verxinah v ∈ V \ Γ plotnost~ moßno rassmatrivat~ kak r(v)-znaqnu¸ funkci¸.

Pust~ |dx|^2 est~ evklidov fflement dliny, inducirovannyæ v

Ω R^2-metrikoæ. OptiqeskaØ metrika τ na grafe opredelØetsØ

fflementom dτ^2 := ρ(x)|dx|^2, x ∈ Ω \ V ; po svoæstvam ρ ffta metrika ffkvivalentna evklidovoæ. Esli Ω ØvlØetsØ derevom, legko imeem:

τ (a, b) = ∫ π[a,b] √ ρ |dx|, a ≠ b; 0, a = b. My oboznaqaem

B_r [a] := {x ∈ Ω | | τ (a, x) < r}; veliqinu d (Ω) := sup_{a,b ∈ Ω} τ (a, b)

nazyvaem (optiqeskim) diametrom grafa; qislo

T_∗ := d (Ω) 2 – ego radius. Toqka x_∗ ∈ Ω, dlØ kotoroæ vypolneno τ (x_∗, Γ) = T_∗, nazyvaetsØ (optiqeskim) centrom grafa.

Predloßenie 1. Derevo imeet edinstvennyæ centr. 1.3. Prostranstva i klassy na grafe.

Vvedœm (vewestvennoe) gil~bertovo prostranstvo H = L_{2,ρ}(Ω),

(y, w)_H := ∫ Ω yw ρ |dx| = ∑ e∈E ∫ e yw ρ |dx|. My otnosim funkci¸ y na Ω k klassu H^1_0, esli

(i) y ∈ C(Ω);

(ii) y |_e vhodit v klass Soboleva H^1(e) na kaßdom rebre e; (iii) y = 0 na Γ,

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 27 i oboznaqaem

(y, w)_H1_0 := ∫ Ω ∇y · ∇w |dx| = ∑ e∈E ∫ e dy de dw de |dx|,

gde ∇ est~ evklidov gradient na Ω,^d_{de} est~ differencirovanie po evklidovoæ dline v l¸bom (no odnom i tom ße dlØ y i w) napravlenii vdol~ e.

Vvedœm takße troæku (osnawœnnoe gil~bertovo prostranstvo)

H^1_0 ⊂ H ⊂ H^{−1},

v kotoroæ H^{−1} est~ prostranstvo, dvoæstvennoe k H^1_0 otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ ( · , · )_H. Kak obyqno, my oboznaqaem qerez (h, y)_H znaqenie funkcionala h ∈ H^{−1} na fflemente y ∈ H^1_0. Kak izvestno, mery Diraka, opredelØemye sootnoxeniem (δ_ξ , y)_H = y(ξ), vhodØt v H^{−1}.

Skaßem, qto funkciØ y ∈ H vhodit v klass K, esli

(iv) y ∈ C(Ω);

(v) y |_e ∈ C^2(e) na kaßdom e ∈ E;

(vi) v kaßdoæ vnutrenneæ verxine v ∈ V \ Γ vypolnØetsØ ra-

venstvo (zakon Kirhgofa) ∑ e∼v dy de (v) = 0, (1)

v kotorom dy de (v) := lim x∈e, x→v y(x) − y(v) |x − v| . Nakonec, uslovimsØ nazyvat~ funkci¸ y kusoqno-gladkoæ, esli suwestvuet koneqnoe mnoßestvo toqek A_y := {a_1, . . ., a_N } ⊃ V , takoe qto dlØ vsØkogo otkrytogo intervala ω ⊂ Ω \ A sußenie y |_ω dopuskaet prodolßenie na ω do funkcii klassa C^2(ω).

2. Volny na grafe 2.1. DinamiqeskaØ sistema.

GovorØ o dinamiqeskoæ sisteme, associirovannoæ s grafom,

28 M. I. BELIXEV my imeem vvidu naqal~no-kraevu¸ zadaqu vida ρ u_{tt} − u_{ee} = 0 v {Ω \ V } × (0, T ); (2.1) u( · , t) ∈ K, dlØ vseh t ∈ [0, T ]; (2.2) u |_{t=0} = u_t |_{t=0} = 0 v Ω; (2.3) u = f na Γ × [0, T ], (2.4) s graniqnym upravleniem (Dirihle) f = f(γ, t); rexenie u = u^f (x, t) opisyvaet volnu, iniciirovannu¸ na Γ i rasprostranØ- ¸wu¸sØ v Ω. Napomnim izvestnyæ fakt: v silu usloviæ na plotnost~ ρ, esli f ØvlØetsØ C^2-gladkim po t i annuliruetsØ vblizi t = 0, to zadaqa imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie u^f .

Prostranstvo upravleniæ F^T := L_2 (Γ × [0, T ]) so skalØrnym proizvedeniem (f, g)_F T = ∑ γ∈Γ T∫ 0 f(γ, t) g(γ, t) dt nazyvaetsØ vnexnim prostranstvom sistemy (2.1)–(2.4).

Prostranstvo H est~ vnutrennee prostranstvo; volny (sosto- ØniØ) u^f ( · , t) sut~ zavisØwie ot vremeni fflementy H.

Sootvetstvie “vhod → sostoØnie” realizuetsØ operatorom upravleniØ W^T : F^T → H, W^T f := u^f (·, T ), opredelœnnym na upravleniØh, da¸wih klassiqeskie rexeniØ sistemy (2.1)–(2.4).

2.2. Rasprostranenie singulØrnosteæ.

Vse rezul~taty p.p. 2.2, 2.3 spravedlivy dlØ proizvol~nyh grafov (ne tol~ko dlØ derev~ev).

Fundamental~noe rexenie. Fiksiruem γ ∈ Γ i oboznaqim

δ_γ (γ^′) := { 0, γ^′ ≠ γ; 1, γ^′ = γ. Voz~mœm χ ∈ C^2[0, T ] takim, qto χ ≥ 0, supp χ ⊂ (0, T ) i^T ∫ 0 χ(t)dt = 1. Vyberem maloe ε > 0 i oboznaqim

χ_ε(t) := 1 ε χ( t ε ), 0 ≤ t ≤ εT ; 0, εT < t < T ;

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 29 pust~ u^{δγχε} est~ klassiqeskoe rexenie zadaqi (2.1)–(2.4), otveqa¸wee upravleni¸ f(γ^′ , t) = δ_γ (γ^′)χ_ε(t). Kak moßno pokazat~, pri stremlenii ε → 0 (tak qto χ_ε shoditsØ k δ-funkcii Diraka) predel~nyæ perehod privodit k funkcii u^{δγ δ} := lim_{ε→0} u^{δγ χε} ∈ C ( [0, T ] ; H^{−1} ) ØvlØ¸weæsØ fundamental~nym rexeniem zadaqi (2.1)–(2.4). �to rexenie opisyvaet volnu, iniciirovannu¸ mgnovennym toqeqnym istoqnikom, lokalizovannym v γ. V ostavxeæsØ qasti p. 2.2 my obsußdaem svoæstva u^{δγδ} bolee podrobno; vse oni horoxo izvestny.

Pervoe rebro. Napomnim, qto τ (a, b) est~ optiqeskoe rasstoØnie meßdu a, b ∈ Ω. Pust~ e est~ rebro, incidentnoe γ, i v ∈ V – vtoraØ verxina, incidentnaØ e. Pri vremenah 0 < t ≤ τ (γ, v) spravedlivo izvestnoe predstavlenie (vremenn&oe VKB-razloßenie) u^{δγδ} (x, t) = [ ρ(x) ρ(γ) ]_− 1_4 δ ( t − τ (x, γ) ) + u_γ (x, t), x ∈ Ω, (2.5)

v kotorom u_γ est~ ograniqennaØ funkciØ, C^2-gladkaØ na [supp u_γ ]\ {(γ, 0)} i takaØ, qto supp u_γ ( · , t) ⊆ B_t[γ] ⊆ e (sm., naprimer, [4]). Pervyæ qlen v (2.5) interpretiruetsØ kak glavnaØ singulØrnost~, kotoraØ dvißetsØ ot γ k v vdol~ e s peremennoæ skorost~¸ ρ^{−1/2}: sm. toqku l na ris. 1a.

Prohoßdenie qerez pervu¸ verxinu. V moment t = τ (γ, v) singulØrnost~ dostigaet verxiny v i, zatem, prohodit qerez v. Prostoæ analiz, ispol~zu¸wiæ (2.5) i zakon Kirhgofa (1.1) daœt sledu¸wee predstavlenie pri vremenah τ (γ, v) < t ≤ τ (γ, v) + ε (s malym ε > 0): u^{δγδ} (x, t) = α(x) δ ( t − τ (γ, v) − τ (v, x) ) + u_γ (x, t), x ∈ Ω (2.6)

s ograniqennym u_γ , udovletvorØ¸wim supp u_γ ( · , t) ⊆ B_t[γ] i kusoqno-gladkim na supp u_γ ( · , t). Amplituda α est~ kusoqnogladkaØ funkciØ, strogo poloßitel~naØ na drugih rœbrah e^′ ∼ v, e^′ ≠ e, incidentnyh v.

Dobavim, qto α |_e moßet byt~ otricatel~noæ. S fiziqeskoæ toqki zreniØ ffto oznaqaet, qto otraßœnnaØ qast~ singulØrnosti, dviga¸waØsØ nazad k γ (toqka r na ris. 1b) moßet imet~

30 M. I. BELIXEV

Ris. 1.

fazu, protivopoloßnu¸ faze pada¸weæ singulØrnosti (toqka l na ris. 1a; v oboih sluqaØh xar B_t[γ] otmeqen konturom).

Pervoe otraßenie ot granicy. Pust~ γ^′ ∈ Γ est~ blißaæxaØ k v graniqnaØ verxina: τ (γ^′, v) = min_{γ′′∈Γ} τ (γ^{′′}, v) (vozmoßno, γ = γ^′). Pri t → τ (γ, v) + τ (v, γ^′) − 0 singulØrnost~, proxedxaØ qerez v (i, vozmoßno, qerez drugie verxiny ili otraßœnnaØ ot v nazad k γ), priblißaetsØ k γ^′. Zatem singulØrnost~ otraßaetsØ ot γ^′: sm. toqku r na ris. 2b. Prostoæ analiz, ispol~zu¸wiæ uslovie u^{δγ δ}( · , t) |_Γ = 0, t > 0, privodit k predstavleni¸ u^{δγδ} (x, t) = α(x) δ ( t − τ (γ, v) − τ (v, γ^′) − τ (γ^′, x) ) + u_γ (x, t), (2.7)

spravedlivomu pri vremenah τ (γ, v) + τ (v, γ^′) < t ≤ τ (γ, v) + τ (v, γ^′) + ε v toqkah x, blizkih k γ^′, s ograniqennym kusoqnogladkim u_γ . Esli γ^′ ≠ γ, to amplituda α otricatel~na; ffto ozna-

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 31

Ris. 2.

qaet, qto otraßenie ot granicy vedœt k inversii fazy pada¸- weæ singulØrnosti.

Proizvol~nye vremena. PredstavleniØ (2.5)–(2.7) vpolne dostatoqny dlØ dal~neæxego analiza rasprostraneniØ singulØrnosteæ v Ω. OpuskaØ tehniqeskie detali, privedœm svodku rezul~tatov.

V prostranstvenno-vremenoæ oblasti Ω×R_+, dlØ fiksirovannoæ toqki (x_0, t_0) opredelim harakteristiqeskiæ konus

C_{(x0,t0)} := { (x, t) | t − t_0 = τ (x, x_0) } ; dlØ podmnoßestva A ⊂ Ω × R_+ poloßim

C_A := ⋃ (x,t) ∈A C_{(x,t)}. Vvedœm takße harakteristiqeskoe mnoßestvo T_{(x0,t0)}, opredelØemoe sledu¸weæ rekurrentnoæ proceduroæ:

Xag 0: poloßim T^{[0]}_{(x0,t0)} := C_{(x0,t0)} i V^{[0]}_{(x0,t0)} := { (x, t) ∈ T^{[0]}_{(x0,t0)} | x ∈ V };

32 M. I. BELIXEV

Xagi j = 1, 2, . . .: poloßim

T^{[j]}_{(x0,t0)} := T^{[j−1]}_{(x0,t0)} ⋃ C_V[j−1]_{(x0 ,t0)} i V^{[j]}_{(x0,t0)} := { (x, t) ∈ T^{[j]}_{(x0,t0)} | x ∈ V }; ....................................... ; opredelim T_{(x0,t0)} := ∞⋃ j=0 T^{[j]}_{(x0,t0)}.

Zametim, qto T_{(x0,t0)} takße moßet byt~ oharakterizovano kak minimal~noe podmnoßestvo v Ω × R_+, udovletvorØ¸wee usloviØm:

(i) C_{(x0,t0)} ⊂ T_{(x0,t0)};

(ii) esli v ∈ V i t_v ∈ R_+ takovy, qto (v, t_v) ∈ T_{(x0,t0)}, to C_{(v,tv)} ⊂ T_{(x0,t0)}. �to mnoßestvo imeet formu prostranstvenno-vremennogo grafa; ris. 3 ill¸striruet sluqaæ x_0 = γ, t_0 = 0.

My takße oboznaqaem qerez C^s_{(x0,t0)} := {x ∈ Ω | (x, s) ∈ C_{(x0,t0)}}; T^s_{(x0,t0)} := {x ∈ Ω | (x, s) ∈ T_{(x0,t0)}} seqeniØ plosost~¸ t = s; otmetim prostoe ravenstvo C^s_{(x0,t0)} = {x ∈ Ω | τ (x, x_0) = s − t_0}.

Predloßenie 2. Glavnye singulØrnosti rexeniØ u^{δγ δ} (kak pros-

transtvenno-vremennogo raspredeleniØ) raspolaga¸tsØ na harakteristiqeskom mnoßestve T_{(γ,0)}. Pri l¸bom t > 0 spravedlivo predstavlenie u^{δγ δ}( · , t) = ∑ ξ∈C^t(_{γ,}0) α_γ (ξ) δ_ξ ( · )+

+ ∑ η∈T^t(_{γ,}0)\C^t(_{γ,}0)

β_γ (η, t) δ_η ( · ) + u_γ ( · , t) v Ω,

(2.8)

v kotorom:

δ_ξ ∈ H^{−1} sut~ mery Diraka;

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 33

Ris. 3.

amplitudnaØ funkciØ α_γ strogo poloßitel~na v Ω, kusoqnogladkaØ i C^2-gladkaØ vne vnutrennih verxin; znaqenie α_γ (ξ) opredelØetsØ plotnost~¸ ρ | π[γ,ξ]; β_γ est~ kusoqno-gladkaØ funkciØ, opredelœnnaØ na T_{(γ,0)} \ C_{(γ,0)}; u_γ ( · , t) est~ ograniqennaØ kusoqno-gladkaØ funkciØ (s vozmoßnymi razryvami na T^t_{(γ,0)}), udovletvorØ¸waØ supp u_γ ( · , t) ⊂ B_t[γ].

PervaØ summa v (2.8) vydelØet t.n. peredovye singulØrnosti, leßawie na perednem fronte volny u^{δγ δ}( · , t), iduweæ ot γ. �ti singulØrnosti prisutstvu¸t tol~ko esli t < max_{x∈Ω} τ (x, γ); pri fftom α_γ (ξ) est~ amplituda pervoæ (po vremeni) singulØrnosti, dostiga¸weæ ξ iz γ v moment t = τ (ξ, γ).

VtoraØ summa soderßit vtoriqnye singulØrnosti, poØvlØ¸- wiesØ vsledstvie otraßeniæ ot verxin i lokalizovannye vnutri B_t[γ].

34 M. I. BELIXEV

TipiqnaØ kartina predstavlena na Ris. 4: toqki ξ_1, . . . , ξ_5 nesut peredovye singulØrnosti, a toqki ξ_6, . . . , ξ_9 – vtoriqnye (xar B_t[γ] otmeqen konturom).

Ris. 4.

2.3. Obobwœnnye rexeniØ.

Zdes~ my privodim nekotorye svoæstva rexeniæ zadaqi (2.1)– (2.4), kotorye legko vyvodØtsØ iz predstavleniØ (2.8).

Pust~ F^T_γ := { f ∈ F^T | supp f ⊂ γ × [0, T ] } est~ podprostranstvo upravleniæ, deæstvu¸wih s γ ∈ Γ; vvedœm klassy

(F^T )^1_0 := { f ∈ F^T | f( · , t) = ∑ γ′∈Γ δ_{γ′}( · )g_{γ′}(t), g_{γ′} ∈ H^1_0 [0, T ] }

(tak qto dlØ upravleniæ fftogo klassa vypolneno f( · , 0) = f( · , T ) = 0) i (F^T_γ )^1_0 := (F^T )^1_0 ⋂ F^T_γ . Pust~ H^1 := H^1(Ω) ⊃ H^1_0 est~ sobolevskiæ klas funkciæ na Ω, udovletvorØ¸wih usloviØm (i), (ii), p. 1.3.

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 35 (i) (Formula D¸amelØ). Esli f takovo, qto rexenie u^f ØvlØetsØ klassiqeskim, to spravedlivo predstavlenie u^f (x, t) = ∑ γ∈Γ [ u^{δγ δ}(x, · ) ∗ f(γ, · ) ] ( t ) (2.9)

(svœrtka po vremeni).

(ii) (Obobwœnnye rexeniØ). Pri l¸bom f ∈ F^T pravaØ qast~

(2.9) korrektno opredelena i prinadleßit klassu C([0, T ]; H); ona opredelØet (obobwœnnoe) rexenie u^f zadaqi (2.1)–(2.4) fftogo klassa. Kak sledstvie, operator upravleniØ W^T : F^T → H ØvlØetsØ nepreryvnym, qto ØvlØetsØ izvestnym faktom (sm., naprimer, [1]).

(iii) (LokalizaciØ rexeniæ). DlØ upravleniæ f ∈ F^T_γ imeet me-

sto vkl¸qenie

supp u^f ( · , t) ⊂ B_t[γ], t ≥ 0.

(iv) (Zapazdyva¸wie rexeniØ). DlØ f ∈ F^T oboznaqim

f_{t0} ( · , t) := { 0, 0 ≤ t < t_0; f( · , t − t_0), t_0 ≤ t ≤ T. Poskol~ku graf i ego plotnost~ ne zavisØt ot vremeni, imeem: u^{ft0} ( · , t) = u^f ( · , t − t_0) (2.10) (my polagaem u^f | t<0 ≡ 0.) Kak sledstvie, esli f( · , t) = 0 pri 0 ≤ t ≤ t_0, to vypolneno sootnoxenie:

supp u^f ( · , t) ⊂ B_{t−t0} [γ], t ≥ 0. (2.11)

(v) (Gladkost~). V sluqae f ∈ (F^T )^1_0 imeem: u^f ( · , t) ∈ H^1 dlØ vseh t ∈ [0, T ] i u^f ( · , T ) ∈ H^1_0.

3. UpravlØemost~ 3.1. Zadaqa graniqnogo upravleniØ.

Zdes~ my rasmatrivaem vopros: moßno li, operiruØ graniqnym upravleniem, sozdavat~ volny ßelaemoæ formy? V toqnoæ formulirovke, ffto variant zadaqi graniqnogo upravleniØ dlØ sistemy (2.1)–(2.4) (sm., naprimer, [1]): po zadannoæ funkcii y ∈ H naæti upravlenie f ∈ F^T , obespeqiva¸wee ravenstvo u^f ( · , T ) = y. (3.1)

36 M. I. BELIXEV V sluqae, kogda Ω – derevo, teorema 1 daœt poloßitel~nyæ otvet: pri vremenah T ≥ T_∗ uravnenie (3.1) okazyvaetsØ razreximym otnositel~no f. DlØ udobstva qitatelØ, dokazatel~stvo razbito na neskol~ko qasteæ, pomewœnnyh v p.p. 3.2–3.6 Napomnim, qto radius T_∗ i centr x_∗ dereva vvedeny v p. 1.2.

3.2. Upravlenie fξ.

V posledu¸wem my predpolagaem Ω poluuporØdoqennym otnositel~no kornØ x_∗ i govorim, qto b leßit pozadi a, esli b ≻ a. S kaßdym a ∈ intΩ, a /∈ x_∗ my associiruem podderevo Ω_a := {x ∈ Ω | x ⪰ a} = {x ∈ Ω | τ (x, x_∗) ≥ τ (a, x_∗)} i oboznaqaem Γ_a := Ω_a ⋂ Γ. Fiksiruem toqku ξ ∈ Ω \ V , ξ /∈ x_∗; pust~ Ω_ξ est~ sootvetstvu- ¸wee podderevo, a verxina γ_ξ ∈ Γ_ξ takova, qto

τ (ξ, γ_ξ) = max_{γ∈Γξ} τ (ξ, γ);

my nazyvaem γ_ξ upravlØ¸weæ verxinoæ. Otmetim prostye sootnoxeniØ: τ (ξ, γ_ξ) < T_∗ i B_{τ(ξ,γξ )}[γ_ξ ] ⊆ Ω_ξ .

VernœmsØ k sisteme (2.1)–(2.4) i poloßim T = T_∗. V fftoæ qasti dokazatel~stva my ustanovim, qto suwestvuet (singulØrnoe) upravlenie f_ξ, dlØ kotorogo vypolneno sootnoxenie

u^{fξ} ( · , T_∗) = α(ξ) δ_ξ ( · ) + u_ξ( · ) v Ω (3.2)

s kusoqno-nepreryvnym strogo poloßitel~nym α i kusoqnonepreryvnym u_ξ, takim, qto supp u_ξ ⊂ Ω_ξ . Upravlenie f_ξ budet naædeno v vide f_ξ (γ, t) = δ_{γξ} (γ) δ ( t − [T_∗ − τ (ξ, γ_ξ)] ) +

+ ∑ γ^′∈Γ δ_γ′ (γ) N(γ^′ )∑

j=1 κ^j_γ′ δ ( t − [T_∗ − t^j_γ′ ] ) (3.3)

s kofffficientami κ^j_γ i vremenami t^j_γ , takimi, qto t^j_γ < τ (ξ, γ_ξ ), t.e. v vide kombinacii zapazdyva¸wih mgnovennyh toqeqnyh istoqnikov. Sootvetstvenno, u^{fξ} okaßetsØ lineænoæ kombinacieæ zapazdyva¸wih fundamental~nyh rexeniæ.

Xag 1 (sozdanie singulØrnosti v ξ). Voz~mœm

f^{(0)}_ξ (γ, t) := δ_{γξ} (γ) δ ( t − [T_∗ − τ (ξ, γ_ξ)] ) .

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 37 Soglasno sootnoxeni¸ zapazdyvaniØ (2.10), imeem u^{f(0)ξ} ( · , T_∗) = u^{δγξ δ}( · , τ (ξ, γ_ξ)), v to vremØ, kak (2.8) daœt predstavlenie

u^{f(0)ξ} ( · , T_∗) = α_{γξ} (ξ) δ_ξ ( · ) + u^{(0)}_ξ ( · ), (3.4)

v kotorom slagaemoe u^{(0)}_ξ ∈ H^{−1} udovletvorØet supp u^{(0)}_ξ ⊂ B_{τ(ξ,γξ )}[γ_ξ] ⊂ Ω_ξ i ØvlØetsØ regulØrnym (ne soderßit mer Diraka) v okrestnosti toqki ξ. Upravlenie f^{(0)}_ξ rassmatrivaetsØ v kaqestve nulevogo priblißeniØ k trebuemomu f_ξ : ono sozdaœt nußnu¸ singulØrnost~ v toqke ξ.

Odnako, v obwem sluqae, slagaemoe α_{γξ} δ_ξ v (3.4) ne ØvlØetsØ edinstvennoæ singulØrnost~¸ rexeniØ u^{f(0)ξ} ( · , T_∗): upravlenie f^{(0)}_ξ moßet sozdat~ takße i drugie singulØrnosti v Ω_ξ (sm. (2.8)). V ramkah postavlennoæ celi, – obespeqit~ vypolnenie sootnoxeniØ (3.2), ffti dopolnitel~nye singulØrnosti neßelatel~ny i dolßny byt~ ustraneny.

Xag 2 (ustranenie blißaæxeæ singulØrnosti). DetaliziruØ u^{(0)}_ξ v (3.4), moßno zapisat~:

u^{f(0)ξ} ( · , T_∗) = α_{γξ} (ξ) δ_ξ ( · ) + β δ_η ( · ) + u^{(00)}_ξ ( · ), (3.5)

gde η ∈ Ω_ξ – toqka, nesuwaØ singulØrnost~ rexeniØ u^{f(0)ξ} ( · , T_∗), blißaæxu¸ (v optiqeskoæ metrike) k ξ i leßawu¸ pozadi ξ, v to vremØ kak u^{(00)}_ξ regulØrno na π[ξ, η].

Rassmotrim podderevo Ω_η ⊂ Ω_ξ , vyberem ego upravlØ¸wu¸ verxinu γ_η i opredelim

g^{(0)}_η (γ, t) := − β α_{γη} (η) δ_{γη} (γ) δ ( t − [T_∗ − τ (η, γ_η)] ) . V silu oqevidnogo neravenstva τ (η, γ_η ) < τ (ξ, γ_ξ), upravlenie g^{(0)}η ØvlØetsØ zapazdyva¸wim po otnoxeni¸ k f^{(0)}_ξ . V sootvetstvii s (2.8), (2.10), (2.11), takoe upravlenie sozdaœt volnu

u^{g(0)η} ( · , T_∗) = −β δ_η ( · ) + u^{(0)}_η ( · ) (3.6)

38 M. I. BELIXEV s u^{(0)}η lokalizovannym v Ω_η i regulØrnym vblizi η.

OboznaqaØ f^{(1)}_ξ := f^{(0)}_ξ + g^{(0)}_η

i sopostavlØØ (3.5) s (3.6), legko poluqaem:

u^{f(1)ξ} ( · , T_∗) = α_{γξ} (ξ) δ_ξ ( · ) + u^{(1)}_ξ ( · ), (3.7)

gde u^1_ξ := u^{(00)}_ξ + u^{(0)}η lokalizovano v Ω_ξ i regulØrno na π[ξ, η]. Takim obrazom, pervoe priblißenie f^{(1)}_ξ sohranØet ßelaemu¸ singulØrnost~ v ξ i ustranØet nenußnu¸ v η. Drugimi slovami, nam udalos~ oqistit~ ot singulØrnosteæ qast~ Ω_ξ \ {ξ}, soderßawu¸ otrezok π(ξ, η].

Xag 3 (rasxirenie oqiwennoæ qasti). DetaliziruØ (3.7), ime- em: u^{f(1)ξ} ( · , T_∗) = α_{γξ} (ξ) δ_ξ ( · ) + β^′ δ_η′ ( · ) + u^{(11)}_ξ ( · ),

gde η^′ ∈ Ω_ξ est~ toqka, nesuwaØ singulØrnost~ rexeniØ u^{f(1)ξ} (·, T_∗), blißaæxu¸ k ξ i, oqevidno, udovletvorØ¸waØ τ (η^′, ξ) ≥ τ (η, ξ), v to vremØ kak u^{(11)}_ξ regulØrno na π[ξ, η^′]. PrimenØØ priœm Xaga 2 k podderevu Ω_η′ , udalim β^′ δ_η′ i oqistim π(ξ, η^′] ot singulØrnosteæ.

ProdolßaØ fftu proceduru, my na kaßdom xage sohranØem qlen α_{γξ} δ_ξ i rasxirØem qast~ podgrafa Ω_ξ \ {ξ}, svobodnu¸ ot singulØrnosteæ. V to ße vremØ, udalØØ oqerednu¸ singulØrnost~, my sozdaœm novye pozadi udalØemoæ. Pofftomu sleduet proverit~, qto ves~ Ω_ξ \ {ξ} budet isqerpan po vypolnenii koneqnogo qisla fflementarnyh operaciæ, opisannyh v Xagah 1–3.

3.3. Proverka.

(i) BlißaæxaØ singulØrnost~ v η, upomØnutaØ v Xage 2, ne moßet raspolagat~sØ slixkom blizko k ξ; imenno, spravedliva ocenka τ (ξ, η) ≥ 2 min { τ (ξ, v_ξ), min_{e∈E} d (e) } , (3.8)

v kotoroæ v_ξ ∈ Ω_ξ ∩ V – verxina, blißaæxaØ k ξ (pozadi ot ξ). Dokaßem ffto neravenstvo.

Naqnœm so sluqaØ, kogda η ØvlØetsØ vtoriqnoæ singulØrnost~¸ volny u^{f(0)ξ} ( · , T_∗), leßaweæ na tom ße rebre, qto i ξ (sm.

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 39 ris. 5a). Edinstvenno vozmoßnyæ mehanizm, privodØwiæ k po- Øvleni¸ vtoriqnoæ singulØrnosti, ffto otraßenie ot koncov rœber Ω_ξ, kotorye libo primyka¸t k puti π[γ_ξ , ξ], libo vhodØt v ego sostav. PeredovaØ singulØrnost~, iniciirovannaØ v γ_ξ , dvißetsØ vdol~ fftogo puti i, prohodØ qerez verxiny v_1, v_2, . . . , v_ξ ∈ π[γ_ξ, ξ], poroßdaet singulØrnosti, dvißuwiesØ vdol~ upomØnutyh vyxe rœber. Vtorye koncy rœber otraßa¸t ffti singulØrnosti; oni vozvrawa¸tsØ k verxinam v_1, v_2, . . . , v_ξ, prohodØt qerez nih i, v konce koncov, inßektiru¸tsØ vnutr~ π[γ_ξ, ξ]. Zatem, ffti singulØrnosti dvißutsØ k ξ vsled za peredovoæ (sm. ris. 5a: sploxnoæ linieæ otmeqena traektoriØ peredovoæ singulØrnosti; punktirom ukazana traektoriØ, privodØwaØ k vtoriqnoæ singulØrnosti v η).

Ris. 5.

40 M. I. BELIXEV

UqityvaØ vremØ dvißeniØ vdol~ rœber i obratno, imeem: τ (ξ, η) ≥ 2 min{d (e) | e ∩ π[γ_ξ, ξ] ≠ {∅}} ≥ λ, (3.9) gde λ := 2 min_{e∈E} d (e).

V to ße vremØ, esli ξ dostatoqno blizka k v_ξ, blißaæxie singulØrnosti (peredovye i vtoriqnye) v η, η^′, . . . otdeleny ot ξ rasstoØniem τ (ξ, η) = 2 τ (ξ, v_ξ) (3.10) (sm. ris .5b). SravnivaØ (3.9) s (3.10), my poluqaem (3.8).

(ii) Predpoloßim, qto rebro e_ξ ∋ ξ soderßit vtoriqnye sin-

gulØrnosti volny u^{f(0)ξ} ( · , T_∗) (sm. ris. 5a); ocenim koliqestvo fflementarnyh operaciæ, neobhodimyh dlØ ih udaleniØ (oqistki e_ξ ).

Napomnim, qto vse singulØrnosti u^{f(0)ξ} ( · , T_∗) mogut nahodit~- sØ tol~ko v toqkah seqeniØ harakteristiqeskogo mnoßestva T^{T∗}_{(γξ,T∗−τ(γξ ,ξ))}. Vvedœm “plotnost~ singulØrnosteæ”

p := max (γ,t)∈Γ×[0,T_∗ ) a,b ∈Ω: τ(a,b)=λ ♯ { T^{T∗}_{(γ,t)} ⋂ π [ a, b ] } , i predstavim

π [ ξ, v_ξ ) = n_ξ+1⋃

j=1 π [ ξ_{j−1}, ξ_j ), gde ξ =: ξ_0 ≺ ξ_1 ≺ · · · ≺ ξ_{nξ+1} := v_ξ; τ (ξ_{j−1}, ξ_j) = λ, j = 1, . . .,

n_ξ := Ent τ (ξ, v_ξ) λ (Ent – celaØ qast~), tak qto τ (ξ, v_ξ) = n_ξ λ + τ (ξ_{nξ} , ξ_{nξ+1}) (ris. 6 sootvetstvuet n_ξ = 3).

VernœmsØ k rexeni¸ u^{f(0)ξ} ( · , T_∗); v naqale procedury oqistki situaciØ takova. V silu(3.8), qast~ π [ ξ_0 , ξ_1 ) soderßit edinstvennu¸ (peredovu¸) singulØrnost~ v ξ_0 = ξ, a kaßdaØ iz qasteæ π [ ξ_j , ξ_{j+1} ), j = 1, 2, . . ., n_ξ moßet soderßat~ ne bolee p vtoriqnyh singulØrnosteæ (sm. η, η^′ na ris. 6a). Pofftomu, ustranenie vtoriqnyh singulØrnosteæ iz π [ ξ_1, ξ_2 ) potrebuet ne bolee p fflementarnyh operaciæ.

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 41

Ris. 6.

KaßdaØ otdel~naØ operaciØ moßet privesti k poØvleni¸ dopolnitel~nyh singulØrnosteæ pozadi udalØemoæ, no, v silu (3.8), tol~ko v qastØh π [ ξ_2, ξ_3 ), π [ ξ_3, ξ_4), . . . i ne bolee, qem po p singulØrnosteæ na kaßdoæ iz fftih qasteæ. Pofftomu, posle oqistki π [ ξ_1, ξ_2 ), kartina okazyvaetsØ sledu¸weæ (sm. ris. 6b). KaßdaØ iz qasteæ π [ξ_2, ξ_3 ), π [ ξ_3, ξ_4 ), . . . soderßit maksimum p + p · p = p (p + 1) singulØrnosteæ, i dlØ oqistki π [ ξ_2, ξ_3 ) trebuetsØ ne bolee p(p+1) operaciæ. ProizvodØ ih, my dobavlØem kakoe-to koliqestvo singulØrnosteæ na qasti π[ ξ_3, ξ_4 ), . . . ; v rezul~tate, na kaßdoæ iz qasteæ π[ξ_j , ξ_{j+1} ), j > 3 okazyvaetsØ ne bolee qem p(p + 1) + p · pp(p + 1) = p (p + 1)^2 singulØrnosteæ (sm. ris. 6s).

ProdolßaØ proceduru, netrudno podsqitat~, qto dlØ sozdaniØ αδ_ξ i oqistki π( ξ, v_ξ ) trebuetsØ ne bolee

1 + p + p (p + 1) + p (p + 1)^2 + · · · + p (p + 1)^{nξ−1} =

= 1 + p

(p + 1)^{nξ} − 1

(p + 1) − 1

= (p + 1)^{nξ}

fflementarnyh operaciæ.

(iii) Vsled za e_ξ, oqistke podleßat drugie rœbra, incident-

nye v_ξ, kotorye uße soderßat singulØrnosti, obrazovavxieØ v processe oqistki e_ξ ; i tak dalee, prodolßaØ oqistku ostavxeæsØ qasti Ω_ξ . Prostoæ podsqœt fflementarnyh operaciæ daœt sledu-

42 M. I. BELIXEV ¸wu¸ (ves~ma grubu¸) ocenku: ih obwee qislo ne prevoshodit ( p + 1

)_{Ent} { P_{e∈E d (e)} λ } +1 . Itak, procedura oqiwaet Ω_ξ \{ξ} za koneqnoe qislo operaciæ.

Sluqai ξ = x_∗ i/ili ξ ∈ V mogut byt~ rassmotreny vpolne analogiqno.

�tim zaverxaetsØ postroenie upravleniØ f_ξ , obespeqiva¸wego vypolnenie sootnoxeniØ (3.2). Privedem ill¸straci¸ dlØ prostogo grafa.

Ris. 7.

DlØ ξ, ukazannogo na ris. 7a, upravlØ¸weæ verxinoæ ØvlØetsØ γ_1 i upravlenie (3.3) imeet vid:

f_ξ (γ, t) = δ_{γ1} (γ) δ ( t − [T_∗ − τ (γ_1, ξ)] ) + κ^1_{γ1} δ_{γ1} (γ) δ ( t − [T_∗ − t^1_{γ1} ] ) +

+κ^1_{γ2} δ_{γ2} (γ) δ ( t − [T_∗ − t^1_{γ2} ] ) .

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 43 TrebuemaØ singulØrnost~ v (ξ, T_∗) sozdaœtsØ peredovoæ singulØrnost~¸, startu¸weæ iz (γ_1, T_∗ − τ (γ_1, ξ)). ProhodØ qerez v_1, ona poroßdaet dve dopolnitel~nye singulØrnosti, dvißuwiesØ ot v_1 k γ_1 i k γ_2. �ti (lixnie) singulØrnosti podleßat udaleni¸; v moment t = T_∗ oni kompensiru¸tsØ singulØrnostØmi, prihodØwimi iz (γ_1, T_∗ − t^1_{γ1} ) i (γ_2, T_∗ − t^1_{γ2} ).

V zakl¸qenie otmetim odnu osobennost~ procedury, opisannoæ vyxe. Oqistiv rebro i pristupaØ k oqistke sledu¸wego, nam neobhodimo vybrat~ oqerednu¸ upravlØ¸wu¸ verxinu, kotoraØ moßet okazat~sØ needinstvennoæ. S toqnost~¸ do takogo vybora, procedura ØvlØetsØ determinirovannoæ i privodit k vpolne opredelœnnomu f_ξ. Tem ne menee, kak netrudno videt~, v sluqae proizvol~nogo dereva vozmoßny i drugie varianty procedury, rexa¸weæ tu ße zadaqu. Drugimi slovami, v obwem sluqae, upravlenie f_ξ, sozda¸wee volnu, kotoraØ lokalizovana v Ω_ξ i imeet trebuemu¸ singulØrnost~ v ξ, ne ØvlØetsØ edinstvennym.

Otmetim, qto, kak pokazyvaet bolee akkuratnyæ analiz, dobavlØØ regulØrnye popravki v pravu¸ qast~ (3.3), moßno postroit~ f_ξ takoe, qto (3.2) budet vypolneno s u_ξ ∈ C^k(Ω) s l¸bym zadannym k = 0, 1, . . ..

3.4. Zavisimost~ ot ξ.

ObratimsØ ewœ raz k primeru na ris. 7. Veliqiny τ (γ_1, ξ), κ^1_{γ1} , κ^1_{γ2} , t^1_{γ1} , t^1_{γ2} , igra¸wie rol~ parametrov upravleniØ f_ξ , sami zavisØt ot ξ. Kak legko videt~, oni ØvlØ¸tsØ kusoqno-gladkimi funkciØmi ot ξ ∈ Ω, gladkimi vne verxin v_1, v_2, priqœm vypolneny sootnoxeniØ − d τ (γ_1, ξ) d ξ = | | d t^{1γi} d ξ | | = 1, v kotoryh^d_{d ξ} :=^d_{d τ(x∗ ,ξ)} . �ti sootnoxeniØ pokazyva¸t, qto otobraßeniØ ξ → τ (γ_1, ξ), ξ → t^1_{γi} (ξ) sut~ lokal~nye diffeomorfizmy iz Ω v R.

Prostoæ analiz pokazyvaet, qto takaØ zavisimost~ ot ξ ØvlØetsØ faktom obwego haraktera.

Predloßenie 3. Vne koneqnogo mnoßestva toqek Ξ = {ξ1, . . . , ξq}

⊂ Ω, vkl¸qa¸wego vnutrennie verxiny dereva, parametry γ_ξ,

44 M. I. BELIXEV τ (γ_ξ , ξ), N_γ = N_γ (ξ), κ^j_{γi} = κ^j_{γi} (ξ), t^j_{γi} = t^j_{γi} (ξ), vhodØwie v predstavlenie (3.3), gladko zavisØt ot ξ. OtobraßeniØ ξ → γ_ξ iz Ω v Γ i ξ → N_γ (ξ) iz Ω v R ØvlØ¸tsØ kusoqno-postoØnnymi. Funkcii τ (γ_ξ , ξ), κ^j_γ (ξ), t^j_γ (ξ) ot ξ ∈ Ω kusoqno-nepreryvny na svoih estestvennyh oblastØh opredeleniØ, priqœm pri ξ ∉ Ξ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ − d τ (γ_ξ, ξ) d ξ = | | d t^{jγ} d ξ | | = 1, vsledstvie kotoryh ξ → τ (γ_ξ , ξ) i ξ → t^j_γ (ξ) sut~ lokal~nye diffeomorfizmy.

Pust~ ω ⊂ Ω est~ dostatoqno malyæ otkrytyæ interval, ne soderßawiæ iskl¸qitel~nyh toqek ξ_1, . . ., ξ_q i pust~ γ_ξ ≡ γ̃, N_γ (ξ) ≡ N_γ pri ξ ∈ ω, a t^j_γ ( · ) : ω → R sut~ diffeomorfizmy. VzØv ψ ∈ H takoe, qto suppψ ⊂ ω, moßno opredelit~ superpozi- ci¸ ∫ ω f_ξ ψ(ξ) |dξ| funkcionalov (raspredeleniæ) f_ξ , polagaØ (∫ ω f_ξ ψ(ξ) |dξ|, g ) F^{T∗} := ∫ ω (f_ξ , g)_F T∗ ψ(ξ) |dξ| dlØ probnyh funkciæ g ∈ (F^{T∗} )^1_0. S uqœtom predloßeniØ 3, predstavlenie (3.3) legko daœt: ∫ ω f_ξ (γ, t) ψ(ξ) |dξ| = δ_{γ̃} (γ) ψ ( τ^{−1}(T_∗ − t, γ̃) ) +

+ ∑ γ^′ ∈Γ δ_γ′ (γ) N(γ^′ )∑

j=1 s^j_γ′ κ^j_γ′ ( (t^j_γ′ )^{−1}(T_∗ − t) ) ψ ( (t^j_γ′ )^{−1}(T_∗ − t) ) , (γ, t) ∈ Γ × [0, T ], gde τ^{−1}( · , γ̃), (t^j_γ )^{−1} sut~ funkcii, obratnye k τ ( · , γ̃), t^j_γ ; s^j_γ = ±1. Ispol~zuØ ffto Øvnoe vyraßenie, netrudno pokazat~, qto otobra- ßenie ψ → ∫ ω f_ξ ψ(ξ) |dξ| nepreryvno iz L_2(ω) v F^{T∗} .

PokryvaØ Ω \ Ξ intervalami ω, my legko pridœm k sledu¸- wemu rezul~tatu. DlØ l¸bogo ψ ∈ H superpoziciØ ∫ Ω f_ξ ψ(ξ) |dξ| korrektno opredelena kak fflement F^{T∗} , a otobraßenie Q^{T∗} : ψ → ∫ Ω f_ξ ψ(ξ) |dξ|

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 45 est~ lineænyæ nepreryvnyæ operator iz H v F^{T∗} .

Ispol~zuØ fftot fakt, netrudno opravdat~ sledu¸wu¸ vykladku: W^{T∗} Q^{T∗} ψ = W^{T∗} ∫ Ω f_ξ ψ(ξ) |dξ| = ∫ Ω [ W^{T∗} f_ξ ] ψ(ξ) |dξ| =

= ∫ Ω u^{fξ} ( · , T_∗) ψ(ξ) |dξ| = ⟨sm. (3.2)⟩ =

= α ψ + ∫ Ω u_ξ( · ) ψ(ξ) |dξ|. (3.11) 3.5. Treugol~nost~.

Vo vnutrennem prostranstve H rassmotrim rasxirØ¸weesØ semeæstvo podprostranstv (cepoqku)

H^μ := { y ∈ H | supp y ⊂ Ω \ B_{T∗ −μ} [x_∗] } , 0 ≤ μ ≤ T_∗, tak qto H^0 = {0}, H^{T∗} = H. Legko ubedit~sØ, qto ffta cepoqka nepreryvna:

P^μ = s − lim_{ν→μ} P^ν ,

gde P^μ – (ortogonal~nyæ) proektoror v H na H^μ.

Vvedœm integral~nyæ operator V : H → H,

(V y)(x) := ∫ Ω u_ξ(x) y(ξ) |dξ|, x ∈ Ω, v kotorom rol~ Ødra igraet regulØrnoe slagaemoe u_ξ(x) iz predstavleniØ (3.2). �to Ødro ØvlØetsØ kusoqno-gladkoæ funkcieæ v Ω × Ω; glavnoe ego svoæstvo, kotoroe, sobstvenno, i motiviruet konstrukci¸ upravleniØ f_ξ , sostoit v sledu¸wem. V silu

supp u_ξ ⊂ Ω_ξ, pri x ≺ ξ imeem ravenstvo u_ξ(x) ≡ 0. Pofftomu in-

tegral, opredelØ¸wiæ V , v deæstvitel~nosti berœtsØ tol~ko po puti, soedinØ¸wem x s centrom dereva:

(V y)(x) = ∫ π [x,x_∗ ] u_ξ(x) y(ξ) |dξ|,

46 M. I. BELIXEV qto vleqœt treugol~nost~ operatora V otnositel~no cepoq- ki {H^μ}: V H^μ ⊂ H^μ, 0 ≤ μ ≤ T_∗. V silu kusoqnoæ gladkosti ego Ødra, operator V ØvlØetsØ kompaktnym operatorom v H. Treugol~nost~ otnositel~no nepreryvnoæ cepoqki vmeste s kompaktnost~¸ privodØt k tomu, qto V okazyvaetsØ vol~terrovym operatorom: ego spektr sostoit iz edinstvennoæ toqki λ = 0 (sm. [5]).

3.6. Zaverxenie dokazatel~stva Teoremy 1.

Ewœ raz obratimsØ k (3.2) i vvedœm operator C : H → H,

(Cy)(x) := ∫ Ω u^{fξ} (x, T_∗) y(ξ) |dξ| =

= α(x) y(x) + ∫ Ω u_ξ(x) y(ξ) |dξ| = ([A + V ] y) (x), x ∈ Ω, gde operator A umnoßaet funkcii na amplitudu α, otdelœnnu¸ ot nulØ. Poskol~ku A ograniqenno obratim, a V vol~terrov, operator C okazyvaetsØ ograniqenno obratimym.

SopostavlØØ opredelenie C s (3.11), imeem operatornoe ravenstvo W^{T∗} Q^{T∗} = A + V, veduwee k sootnoxeni¸

W^{T∗} Q^{T∗} [ A + V ]^{−1} = 1.

Iz nego sleduet, qto dlØ zadannogo y ∈ H upravlenie f = Q^{T∗} [ A+V ]^{−1}y udovletvorØet ravenstvu W^{T∗} f = y, to est~ rexaet zadaqu graniqnogo upravleniØ (3.1) za vremØ T = T_∗.

Tak kak dostißimoe mnoßestvo {u^f ( · , T ) | f ∈ F^T } ne umen~xaetsØ s rostom T , zadaqa razrexima pri l¸bom T > T_∗. Teorema 1 dokazana.

Dobavim, qto operator Q^{T∗} [ A + V ]^{−1}, postroennyæ v hode dokazatel~stva, ØvlØetsØ pravym obratnym k W^{T∗} , togda kak levogo obratnogo operator upravleniØ, voobwe govorØ, ne imeet. Sootvetstvenno, zadaqa (3.1) razrexima (pri T ¿ T_∗), no, voobwe govorØ, ne edinstvennym obrazom.

O GRANIQNO` UPRAVL˚EMOSTI 47

3.7. Kommentarii.

• V terminah teorii upravleniØ, teorema 1 ustanavlivaet toqnu¸ graniqnu¸ upravlØemost~ sistemy (2.1)–(2.3) i daœt ocenku vremeni upravlØemosti T_{contr} ≤^{d (Ω)}_2 . Primer dereva, sostoØwego iz edinstvennogo rebra, upravlØemogo s oboih koncov (s oqevidnym T_{contr} =^{d (Ω)}_2 ) pokazyvaet, qto ffta ocenka toqna.V to ße vremØ, netrudno privesti primery, v kotoryh T_{contr} <^{d (Ω)}_2 .

• Naxa shema legko perenositsØ na sluqaæ bolee obwego volnovogo uravneniØ ρ u_{tt} − (μu_e)_e + qu = 0 s peremennymi ρ, μ, q. TrebuetsØ lix~ odno izmenenie – pereopredelit~ optiqesku¸ metriku kak dτ^2 =^ρ_μ |dx|^2.

• Avtor priznatelen S. A. Ivanovu za poleznye obsußdeniØ i G. Lœgeringu za l¸beznye kosul~tacii.

Literatura 1. S. A. Avdonin and S. A. Ivanov, Families of exponentials. The Method of Mo-

ments in Controllability Problems for Distributed Parameter Systems, — Cambridge University Press, Cambridge (1995).

2. M. I. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics (the

BC-method), Inverse Problems 13(5) (1997), R1–R45.

3. M. I. Belishev, Inverse problems on a class of graphs (trees) by the BC-method,

PDMI PREPRINT–07/2003, June 23 (2003), 32 p.

4. A. S. Blagovestchenskii, Inverse problems of wave processes, VSP, Nitherlands (2001).

5. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn. TeoriØ vol~terrovyh operatorov v gil~ber-

tovom prostranstve i eœ priloßeniØ, — Nauka, M. (1967).

6. J. E. Lagnese, G. Leugering, and E. J. P. G. Schmidt, Modeling, Analysis, and

Control of Dynamic Elastic Multi-Link Structures, Burkhausser, Boston–Basel– Berlin (1994).

7. G. Leugering and E. Zuazua, On exact controllability of generic trees, (In prepa-

ration) (2003).

Belishev M. I. On boundary controllability of dynamical system gouverned by the wave equation on a class of graphs (trees).

The boundary control problem for the wave equation on a planar graph consisting of strings of variable densities with Dirichlet control at the boundary vertices is considered. The exact controllability in L_2–classes of controls and states is established in the case that the grapf is a tree; a sharp estimate of the time of controllability is given.

Postupilo 26 avgusta 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN