Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

M. A. LØlinov OB INTEGRAL^NOM URAVNENII V ZADAQE DIFRAKCII PLOSKO` VOLNY NA PROZRAQNOM KRUGOVOM KONUSE

Sredi kanoniqeskih zadaq teorii difrakcii zadaqi s dvumØ skorostØmi rasprostraneniØ v klinovidnyh ili konusovidnyh oblastØh sqita¸tsØ naibolee sloßnymi. �to ØvlØetsØ sledstviem togo, qto, s odnoæ storony, naliqie singulØrnosti granicy (rebra ili koniqeskoæ toqki) privodit, krome proqego, k po- Øvleni¸ kraevyh voln, poroßdaemyh singulØrnost~¸, a s drugoæ storony, sloßnost~ i raznoobrazie difrakcionnyh Øvleniæ uveliqivaetsØ vozmoßnost~¸ rasprostraneniØ voln s dvumØ razliqnymi skorostØmi. K zadaqam takogo sorta otnosØtsØ difrakciØ v uprugom ili prozraqnom kline [1, 2, 3].

V nastoØweæ rabote my issleduem zadaqu difrakcii ploskoæ akustiqeskoæ volny na prozraqnom krugovom konuse. DifrakciØ voln v konusovidnoæ oblasti s ideal~nymi graniqnymi uslovi- Ømi izuqalas~ dovol~no intensivno v poslednee vremØ [4, 5, 6, 7] i fftu zadaqu moßno sqitat~, v opredelennom smysle, rexennoæ. V zadaqe difrakcii akustiqeskih voln na impedansnom konuse toqnogo rexeniØ ne udaetsØ naæti daße v sluqae krugovogo konusa [8], odnako, i v fftoæ zadaqe nametilsØ suwestvennyæ progress [8, 9] v poslednie gody. Nekotorye voprosy obosnovaniØ rexeniØ obsußda¸tsØ v rabote [10].

V pervom paragrafe rassmatrivaetsØ postanovka zadaqi i dokazyvaetsØ teorema edinstvennosti pri osvewenii prozraqnogo konusa kompaktnym istoqnikom. DlØ ploskoæ pada¸weæ volny zada¸tsØ usloviØ izluqeniØ.

Vo vtorom paragrafe s pomow~¸ integralov Kontoroviqa– Lebedeva zadaqa reduciruetsØ k rexeni¸ uravneniæ tipa Laplasa–Bel~trami na sfere s nelokal~nymi graniqnymi uslovi- Ømi po spektral~noæ peremennoæ. Nelokal~nye graniqnye usloviØ opredelØ¸tsØ singulØrnym integral~nym operatorom, Ødro

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI 02-02-16560. 101

102 M. A. L˚LINOV kotorogo ØvlØetsØ meromorfnoæ funkcieæ. ObsußdaetsØ analitiqeskoe prodolßenie predstavleniæ integralami Kontoroviqa–Lebedeva na vewestvennye znaqeniØ volnovogo qisla.

V tret~em paragrafe izuqa¸tsØ svoæstva singulØrnogo Ødra i obsußda¸tsØ qastnye sluqai zadaqi. DlØ krugovogo konusa rexeniØ iwetsØ v vide razloßeniØ Fur~e. DlØ kofffficientov Fur~e vyvoditsØ singulØrnoe integral~noe uravnenie.

V poslednem paragrafe provoditsØ regulØrizaciØ singulØrnogo integral~nogo uravneniØ i obsußdaetsØ fredgol~movost~ regulØrizovannogo uravneniØ. Zametim, qto nax podhod blizok k ispol~zovannomu v [3, 13] dlØ klinovidnyh oblasteæ.

§1. Postanovka zadaqi difrakcii i teorema edinstvennosti

Pust~ koniqeskaØ poverhnost~ C razdelØet trehmernoe prostranstvo R^3 na qasti Ω_1 vnexnost~ i Ω_2 vnutrennost~ konusa (Ris. 1). Vnutrennost~ koniqeskoæ poverhnosti, kotoru¸ sqitaem vypukloæ, zapolnena akustiqeskoæ sredoæ s plotnost~¸ ρ_2 i volnovym qislom k_2. Oblasti Ω_1 otveqa¸t parametry ρ_1 i k_1.

Ris. 1. DifrakciØ na prozraqnom konuse.

Budem nazyvat~ ϑ_1 (ϑ_1 > π/2) uglom rastvora krugovoæ koniqeskoæ poverhnosti ugol meßdu ee os~¸ simmetrii i obra-

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 103 zu¸weæ konusa. Vplot~ do tret~ego paragrafa my rassmatrivaem proizvol~nu¸ gladku¸ vypuklu¸ koniqesku¸ poverhnost~ C, sqitaØ, qto obrazuemyæ konus ne slixkom uzkiæ. Poslednee trebovanie nosit tehniqeskiæ harakter i podrazumevaet sledu- ¸wee. V koniqesku¸ poverhnost~ C moßno vpisat~ konus minimal~nogo ugla rastvora ϑ_1 tak, qto^π_2 < ϑ_1 6^{3π}_4 . Sledstviem fftogo trebovaniØ ØvlØetsØ to, qto vnutri konusa ne proishodit otraßeniæ prelomlennyh voln ot granicy. �to deæstvitel~no tak, esli ploskaØ volna celikom osvewaet koniqesku¸ poverhnost~ i ϑ_1 udovletvorØet vyxeukazannomu neravenstvu. Sdelannye predpoloßeniØ privodØt k nekotoromu tehniqeskomu uproweni¸, v qastnosti, pri postanovke usloviæ izluqeniØ dlØ ploskoæ pada¸weæ volny. LuqevaØ kartina v fftom sluqae prowe.

Rassmotrim koniqeskie poverhnosti L_1 i L_2, “sotkannye” sootvetstvenno otraßennymi i prelomlennymi luqami. Poverhnost~ L_1 ograniqivaet oblast~ v Ω_1 zasveqennu¸ otraßennymi ot konusa luqami. Vo vnexnosti poverhnosti L_2 v Ω_2 v kaßdu¸ toqku prihodit rovno odin prelomlennyæ luq, togda kak vnutri L_2 qerez kaßdu¸ toqku prohodØt ne menee dvuh prelomlennyh luqeæ.

Pust~ U + U^{inc} volnovoe pole v Ω_1 ØvlØetsØ summoæ pada¸- weæ i rasseØnnoæ volny. RasseØnnaØ volna V v Ω_2 poØvlØetsØ v rezul~tate prohoßdeniØ volnovogo polØ qerez granicu C. RasseØnnaØ volna U (k_1r, ω, ω_0) rexaet uravnenie Gel~mgol~ca v Ω_1

(Δ + k^2_1)U = 0, (1)

a V (k_2r, ω, ω_0) v Ω_2 (Δ + k^2)V = 0, (2)

gde (r, ω) sferiqeskie koordinaty, svØzannye s os~¸ Oz, ω = (ϑ, φ), ω_0 = (ϑ_0, φ_0), priqem na koniqeskoæ poverhnosti C vypolneny graniqnye usloviØ U + U^{inc}|_C = V |_C , ∂(U + U^{inc}) ∂n | C = 1 –^{∂V}∂n^{|C , (3)} gde ⃗n – vnutrennØØ normal~ k C, – = ρ_2/ρ_1. Zdes~ i v dal~neæxem my predpolagaem garmoniqesku¸ zavisimost~ ot vremeni e^{−iω̂t}, kotoru¸ opuskaem vo vseh formulah.

104 M. A. L˚LINOV

Sqitaem, qto plotnost~ ffnergii volnovogo polØ ØvlØetsØ lokal~no integriruemoæ i, krome togo, vypolneno uslovie Meæksnera v forme Im { ∫ S^1_ε ∂U ∂n ūds + 1 – ∫ S^2_ε ∂V ∂n V̄ ds } → 0, ε → 0, (4)

gde S^j_ε (j = 1, 2) – qast~ poverhnosti sfery S_ε radiusa ε s centrom v verxine O, leßawaØ v oblasti Ω_j. Zametim, qto usloviØ (4) budut vypolneny, esli

U ∼ O((k_1r)^m),

V ∼ O((k_2r)^m), m > −1/2 (5)

ravnomerno po ω.

ObratimsØ teper~ k usloviØm na beskoneqnosti. V sluqae osveweniØ kompaktnym istoqnikom v kaqestve takih usloviæ moßno vzØt~ usloviØ izluqeniØ Zammerfel~da, a toqnee ih oslablennu¸ formu ∫ S^1_R | | ∂U ∂R − ik_1U | |^2ds → 0, ∫ S^2_R | | ∂V ∂R − ik_2V | |^2ds → 0, R → ∞. (6)

Oqevidno, qto, esli R(∂_RU − ik_1U ) → 0, R(∂_RV − ik_2V ) → 0, R → ∞, to usloviØ (6) vypolneny.

Pri padenii ploskoæ volny usloviØ (6) ne podhodØt, i o postanovke usloviæ izluqeniØ v fftom sluqae req~ poædet dal~xe.

Opredelim pokazatel~ prelomleniØ N , Re N > 1 otnoxeniem k^2/k^2_1 = N^2. Pust~ k_1 vewestvenno, k_1 > 0, a Im N^2 > 0. V fftih usloviØh klassiqeskoe rexenie zadaqi (1)–(6), esli suwestvuet, edinstvenno.

DlØ dokazatel~stva vvedem oboznaqeniØ: u^1 = U , u^2 = V . Umnoßim uravnenie Gel~mgol~ca dlØ u^j na ū^j, j = 1, 2 i prointegriruem po oblasti Ω^j_{ε,R}, gde Ω^j_{ε,R} – qast~ oblasti Ω_j vnutri sfery S_R radiusa R i vne sfery S_ε radiusa ε, vospol~zuemsØ

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 105 formuloæ Grina ∫ Ω^j_{ε,R} (Δu^j + k^2_j u^j )ū^jdv = k^2_j ∫ Ω^j_{ε,R} |u^j|^2dv

− ∫ Ω^j_{ε,R} |∇u^j|^2dv + ∫ ∂Ω^j_{ε,R} ∂u^j ∂n_j ū^jds = 0, (7)

n_j – vnexnØØ k Ω^j_{ε,R} normal~, ∂Ω^j_{ε,R} = S^j_ε ∪ C_{ε,R} ∪ S^j_R, C_{ε,R} – qast~ koniqeskoæ poverhnosti meßdu sferami S_ε i S_R. Vyqislim mnimu¸ qast~ ravenstva (7), umnoßim (7) pri j = 2 na –^{−1} i sloßim s ravenstvom pri j = 1, poluqim

k^2_1

Im N^2 – ∫ Ω^2_{ε,R} |u^2|^2dv + Im ( ∫ S^1_ε ∂u^1 ∂u_1 ū^1ds

+ 1 – ∫ S^2_ε ∂u^2 ∂n_2 ū^2ds + ∫ C_{ε,R} ( ∂u^1 ∂n_1 ū^1 + 1 –^{∂u2}∂n2^{ū2} ) ds

+ ∫ S^1_R ∂u^1 ∂R ū^1ds + 1 – ∫ S^2_R ∂u^2 R ū^2ds ) = 0.

Ustremim ε → 0, vospol~zuemsØ usloviØmi Meæksnera (4) i graniqnymi usloviØmi (3), posle fflementarnyh preobrazovaniæ imeem

− Im ( ∫ S^1_R ∂u^1 ∂R ū^1ds + 1 – ∫ S^2_R ∂u^2 ∂R ū^2ds ) = k^2_1

Im N^2 – ∫ Ω^2_R

|u^2|^2dv ¿ 0. (8)

LevaØ qast~ v ravenstve (8) neotricatel~na, preobrazuem i oce-

106 M. A. L˚LINOV nim ee sledu¸wim obrazom

0 6 − Im^{( ∫}

S^1_R ∂u^1 ∂R ū^1ds + 1 – ∫ S^2_R ū^2ds )

= − Im { ∫ S^1_R ( ∂u^1 ∂R − ik_1u^1 ) ū^1ds + ik_1 ∫ S^1_R |u^1|^2ds

+ 1 – ∫ S^2_R ( ∂u^2 ∂R − ik_2u^2 ) ū^2ds + ik_2 – ∫ S^2_R |u^2|^2ds }

6^{[ ∫}

S^1_R | ∂u^1 ∂R − ik_1u^1 |_2 ds ]_{1/2}[ ∫ S^1_R |u^1|^2ds ]_{1/2} − Im(ik_1) ∫ S^1_R |u^1|^2ds

+ 1 – [ ∫ S^2_R | ∂u^2 ∂R − ik_2u^2 |_2 ds ]_{1/2}[ ∫ S^2_R |u^2|ds ]_{1/2} − Im ( ik_2 –^) ∫ S^2_R |u^2|^2ds.

(9)

PravaØ qast~ neravenstva (9) neotricatel~na, otkuda imeem

k_1 [ ∫ S^1_R

|u^1|^2ds + Im ( iN –^) ∫ S^2_R |u^2|^2ds ]_{1/2}

6^{[ ∫}

S^1_R | ∂u^1 ∂R − ik_1u^1|^2ds ]_{1/2}[ ∫_{S1} R |u^1|^2ds ∫ S^1_R |u 1|^2ds + Im (_{iN}– ) ∫ S^2_R |u 2|^2ds ]_{1/2}

+ 1 – [ ∫ S^2_R | ∂u^2 ∂R − ik_2u^2 |_2 ds ]_{1/2}[ ∫_{S2} R |u^2|^2ds ∫ S^1_R |u 1|^2ds + Im (_{iN}– ) ∫ S^2_R |u 2|^2ds ]_{1/2} . Ispol~zuØ usloviØ izluqeniØ (6), legko ubedit~sØ, qto pri R → ∞ ∫ S^1_R |u^1|^2ds → 0, ∫ S^2_R |u^2|^2ds → 0, togda, prinimaØ vo vnimanie ocenku (9), iz ravenstva (8) (R → ∞) zakl¸qaem u^2 ≡ 0. V silu graniqnyh usloviæ u^1|_C = 0, ∂_nu^1|_C = 0. UqityvaØ, qto u^1 est~ rexenie odnorodnogo fflliptiqeskogo uravneniØ s nulevymi naqal~nymi usloviØmi Koxi,

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 107 prihodim k toßdestvu u^1 ≡ 0, zaverxaØ dokazatel~stvo edinstvennosti.

Pust~ volnovoe pole vozbußdaetsØ toqeqnym istoqnikom, pomewennym v toqku ⃗r_0. Esli G(⃗r, r̄_0) edinstvennoe rexenie kraevoæ zadaqi difrakcii na prozraqnom konuse, to opredelim edinstvennoe rexenie pri padenii ploskoæ volny kak predel~noe

U (k_1r, ω, ω_0) = lim_{r0→∞} { e^{−ikr0} (4πr_0)^{−1}

G^1(⃗r, ⃗r_0) } , V (k_2r, ω, ω_0) = lim_{r0→∞} { e^{−ik1r0} (4πr)^{−1} G^2(⃗r, ⃗r_0) } , (10)

esli predel suwestvuet, priqem ⃗r = (r, ω), ⃗r_0 = (r_0, ω_0), G = G^1 v Ω_1, G = G^2 v Ω_2. Zametim, qto ploskaØ pada¸waØ volna U^{inc}(k_1r, ω, ω_0) = e^{−ik1r cos ϑi(ω,ω0)}, (11) gde cos ϑ_i(ω, ω_0) = cos ϑ cos ϑ_0 + sin ϑ sin ϑ_0 cos(φ − φ_0), ω_0 = (ϑ_0, φ_0), ØvlØetsØ predelom

U^{inc}(k_1r, ω, ω_0) = lim_{r0 →∞} { e^{−ik1r0} (4πr_0)^{−1} ( e^{ik1|⃗r−⃗r0 |} 4π|⃗r − ⃗r_0| )} . UsloviØ izluqeniØ pri padenii ploskoæ volny, po-suwestvu, sostoØt v tom, qto v dal~nem pole prisutstvu¸t lix~ uhodØwie volny. DlØ bolee detal~nogo opisaniØ asimptotiki volnovogo polØ rassmotrim ediniqnu¸ sferu S^2 s centrom v verxine konusa (Ris. 2).

Pust~ σ = C ∩ S^2 gladkiæ kontur na S^2, ograniqiva¸wiæ geodeziqeski vypuklu¸ oblast~ Σ. Linii l_1 = L_1 ∩ S^2 i l_2 = L_2 ∩ S^2 opredelØ¸t tak nazyvaemye singulØrnye napravleniØ, gde difrakcionnye kofffficienty sferiqeskoæ volny, rashodØweæsØ ot verxiny ime¸t osobennost~. V okrestnosti fftih napravleniæ volnovoe pole imeet perehodnyæ harakter i spisyvaetsØ v terminah special~nyh funkciæ (funkcii paraboliqeskogo cilindra). Oblast~ M_1 ⊂ S^2 my nazyvaem “oazisom.” DlØ l¸bogo napravleniØ ω ∈ M_1 asimptotika polØ opisyvaetsØ sferiqeskoæ volnoæ

U (k_1r, ω, ω_0) = [D_1(ω, ω_0) + O(1/(k_1r))] e^{ik1r} (−ik_1r) , (12)

108 M. A. L˚LINOV

Ris. 2. Podoblasti na ediniqnoæ sfere, svØzannye s usloviØmi izluqeniØ.

gde D_1(ω, ω_0) sootvetstvu¸wiæ difrakcionnyæ kofffficient. DlØ napravleniæ ω ∈ N_1, N_1 oblast~ na sfere meßdu l_1 i σ, v dal~nem pole vydelØetsØ sferiqeskaØ volna i volna otraßennaØ ot konusa po zakonam geometriqeskoæ optiki

U (k_1r, ω, ω_0) = [D_1(ω, ω_0) + O(1/(k_1r))] e^{ik1r} (−ik_1r) +D_r (k_1r, ω, ω_0)e^{−ik1r cos ϑr (ω,ω0)}, (13)

gde D_r (k_1r, ω, ω_0) razloßeniØ po (k_1r)^{−1}, a τ_r = −r cos ϑ_r(ω, ω_0) ffækonal otraßennoæ volny

(∇τ_r)^2 = 1, (∇_ωϑ_r)^2 = 1, ∇_ω = ⃗e_ϑ∂_ϑ + ⃗e_φ 1 sin ϑ ∂_φ. (14)

Vnutri konusa C dlØ napravleniæ ω ∈ M_2 v dal~nem pole prisutstvuet odna prelomlennaØ volna i volna, rasseØnnaØ verxinoæ,

V (k_2, r, ω, ω_0) =[D_2(ω, ω_0) + O(1/k_2r)] e^{ik2r} (−ik_2r) +D_t(k_2r, ω, ω_0)e^{−ik2r cos ϑt(ω,ω0)} + . . . , (15)

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 109 gde D_2(ω, ω_0) – difrakcionnyæ kofffficient, D_t(r_2, r, ω, ω_0) razloßenie po (k_2r)^{−1}, τ_t = −N r cos ϑ_t(ω, ω_0) – ffækonal prelomlennoæ volny, (∇τ_t)^2 = N^2,

(∇_ωϑ_t)^2 = 1.

(16)

V oblasti ω ∈ N_2, esli qerez toqku (r, ω) prohodØt dva prelomlennyh luqa, asimptotika volnovogo polØ imeet vid^1

V (k_2, r, ω, ω_0) = [D_2(ω, ω_0) + O(1/k_2r)] e^{ik2r} (−ik_2r) +D^1_t (k_2r, ω, ω_0)e^{−ik2r cos ϑ1t (ω,ω0)} +D^2_t (k_2r, ω, ω_0)e^{−ik2r cos ϑ2t (ω,ω0)}, (17)

t.e. v dal~nem pole prisutstvu¸t dve prelomlennye volny, prihodØwie ot granicy C i sferiqeskaØ volna ot verxiny.

Stoit otmetit~ sledu¸wee. SferiqeskaØ volna vnutri konusa C rasprostranØetsØ s men~xeæ skorost~¸ (Re N > 1) po sravneni¸ s takoæ ße volnoæ vne konusa. Pofftomu vnutri C suwestvuet golovnaØ volna s frontom kasatel~nym k sootvetstvu¸wemu sferiqeskomu frontu. Obyqno ffta volna imeet bolee vysokiæ porØdok po (k_2r)^{−1} po sravneni¸ so sferiqeskoæ. Sootvetstvu- ¸wee singulØrnoe napravlenie kasaniØ frontov na Ris. 2 ne pokazano.

Obsußdenie usloviæ izluqeniØ pri padenii ploskoæ volny my zaverxim postanovkoæ naqal~nyh usloviæ dlØ uravneniæ ffækonala v (14), (16). Iz nepreryvnosti volnovogo polØ na granice imeem cos ϑ_r(ω, ω_0)|_{ω∈σ} = N cos ϑ_t(ω, ω_0)|_{ω∈σ} , cos ϑ_r(ω, ω_0)|_{ω∈σ} = cos ϑ_i(ω, ω_0)|_{ω∈σ}.

(18)

Pust~ s estestvennyæ parametr vdol~ krivoæ σ. Togda iz ravenstva ϑ_r|_σ = ϑ_i|_σ poluqim

cos α_r = cos α_i, ∂ϑ_r |σ ∂s = ∂ϑ_i|σ ∂s , (19)

1DlØ drugih toqek N2 asimptotika moßet imet~ bolee sloßnyæ vid.

110 M. A. L˚LINOV gde cos α_i =^{∂ϑi|σ}_{∂s} = ⟨∇_ωϑ_i|_σ, ⃗e_s⟩, cos α_r =^{∂ϑr |τ}_{∂s} = ⟨∇_ωϑ_r|_σ, ⃗e_s⟩ ⃗e_s ediniqnyæ kasatel~nyæ k σ vektor. Analogiqno iz pervogo ravenstva v (18) imeem

N sin ϑ_t | | σ ∂ϑ_t ∂s | | σ = sin ϑ_r | | σ ∂ϑ_r ∂s | | σ (20) ili cos α_t = cos α_i √ 1 − cos^2 ϑ_i|_σ N^2 − cos^2 ϑ_i|_σ

, (21)

gde cos α_1 =^{∂ϑt}_{∂s} |_σ = ⟨∇_ωϑ_t|_σ, ⃗e_s⟩. Ravenstva (18)–(21) zada¸t naqal~nye usloviØ dlØ uravneniæ ffækonala i, faktiqeski, opredelØ¸t zakon otraßeniØ-prelomleniØ na prozraqnoæ granice. Zametim, qto v “oazise” ϑ_r(ω, ω_0) > π.

§2. Integraly Kontoroviqa–Lebedeva i redukciØ zadaqi DlØ ploskoæ pada¸weæ volny (11) spravedlivo predstavlenie v vide integrala Kontoroviqa–Lebedeva [9]

U^{inc}(k_1r, ω, ω_0) = 4 i √ 2π i∞∫ −i∞ ν sin πνu^{inc}_ν (ω, ω_0) K_ν (−ik_1r) √ −ik_1r dν, (22) gde K_ν (z) funkciØ Makdonal~da, K_ν (z) = −i π 2 e^{−iπν/2}H^{(2)}_ν (−iz) = π(e^{iπν/2}J_{−ν}(iz) − e^{−iνπ/2}J_ν (iz)) sin(πν) , −π < arg(z) 6 π/2, J_ν(z) – funkciØ BesselØ, u^{inc}_ν (ω, ω_0) = − P_{ν−1/2}(− cos ϑ_i(ω, ω_0)) 4 cos(πν)

, (23)

P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos ϑ)|_{n=0} =: P_{ν−1/2}(cos ϑ) funkciØ Leßandra. Vospol~zovavxis~ asimptotikami dlØ K_ν (z) i P_{ν−1/2}(cos ϑ), K_ν (z) ∼= cν^a cos[ν(π/2 + | arg(z)|)] sin πν , a = | Re ν| − 1/2, | Im ν| → ∞, z fiksirovano, P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos ϑ) = √ 2Γ(ν − |n| + 1/2) √ π sin ϑΓ(ν + 1) cos(νθ−π|n|/2+π/4)(1+O_n(ν^{−1})),

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 111 0 < ϑ < π, | arg ν| < π, moßno ustanovit~, qto integral v (22) ffksponencial~no shoditsØ, esli

ϑ_i(ω, ω_0) > π/2 + | arg(−ik_1)|. (24)

Predpoloßim, qto

| arg(−ik_1)| 6 π/2, | arg(−ik_2)| 6 π/2. (25)

�ti predpoloßeniØ pozvolØ¸t ispol~zovat~ dlØ vyqisleniØ rexeniØ predstavleniØ integralami vida (22).

U (k_1r, ω, ω_0) = 4 i √ 2π i∞∫ −i∞ ν sin πνu_ν(ω, ω_0) K_ν (−ik_1r) √ −ik_1r dν, (26)

V (k_2r, ω, ω_0) = 4 i √ 2π i∞∫ −i∞ ν sin πνv_ν(ω, ω_0) K_ν (−ik_2r) √ −ik_2r dν, (27)

gde u_ν, v_ν neizvestnye spektral~nye funkcii, kotorye dolßny byt~ vybrany iz special~nogo klassa funkciæ.

Pust~ u_ν, v_ν qetnye po ν i meromorfnye funkcii. Esli u_ν , v_ν regulØrny v okrestnosti mnimoæ osi, to predstavleniØ (26), (27) udovletvorØ¸t uslovi¸ Meæksnera (5) (sm. [10]), pri uslovii, qto integraly shodØtsØ. Potrebuem, qtoby vypolnØlis~ ocenki |u_ν(ω, ω_0| 6 c_1 | cos(π + e)ν| , ω ∈ M_1, 0 6 e < ϑ_r − π, (28) |u_ν(ω, ω_0)| 6 c_2|ν|^{−1/2} | cos(νϑ_r(ω, ω_0))|

, ω ∈ N_1, (29) |v_ν(ω, ω_0)| 6 c_3|ν|^{−1/2} | cos(νϑ_t(ω, ω_0))|

, ω ∈ M_2, (30) |v_ν(ω, ω_0)| 6 c_4|ν|^{−1/2} | cos(νϑ^′_t(ω, ω_0))|

, ω ∈ N_2, (31)

esli qerez toqku (r, ω), (ω ∈ N_2) prohodØt dva prelomlennyh luqa, ϑ^′_t(ω, ω_0) = min_{j∈{1,2}} ϑ^j_t (ω, ω_0), (sm. (17)). Ocenki (28)–(31) obespeqiva¸t “pravil~noe” povedenie integralov (26), (27) pri

112 M. A. L˚LINOV

r → ∞, t.e. usloviØ izluqeniØ (12), (13), (15), (17). S drugoæ storony, integraly (26), (27) ffksponencial~no shodØtsØ, esli ϑ_r(ω, ω_0) >π/2 + | arg(−ik_1)|, ω ∈ N_1, ϑ_t(ω, ω_1) > π 2 + | arg(−ik_2)|, ω ∈ M_2 (32)

sootvetstvenno. V silu predpoloßeniæ (25) integral~nye predstavleniØ verny dlØ nekotoryh k_1, k_2 pri uslovii (25) i l¸byh ω, ω_0, udovletvorØ¸wih (32). Zametim, qto v fftom sluqae k_1, voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ vewestvennym tak, qto analitiqeskoe prodolßenie formul (26), (27) na vewestvennye znaqeniØ k_1, k_2 i proizvol~nye ω ∈ S^2 ØvlØetsØ soderßatel~noæ zadaqeæ.

Obsudim osnovnye idei takogo prodolßeniØ (V. P. SmyxlØev, qastnoe soobwenie). DlØ opredelennosti rassmotrim integral (26), r fiksirovano. V usloviØh (32) shodimosti integrala (26) predstavim K_ν (z) s pomow~¸ funkciæ BesselØ i vospol~zuemsØ qetnost~¸ u_ν , posle prostyh preobrazovaniæ poluqim U (k, r, ω, ω_0) = 4i √ π 2 ∫ γ_Φ νe^{−iνπ/2}u_ν (ω, ω_0) J_ν (k_1r) √ −ik_1r dν, (33) gde γ_Φ = (−e^{iΦ}∞, e^{iΦ}∞), Φ = π/2. Vospol~zovavxis~ asimptotikoæ funkcii BesselØ i ocenkoæ (29) ubeßdaemsØ v bystroæ shodimosti integrala v usloviØh (32) dlØ nekotoryh k_1, udovletvorØ¸wih | arg(−ik_1)| 6 π/2. Ocenki pokazyva¸t, qto deformiruØ koncy kontura γ_Φ v oblast~ Re ν > 0 vplot~ do znaqeniæ Φ = 0, Φ ∈ [0,^π_2 ], tak, qtoby kontur γ_0 ohvatyval osobennosti u_ν^2 Re ν > 0 i uhodil koncami na +∞ parallel~no vewestvennoæ osi, moßno dobit~sØ shodimosti integrala (33) dlØ vewestvennyh k_1 i l¸byh fiksirovannyh ϑ_r, r > 0.

Netrudno pokazat~ svØz~ analitiqeskogo prodolßeniØ v (33) s modificirovannym integralom Kontoroviqa–Lebedeva [11]

U (k_1, r, ω, ω_0) = 4 i √ 2π lim ε→0^+ ∫ γ_Φ dνe^{εν2} ν sin(πν)u_ν(ω, ω_0) K_ν (−ik_1r) √ −ik_1r , π 4 < Φ 6^π_2 . Ispol~zovanie takogo sorta integrala pozvolØet rasxirit~ standartnu¸ oblast~ primenimosti preobrazovaniØ.

2Moßno pokazat~, qto vse pol¸sy u˚ leßat v nekotoroæ polose, parallel~noæ vewestvennoæ osi.

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 113 Izvestno, qto, esli u_ν , v_ν ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ [9]

(Δ_ω + ν^2 − 1/4) ( u_ν v_ν ) = 0, (34)

to, pri uslovii shodimosti integralov, predstavleniØ (26), (27) udovletvorØ¸t uravneniØm Gel~mgol~ca (1), (2) sootvetstvenno.

Podstavim vyraßeniØ (22), (26), (27) v graniqnye usloviØ (3) i∞∫ −i∞ μ sin(πμ)(u_μ(ω|_σ , ω_0) + u^{inc}_μ (ω|_σ , ω_0)) K_μ(−ik_1r) √ −ik_1r dμ

= i∞∫ i∞ μ sin(πμ)v_ν (ω|_σ, ω_0) K_μ(−ik_2r) √ −ik_2r dμ, (35) i∞∫ −i∞ μ sin(πμ) ∂ ∂N_ω (u_μ(ω, ω_0) + u^{inc}_μ (ω, ω_0)) | | σ K_μ(−ik_1r) √ −ik_1r dμ

= 1 – i∞∫ −i∞ μ sin πν ∂ ∂N_ν v_ν(ω, ω_0) | | σ K_μ(−ik_2r) √ −ik_2r dμ, (36)

gde ∂_{Nω} differencirovanie po vnutrenneæ normali k σ v kasatel~noæ ploskosti k S^2. Umnoßim levu¸ i pravu¸ qasti ravenstv (35), (36) na (−ik_2r)^{δ−1/2}K_ν (−ik_2r), prointegriruem po r, r ∈ (+0, +∞), perestavim porØdki integrirovaniØ (qto vozmoßno) i ustremim δ → 0^+

lim_{δ→0+} ∫ iR^{dμ μ sin(πμ)Hδ (ν, μ; k2, k2)vμ(ω|σ, ω0)} = lim_{δ→0+} ∫ iR^{dμ μ sin(πμ)Hδ (ν, μ; k2, k1)(uν (ω|σ, ω0) + uincν (ω|σ , ω0)),}_{(37)}

114 M. A. L˚LINOV lim δ→0^+ 1 – ∫ iR^{dμ μ sin(πμ)Hδ(ν, μ; k2, k2) ∂∂Nω vμ(ω, ω0} | | σ = lim_{δ→0+} ∫ iR^{dμ μ sin(πμ)Hδ (ν, μ; k2, k1) ∂∂Nω (uν (ω, ω0) + uincν (ω, ω0))} | | σ , (38) gde H_δ(ν, μ; k_2, k_1) = − k_2 (iπ)^2 ∞∫ 0 dr(−ik_2r)^δ K_μ(−ik_1r) √ −ik_1r K_ν (−ik_2r) √ −ik_2r . (39)

Vospol~zuemsØ tem, qto v smysle obobwennyh funkciæ (sm. [9]) lim δ_0 →0^+

H_{δ0} (ν, μ; k_2, k_2) = 1 2 (δ(μ − ν) + δ(μ + ν)), (40)

δ(x) – del~ta-funkciØ Diraka, poluqim v_ν |_σ = H(u + u^{inc})|_σ(ν), 1 –^{∂vν}∂Nω | | σ = H [ ∂ ∂N_ω (u + u^{inc}) ]| | σ (ν), (41)

gde integral~nyæ operator H opredelen pravoæ qast~¸ (37)

(Hw)(ν) = lim_{δ→0+} ∫ iR^{dμμ sin(πμ)Hδ(ν, μ; k2, k1)w(μ). (42)} V dal~neæxem my pokaßem, qto operator H ffto singulØrnyæ integral~nyæ operator s meromorfnym Ødrom μ sin(πμ) H_0(ν, μ; k_2, k_1).

Analogiqno (41) legko vyvesti ffkvivalentnye (41) nelokal~- nye po ν graniqnye usloviØ

(u_ν + u^{inc}_ν ) | | σ =(H^{−1}v) | | σ (ν), ∂ ∂N_ω (u_0 + u^{inc}_ν ) | | σ = 1 –^{(H−1 ∂}∂Nω^{v)} | | σ (ν), (43) gde (H^{−1}w)(ν) = lim_{δ→0+} ∫ iR^{dμ μ sin(πμ)hδ (ν, μ; k1, k2)w(μ),} h_δ (ν, μ; k_1, k_2) = − k_1 (iπ)^2 ∞∫ 0 dr(−ik_1r)^δ K_μ(−ik_2r) √ −ik_2r K_ν (−ik_1r) √ −ik_1r . (44)

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 115 Polezno otmetit~, qto

h_δ(ν, μ; k_1, k_2) = k_1 k_2 ( k_1 k_2 )_δ H_δ(μ, ν; k_2, k_1). (45)

Vtoroe zameqanie kasaetsØ operatora H^{−1}, opredelennogo (44). �tot operator deæstvitel~no ØvlØetsØ obratnym k H. V fftom legko ubedit~sØ, po kraæneæ mere, na formal~nom urovne. RassmatrivaØ ravenstvo ∫ iR^{μ sin πμ Kμ(−ik1r)√−ik1r X(μ)dμ =} ∫ iR^{μ sin πμ Kμ(−ik2r)√−ik2r Y (μ)dμ, (46)} umnoßiv levu¸ i pravu¸ qast~ na K_ν (−ik_2r)(−ik_2r)^{δ−1/2} ili na K_ν (−ik_1r)(−ik_1r)^{δ−1/2} i prointegrirovav po r, r ∈ (0, ∞), poluqim sootvetstvenno (sm. (40)) Y (ν) = (HX)(ν) ili X(ν) = (H^{−1}Y )(ν),

gde H i H^{−1} opredeleny v (42) i (44). �ti formal~nye manipulØcii moßno opravdat~ s ispol~zovaniem kompleksnoæ formy preobrazovaniØ Kontoroviqa–Lebedeva ([9], Priloßenie V). Deæstvitel~no, esli p(kr) udovletvorØet ocenke |p(kr)| 6 c(kr)^{a−1/2}|e^{ikr cos b}|, 0 < b < π/2, a > 0, | arg(−ik)| < π/2, i analitiqno v okrestnosti luqa r > 0, togda spravedlivo prØmoe preobrazovanie ψ(ν) = (−k) iπ ∞∫ 0 p(kr) √ −ikr ν sin πνK_ν(−ikr)dr, gde ψ(ν) ∼ 0

(_νd_{sin πν} cos ν[π−b] ) , ν → i∞. Pri uslovii^π_2 − b − | arg(−ik)| > 0 spravedlivo i obratnoe preobrazovanie p(kr) = 1 iπ i∞∫ −i∞ ψ(ν) K_ν (−ikr) √ −ikr dν. Opravdanie svoditsØ k proverke usloviæ primenimosti preobrazovaniØ Kontoroviqa–Lebedeva k (46).

116 M. A. L˚LINOV

§3. SingulØrnoe integral~noe uravnenie. Krugovoæ konus KraevaØ zadaqa (34), (41) dovol~no sloßna v obwem sluqae.

Odnako, dlØ krugovoæ granicy σ moßno dopolnitel~no razdelit~ peremennye ϑ i φ, predstaviv rexenie v vide rØda Fur~e [10]

u_ν(ω, ω_0) = +∞∑ n=−∞ i^ne^{−inφ}R_u(ν, n) P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos ϑ) d_{ϑ1} P^{−|n|}_{ν−3/2}(cos ϑ_1) ,

v_ν (ω, ω_0) = +∞∑ n=−∞ i^ne^{−inφ}R_v(ν, n) P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos ϑ) d_{ϑ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos ϑ_1) , (47) priqem izvestno, qto (ϑ_0 ≠ 0)

u^{inc}_ν (ω, ω_0) = +∞∑ n=−∞ i^ne^{−inφ}R^{inc}_u (ν, n) P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos ϑ) d_{ϑ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos ϑ_1)

, (48)

gde (ϑ_1 ¿ ϑ > ϑ_0) R^{inc}_u (ν, n) = i^n (−4 cos πν) Γ(ν + |n| + 1/2 Γ(ν − |n| + 1) d_{ϑ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos θ_1)P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos ϑ_0),

d_{ϑ1} := d dϑ_1 . RazloßeniØ (47), (48) rexa¸t uravneniØ v (34). Neizvestnye kofffficienty R_{u,v} neobhodimo vyqislit~. DlØ fftogo podstavim razloßeniØ (47), (48) v nelokal~nye po ν graniqnye usloviØ (41) i priravnØem sootvetstvu¸wie kofffficienty Fur~e R_v(ν, n)Q(ν, n) =H[P R_u + QR^{inc}_u ](ν, n), 1 –^{Rv(ν, n) =H[Ru + Rincu ](ν, n), n ∈} Z^{, (49)} gde Q(ν, n) =P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos ϑ_1)/d_{ϑ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(− cos ϑ_1), ∂_{Nω} = ∂_ϑ, (50) P (ν, n) =P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos ϑ_1)/d_{ϑ1} P^{−|n|}_{ν−1/2}(cos ϑ_1).

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 117 Iskl¸qim R_v iz (49) i pridem k integral~nomu uravneni¸ (ν ∈

iR) dlØ Rn

(QH − –^{−1}HP )R_u + (QH − –^{−1}HQ)R^{inc}_u = 0. (51)

ili v razvernutom vide lim δ→0^+ ∫ iR^{dμμ sin(πμ)Hδ(ν, μ; k2, k1)} { d(μ, ν) · R_u(μ, n)

+d_i(μ, ν)R^{inc}_u (μ, n) } = 0, (52) gde d(μ, ν) = –^{−1}P (μ, n) − Q(ν, n), d_i(μ, ν) = –^{−1}Q(μ, n) − Q(ν, n). Zametim, qto esli k_1 = k_2 v (49), to operator H = I ØvlØetsØ toßdestvennym operatorom i sistema uravneniæ (49) rexaetsØ Øvno, t.e. v fftom sluqae zadaqa difrakcii imeet toqnoe rexenie. Esli ße k_2/k_1 dostatoqno blizko k edinice, to rexenie (49) vozmoßno v forme shodØwihsØ rØdov Neæmana metodom vozmuweniæ.

Pri issledovanii uravneniØ (52) suwestvennymi ØvlØ¸tsØ svoæstva funkcii H_δ(ν, μ; k_2, k_1) v (39). Vospol~zuemsØ svØz~¸ funkcii K_μ(−ik_1r) s funkciØmi BesselØ i predstavim ih rØdami po k_1r, posle perestanovki summirovaniØ i integrirovaniØ poluqim (sm. takße [3])

H_δ(ν, μ; k_2, k_1) = i 2π √ k_2 k_1

(−ik_2)^δ sin(πμ) ∞∑ p=0 1 p! { (−ik_1/2)^{−μ+2p} Γ(−μ + p + 1) × ∞∫ 0 r^{−μ+2p+δ−1}K_ν (−ik_2r)dr− (−ik_1/2)^{μ+2p} Γ(μ+p+1) ∞∫ 0 r^{μ+2p+δ−1}K_ν (−ik_2r)dr } . Primem vo vnimanie formulu iz [12] +∞∫ 0 x^{α−1}K_m(cx)dx = 1 4 ( 2 c )_α Γ ( α + m 2 ) Γ ( α − m 2 ) ,

Re α > | Re m|, Re c > 0. Primenim formulu v naxih usloviØh:

118 M. A. L˚LINOV Re(∓μ + 2p + δ) > | Re ν| = 0, | arg(−ik_2)| < π/2, Re(−ik_2) > 0,

H_δ(ν, μ; k_2, k_1) = i 8π √ k_2 k_1

2^δ sin πμ ∞∑ p=0 1 p! ( Γ (_{ν−μ+δ} 2 + p ) Γ (_{−ν−μ+δ} 2 + p ) Γ(−μ + p + 1) × ( k_1 k_2 )_{−μ+2p} − Γ (_{ν+μ+δ} 2 + p ) Γ (_{−ν+μ+δ} 2 + p ) Γ(μ + p + 1) ( k_1 k_2 )_{μ+2p}) , (53)

gde my sqitaem |k_1/k_2| < 1, arg(k_2/k_1) = ε > 0, μ, ν ∈ iR. Vyraßenie (53) legko perepisyvaetsØ v terminah gipergeometriqeskoæ funkcii F (α, β, γ; z)

H_δ(ν, μ; k_2, k_1) = i 8π √ k_2 k_1

2^δ sin πμ {( k_1 k_2 )_{−μ} Γ(^{−ν−μ+δ}_2 Γ(^{−ν+μ+δ}_2 ) Γ(−μ + 1) ×F ( ν − μ + δ 2 , −ν − μ + δ 2 , −μ + 1; (k_1/k_2)^2 )

− ( k_1 k_2 )_μ Γ(^{ν+μ+δ}_2 )Γ(^{−ν+μ+δ}_2 ) Γ(μ + 1) ×F ( ν + μ + δ 2 , −ν + μ + δ 2 , μ + 1; (k_1/k_2)^2 )} . (54)

Gipergeometriqeskiæ rØd shoditsØ ravnomerno po z, |z| 6 1, esli Re(α + β − γ) > 0, F (α, β, γ; z) = Γ(γ) Γ(α)Γ(β) ∞∑ p=0 Γ(α + p)Γ(β + p) p!Γ(γ + p) z^p, qto opravdyvaet ravnomernu¸ shodimost~ rØdov v (53) i (54). FunkciØ H_δ(ν, μ; k_2, k_1) qetnaØ po ν i po μ, meromorfnaØ po (ν, μ) i imeet osobennosti vblizi mnimoæ osi, μ = ±ν ± δ. Pri δ → 0 levaØ qast~ uravneniØ (52) predstavlØet singulØrnyæ integral, tak kak osobennosti H_0(ν, μ; k_2, k_1) pri μ = ±ν nahodØtsØ na mnimoæ osi. Netrudno pokazat~, qto

lim_{δ→0} + ∫ iR^{μ sin(πμ)Hδ (ν, μ; k2, k1)Ψ(μ)dμ} = 1 2 √ k_2 k_1 (( k_1 k_2 )_ν + ( k_1 k_2 )_{−ν} ) Ψ(ν) +v.p. ∫ iR^{μ sin(πμ)H0(ν, μ; k2, k1)Ψ(μ)dμ. (55)}

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 119 Uravnenie (52) prinimaet vid klassiqeskogo singulØrnogo integral~nogo uravneniØ 1 2 √ k_2 k_1 (( k_1 k_2 )_ν + ( k_1 k_2 )_{−ν} ) d(ν, ν)R_u(ν, n) +v.p. ∫ iR^{μ sin(πμ)H0(ν, μ; k2, k1)d(μ, ν)Ru(μ, n)dμ + Si(ν, n) = 0,(56)} gde S_i(ν, n) = 1 2 √ k_2 k_1 (( k_1 k_2 )_ν + ( k_1 k_2 )_{−ν} ) d_i(ν, ν)R^{inc}_u (ν, n) +v.p. ∫ iR^{μ sin πμH0(ν, μ; k2, k1)di(μ, μ)Rincu (μ, n)dμ. (57)} Za sqet qetnosti po ν moßno svesti uravnenie na poluos~ (0, i∞).

Otmetim, qto, esli rexenie integral~nogo uravneniØ (56) izvestno, to rØd Fur~e v (47) daet znaqenie u_ν (ω, ω_0), togda posredstvom (41) nahoditsØ v_ν(ω, ω_0). Zameqatel~no, qto v fftom sluqae difrakcionnyæ kofffficient v (12) legko opredelØetsØ iz (26)

D_1(ω, ω_0) = −2i ∫ iR^{ν sin πνuν(ω, ω0)dν (58)} v “oazise”, ϑ_r(ω, ω_0) > π, ω ∈ M_1, i ØvlØetsØ bystro shodØwimsØ integralom. My uqli v (26), qto K_ν (z) = √_π 2z e^{−z}(1 + O_ν(^1_z )), |z| ≫ 1, |z| ≫ |ν|. §4. RegulØrizaciØ singulØrnogo integral~nogo uravneniØ My primenim proceduru tak nazyvaemoæ levoæ regulØrizacii. DlØ fftogo obratimsØ k uravneni¸ (52) i predstavim ego v vide lim δ→0^+ ∫ iR^{dμ μ sin πμHδ(ν, μ; k2, k1){d(μ, μ)Ru(μ, n) + di(μ, μ)Rincu (μ, n)}} + ∫ iR^{dμ μ sin πμH0(ν, μ; k2, k1){(d(μ, ν) − d(μ, μ))Ru(μ, n)} +(d_i(μ, ν) − d(μ, μ))R^{inc}_u (μ, n)} = 0. (59)

120 M. A. L˚LINOV Vo vtorom integrale (59) my perexli k predelu pod znakom integrala: podyntegral~naØ funkciØ ØvlØetsØ gladkoæ pri μ = ν, ν ∈ iR. Primenim k (59) operator H^{−1} iz (44), poluqim d(μ, μ)R_n(μ, n) + d_i(μ, μ)R^{inc}_n (μ, n) + ∫ iR^{dτ τ sin πτ K(μ, τ, n)Ru(τ, n)} + ∫ iR^{dτ τ sin πτ Ki(μ, τ, n)Rincu (τ, n) = 0, (60)} gde K(μ, τ, n) = lim_{δ→0+} ∫ δ→)^+ ∫ iR^{ν sin πνhδ(μ, ν; k1, k2)} H_0(ν, τ ; k_2, k_1)[d(τ, ν) − d(τ, τ )]dν, (61) K_i(μ, τ, n) = lim_{δ→0+} ∫ iR^{ν sin πνhδ(μ, ν; k1, k2)} H_0(ν, τ ; k_2, k_2)[d_i(τ, ν) − d_i(τ, τ )]dν. Pri vyvode uravneniØ (60) v tret~em i qetvertom slagaemom my perestavili porØdki integrirovaniØ i perexli k predelu pod znakom integrala po τ i vveli oboznaqeniØ (61). �ti preobrazovaniØ legko opravdat~. V qastnosti, vyraßeniØ (61) pokazyva¸t, qto singulØrnyæ integral~nyæ operator H^{−1} iz (44) primenØetsØ k gladkoæ po ν funkcii H_0(ν, τ ; k_2, k_1) [d(τ, ν)−d(τ, τ )] (ili k H_0(ν, τ ; k_2, k_1) [d_i(τ, ν) − d_i(τ, τ )]) dlØ l¸byh τ ∈ iR. Moßno ubedit~sØ, qto Ødra K(μ, τ, n) i K_i(μ, τ, n) ØvlØ¸tsØ gladkimi funkciØmi (τ, μ) ∈ (iR) × (iR).

Osobogo obsußdeniØ trebuet povedenie Øder K, K_i i svobodnogo qlena uravneniØ (60) pri τ ∼ μ → i∞. Sootvetstvu¸wie ocenki neobhodimy dlØ vydeleniØ estestvennogo klassa funkciæ, v kotorom rexaetsØ uravnenie, i dlØ dokazatel~stva ego fredgol~movosti.^3 Preobrazuem uravnenie (60) v uravnenie na otrezke (0, 1). Snaqala, pol~zuØs~ qetnost~¸ podyntegral~nyh funkciæ svedem integrirovanie na promeßutok (0, +i∞). Oboznaqim svobodnyæ qlen uravneniØ (60) S_i(ν, n) i zapixem uravnenie

3V dannoæ rabote my rassmatrivaem fredgol~movost~ uravneniØ (60) kak gipotezu, kotoru¸ predpolagaem dokazat~ v posledu¸wih publikaciØh.

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 121 v vide cos(πμ)R_u(μ, n) + i∞∫ 0 2τ cos(πμ) πd(μ, μ) cos^2(πτ )K(μ, τ, n)R_u(τ, n) π sin(πτ ) cos^2(πτ ) dτ + cos πμ d(μ, μ) S_i(μ, n) = 0, vvedem novu¸ neizvestnu¸ funkci¸ r(x, n) = cos(πμ)R_u(μ, n) | x=1/ cos πμ, svobodnyæ qlen r_i(x, n) = − cos(πμ) d(μ, μ) S_i(μ, n) | x=1/ cos(πμ), i Ødro K(x, y, n) = − 2 π τ cos(πμ) cos(πτ ) d(μ, μ) K(μ, τ, n) | | x=1/ cos πμ y=1/ cos πτ ,

d(μ, μ) ∼ O(μ^{−1}), μ → i∞. Poluqim integral~noe uravnenie vtorogo roda na otrezke (0, 1). Netrudno proverit~ [10], qto r_i ∈ L_p(0, 1) dlØ nekotorogo p, 1 < p < p_∗ =^π_{π−(ϑ1 −ϑ0)} . Uravnenie prinimaet vid r(x, n) + 1∫ 0 K(x, y, n)r(y, n)dy = r_i(x, n) (62) Uravnenie (62) estestvenno issledovat~ v L_p(0, 1) dlØ nekotorogo p, 1 < p < 2. V fftom sluqae kompaktnost~ integral~nogo operatora v (62) svoditsØ k proverke ocenki h∫ 0 h∫ 0 |K(x, y, n)|^pdxdy < ∞, (63) dlØ nekotorogo malogo h > 0. Zametim, qto ocenka vida (63) dlØ (x, y) /∈ (0, h) × (0, h) sleduet iz nepreryvnosti Ødra K(x, y, n) vne h-okrestnosti toqki (0, 0).

122 M. A. L˚LINOV

Poluqenie ocenok Ødra vida (63) ne moßet byt~ prostoæ zadaqeæ, tak kak Ødro K(μ, τ, n) v (61) ØvlØetsØ integralom tipa Koxi ot special~nyh funkciæ (gipergeometriqeskih funkciæ i prisoedinennyh funkciæ Leßandra) po beskoneqnomu promeßut- ku. Drugoæ soderßatel~noæ i neprostoæ zadaqeæ ØvlØetsØ vyqislenie asiptotiki volnovogo polØ vdali ot koniqeskoæ toqki, k_{1,2}r → ∞. V fftom sluqae prihoditsØ ispol~zovat~ inye integral~nye predstavleniØ dlØ rexeniØ, takie kak integraly Zommerfel~da [9, 10]. Nakonec, neposredstvennoe vyqislenie difrakcionnyh kofffficientov trebuet razrabotki sootvetstvu¸- wih qislennyh procedur. �ti i drugie voprosy my nadeemsØ zatronut~ v posledu¸wih publikaciØh.

Literatura

1. B. V. Budaev, Diffraction by Wedges. — Pitman research notes in mathematics

series, 322, Longmann, Essex, (1995).

2. J.-P. Croissille, G. Lebeau, Diffraction by an Immersed Elastic Wedge. — Lect.

Notes Math., 1723, Springer, (1999).

3. A. V. Osipov, O metode integralov Kontoroviqa–Lebedeva v zadaqah difrakcii voln v sektorial~nyh sredah. — Problemy difrakcii i rasprostraneniØ voln, 25, Izd-vo SPbGU, (1993), 173–218.

4. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. — Nauka, M. (1966).

5. V. P. Smyshlyaev, Diffractijon by conical surfaces at high frequences. — Wave

Motion, 12(4), (1990), 329–339.

6. V. M. Babich, D. B. Dement’ev, B. A. Samokish, V. P. Smyshlyev, On evaluation

of the diffraction coefficients for arbitrary “non-singular” directions of a smooth convex cone. — SIAM J. Appl. Math., 60(2), (2000), 536–573.

7. D. S. Jones, Scattering by a cone. — Q. J. Mech. Appl. Math., 50, (1997), 499–523. 8. J.-M. L. Bernard, Methode analytique et transformees fonctionelles pour la diffrac-

tion d’ondes par une singularite conique: equation integrale de noyau nonoscillant pour le cas d’impedance constante. — Rapport CEA-R-5764, Editions Dist-Saclay, CEA/Saclay (1997).

9. J.-M. L. Bernard and M. A. Lyalinov, Diffraction of scalar waves by a convex

impedance cone of arbitrary cross-section. — Wave Motion, 33, (2001), 155–181.

10. M. A. LØlinov, O difrakcii ploskoæ volny na impedansnom konuse. — Zap. nauqn. semin. POMI, 297, Matemat. voprosy teor. rasprostr. voln, 32, (2003), 191–215.

11. D. S. Jones, The Kontorovich–Lebedev transform. — J. Inst. Maths Applics, 26,

(1980), 133–141.

12. A. P. Prudnikov, ı. A. Bryqkov, O. I. Mariqev, Integraly i rØdy. — Special~nye funkcii. M. (1983).

OB INTEGRAL^NOM URAVNENII 123 13. V. N. Berkoviq, K teorii smexannyh zadaq dinamiki klinovidnyh kompozitov. — DAN SSSR, 314, No. 1, (1990), 172–175.

Lyalinov M. A. On an integral equation in the problem of the plane wave diffraction by a circular transparent cone.

The problem of diffraction by a transparent convex cone is studied. The uniqueness theorem is proven in the problem of diffraction for the illumination by a compact source. For the circular cone the solution is obtained in the form of the Kontorovich–Lebedev integrals and of the Fourier series expansions. A singular integral equation is deduced for the Fourier coefficients and its reqularization is performed.

Postupilo 18 dekabrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet