Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

S. A. Nazarov

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH SOBSTVENNYH VEKTOROV DL˚ TONKIH ANIZOTROPNYH PLASTIN S PEREMENNO` TOLWINO`

Neravenstva Korna, prisposoblennye k tonkim uprugim telam, predostavlØ¸t ocenki H^1(Ω_h)-norm sobstvennyh vektorov u^m zadaqi teorii uprugosti v tonkoæ plastine Ω_h. Pri uslovii normirovki ‖u^m; L_2(Ω_h)‖ = 1 maßorantoæ dlØ veliqiny ‖u^m; H^1(Ω_h)‖ slußit vyraßenie ch^{−1}Λ_m(h)^{1/2}, gde Λ_m(h) — sobstvennoe qislo, otveqa¸wee u^m, a postoØnnaØ c ne zavisit ni ot maloæ tolwiny h ∈ (0, 1], ni ot nomera m = 1, 2, . . . sobstvennogo qisla. Standartnye asimptotiqeskie anzacy podtverßda¸t asimptotiqesku¸ toqnost~ takoæ maßoranty. Otmetim, qto vyraßenie h^{−1}Λ_m(h)^{1/2} ravnomerno otnositel~no h ∈ (0, 1] ograniqeno tol~ko vnutri tak nazyvaemoæ nizkoqastotnoæ polosy spektra, na kotoroæ Λ_m(h) obladaet asimptotikoæ h^2λ_m + . . . (sr. s [1]).

Neravenstva Korna obyqno rassmatriva¸tsØ kak edinstvennyæ instrument dlØ issledovaniØ svoæstv rexeniæ kraevyh zadaq dlØ tonkih uprugih tel. V to ße vremØ poqti vse priloßeniØ, naprimer, vyqislitel~nye metody i analiz ustoæqivosti v mehanike razruxeniØ, trebu¸t libo ocenivaniØ starxih proizvodnyh, libo potoqeqnu¸ informaci¸ o rexenii. Naskol~ko izvestno avtoru, suwestvuet lix~ odna stat~Ø [2], v kotoroæ poluqeny vesovye gel~derovskie ocenki ostatkov v asimptotiqeskih razloßeniØh uprugih poleæ v deformiruemyh tonkih sterßnØh.

V p.7 rassmatrivaetsØ spektral~naØ zadaqa dlØ skalØrnogo uravneniØ vtorogo porØdka v tonkom cilindre s usloviØmi Dirihle i Neæmana, postavlennymi na ego bokovoæ poverhnosti i osnovaniØh sootvetstvenno. Poskol~ku ffta zadaqa obyqno rassmatrivaetsØ kak uprowennaØ model~ kolebaniæ uprugoæ plastiny, vyqislØetsØ asimptotika sobolevskih norm pervoæ sobstvennoæ funkcii u^1, normirovannoæ v L_2(Ω_h), i ustanavlivaet- 161

162 S. A. NAZAROV sØ, qto pri neizmennyh v prodol~nyh napravleniØh kofffficientah differencial~nogo operatora spravedlivo sootnoxenie

‖∇^2_xu^1; L_2(Ω_h)‖ = O(h^{−1}) pri h → +0.

Inymi slovami, H^2(Ω_h)-norma funkcii u^1 neograniqenno vozrastaet.

V stat~e budet dokazano, qto v protivopoloßnost~ upomØnutomu faktu dlØ tonkih anizotropnyh neodnorodnyh plastin s peremennoæ tolwinoæ podobnye normy vtoryh proizvodnyh ∇^2_xu^m osta¸tsØ ograniqennymi pri h → +0 dlØ nizkoqastotnoæ polosy spektra, t.e. dlØ malyh sobstvennyh qisel. Bolee toqno, oceniva¸tsØ nekotorye vesovye^1 L_2(Ω_h)-normy vtoryh proizvodnyh sobstvennogo vektora u^m i dlØ nih nahodØtsØ verhnie granicy

C{h^{−1}Λ_m(h)^{1/2} + Λ_m(h)},

kotorye okazyva¸tsØ poqti takimi ße, kak i verhnØØ granica c h^{−1}Λ_m(h)^{1/2} dlØ H^1(Ω_h)-normy. Podqerknem ewe raz, qto posto- Ønnye ne zavisØt ni ot h ∈ (0, 1], ni ot m = 1, 2, . . .. Na sredne – i vysokoqastotnyh polosah spektra maßoranta, tem ne menee, neograniqenno vozrastaet pri umen~xenii tolwiny. Vesovye normy bolee starxih proizvodnyh rastut daße dlØ nizkih qastot.

Izvestno, qto ffnergetiqeskie ocenki bezrazliqny k raspoloßeni¸ zony zawemleniØ vblizi kromki plastiny, a imenno, lokal~naØ variaciØ fftoæ zony privnosit v uprugu¸ ffnergi¸ vozmuwenie takogo ße porØdka, kak i sama asimptotiqeskaØ toqnost~ dvumernoæ modeli plastiny (sr. s [3]). �to nabl¸denie opravdyvaet obyqnoe uprowenie formulirovki trehmernoæ zadaqi za sqet predpoloßeniØ o zawemlenii bokovoæ poverhnosti, hotØ, razumeetsØ, podobnoe kreplenie nikogda ne voznikaet v real~nyh inßenernyh konstrukciØh. ImeØ delo s proizvodnymi vtorogo porØdka, my vynußdeny bolee twatel~no obrawat~sØ s zonoæ zawemleniØ. Zdes~ opisyva¸tsØ pØt~ tipov zawemleniØ i konkretiziruetsØ poloßenie vvedennyh usloviæ Dirihle, a takße liniæ osobennosteæ granicy i smeny kraevyh usloviæ vblizi

1Vesovye mnoßiteli v normah otraßa¸t osobennosti rexeniæ i predstavlØ¸t soboæ stepeni rasstoØniæ ot neregulØrnosteæ na kusoqno gladkoæ granice i ot liniæ smeny tipa krevyh usloviæ v smexannoæ kraevoæ zadaqe.

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 163 kromki plastiny. Tak kak rexenie uprugoæ zadaqi imeet singulØrnoe povedenie okolo fftih liniæ, ispol~zu¸tsØ vesovye klassy Kondrat~eva (sm. [4], a takße [5, 6] i dr.).

1. Formulirovka spektral~noæ zadaqi. Pust~ ω — ploskaØ

oblast~, ograniqennaØ prostym zamknutym konturom ∂ω klassa C^3, a H_± — takie funkcii v C^3(ω), qto summa H = H_+ + H_− poloßitel~na na zamykanii ω = ω ∪ ∂ω oblasti ω. TrehmernaØ tonkaØ plastina zadaetsØ formuloæ

Ω_h = { (x^′, x_3) ∈ R^3 : x^′ = (x_1, x_2) ∈ ω, −hH_−(x^′) < x_3 < hH_+(x^′) } , (1) v kotoroæ h ∈ (0, 1] — malyæ parametr. Vvedem estestvennye krivolineænye koordinaty (ν, τ ) v okrestnosti V ⊂ R^2 kontura ∂ω; zdes~ τ oboznaqaet dlinu dugi na ∂ω i | ν| — rasstoØnie ot ∂ω, priqem ν > 0 vnutri ω ∩ V. DlØ opredeleniØ oblasti zawemleniØ Γ^D_h na poverhnosti ∂Ω_h, vyberem nekotorye iz sledu¸wih mnoßestv: bokovaØ poverhnost~

Γ^0_h = {x : x^′ ∈ ∂ω, −hH_−(x^′) < x_3 < hH_+(x^′)}

i tonkie pograniqnye poloski

Γ^±_h = { x ∈ Σ^±_h : ν < hd^±(τ ) } na osnovaniØh Σ^±_H = {x : x^′ ∈ ω, x_3 = ±hH_±(x^′)}; zdes~ d^± ∈ C^3(∂ω) — poloßitel~nye funkcii. Teper~ voz~mem v kaqestve Γ^D_h ≠ ∅ ob¨- edinenie otobrannyh mnoßestv i predpoloßim, qto poverhnost~ Γ^N_h = ∂ω_h \ Γ^D_h svobodna ot naprØßeniæ. V principe, vozmoßen odin iz sledu¸wih tipov zawemleniØ:

164 S. A. NAZAROV

a). Idealizirovannoe zawemlenie. b). Paz. c). Real~noe zawemlenie. d). Podloßka. e). Nahlest.

V p.4 imeem delo so sluqaØmi a)–d) i obsußdaem e) v p.7. V ramkah linearizovannoæ teorii uprugosti rassmotrim v Ω_h spektral~nu¸ zadaqu so smexannymi kraevymi usloviØmi L(h, x, ∇_x)u(h, x) = Λ(h)γ(h, x)u(h, x), x ∈ Ω_h, N (h, x, ∇_x)u(h, x) = 0, x ∈ Γ^N_h , u(h, x) = 0, x ∈ Γ^D_h . (2)

Pri fftom Λ(h) i u(h, ·) — sobstvennoe qislo (kvadrat sobstvennoæ qastoty) i sootvetstvu¸wiæ sobstvennyæ vektor (sobstvennaØ moda kolebaniæ). Krome togo, L i N — 3 × 3-matricy differencial~nyh operatorov, opredelennye sledu¸wim obrazom: Lu = ( − 3∑ j=1 ∂ ∂x_j σ_{ij} )_3 i=1 , N u = (_3∑ j=1 n_jσ_{ij} )_3 i=1 ;

σ_{ij} = 3∑ p,q=1 a^{pq}_{ij} ε_{pq} , ε_{ij} = 1 2 ( ∂u_i ∂x_j + ∂u_j ∂x_i ) . (3)

Zdes~ (σ_{ij}) i (ε_{ij} ) — tenzory naprØßeniæ i deformaciæ, u = (u_1, u_2, u_3) — vektor smeweniæ, a n = (n_1, n_2, n_3) — ediniqnyæ

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 165 vektor vnexneæ normali k poverhnostØm Σ^±_h i Γ^0_h. Predpolagaem, qto uprugie moduli a^{pq}_{ij} i plotnost~ γ > 0 zavisØt ot prodol~nyh peremennyh x^′ i rastØnutoæ popereqnoæ peremennoæ ζ = h^{−1}x_3. Drugimi slovami, a^{pq}_{ij} ∈ C^1(Ω_1) i γ ∈ C(Ω_1), priqem Ω_1 — mnoßestvo (1) pri h = 1. Kak obyqno, trebu¸tsØ sledu¸wie svoæstva simmetrii i poloßitel~nosti tenzora (a^{pq}_{ij} ): a^{pq}_{ij} (x^′, ζ) = a^{ij}_{pq} (x^′, ζ) = a^{pq}_{ji} (x^′, ζ), c_a 3∑ i,j=1 |ξ_{ij}|^2 6 3∑ i,j=1 3∑ p,q=1 a^{pq}_{ij} (x^′, ζ)ξ_{ij}ξ_{pq} 6 C_a 3∑ i,j=1 |ξ_{ij}|^2. (4)

Pri fftom c_a i C_a — poloßitel~nye postoØnnye, ne zavisØwie ot parametra h ∈ (0, 1] i toqki x ∈ Ω_h, a ξ = (ξ_{ij} ) — simmetriqeskaØ 3 × 3-matrica. �ti svoæstva oznaqa¸t, qto sobstvennye qisla zadaqi (2) formiru¸t posledovatel~nost~

0 < Λ_1(h) 6 Λ_2(h) 6 · · · 6 Λ_m(h) 6 · · · → +∞. (5)

Krome togo, sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory u^m(h, ·) moßno vybrat~ tak, qtoby vypolnØlis~ usloviØ ortogonal~nosti i normirovki (u^m, u^n)_{Ωh} = δ_{m,n}, m, n ∈ N = {1, 2, . . .}, (6) gde ( , )_Ξ — skalØrnoe proizvedenie v prostranstve L^2(Ξ), skalØrnom ili vektornom.

2. Asimptotiqeskie svoæstva spektra. V [1] dlØ izotrop-

nyh odnorodnyh cilindriqeskih plastin i v [3, 7, 8] dlØ anizotropnyh neodnorodnyh plastin s peremennoæ tolwinoæ bylo ustanovleno, qto dlØ m ∈ N

h^{−2}Λ_m(h) → λ_m pri h → +0, (7)

a posledovatel~nost~ “predel~nyh” sobstvennyh qisel

0 < λ_1 6 λ_2 6 · · · 6 λ_m 6 · · · → +∞ (8)

otnositsØ k dvumernoæ modeli plastiny, imenno, k modeli Kirhgofa v [1] i k obweæ svØzannoæ modeli v [3, 7, 8]. Krome togo, metod, razvityæ v [3; gl. 7] i [8], ustanavlivaet sledu¸wu¸ ocenku skorosti shodimosti v (7) :

|Λ_m(h) − h^2λ_m| 6 c¶_ph^{5/2}(λ_m)^{5/4}. (9)

166 S. A. NAZAROV Mnoßitel~ c okazyvaetsØ obwim dlØ vseh nomerov m ∈ N tol~ko pri ograniqitel~nom trebovanii

h 6 h(λm)^{−1}¶^{−2}_m (1 + α^{−1}_m )^{−1}, (10)

gde veliqina h > 0 ne zavisit ni ot h ∈ (0, 1], ni ot m ∈ N; ¶_m oboznaqaet kratnost~ sobstvennogo qisla λ_m, t.e.

λ_{M−}–_{m −1} < λ_{M−}–_m = · · · = λ_{M−1} < λ_M , (11)

priqem m ∈ [M − ¶_q, M − 1]. Nakonec, veliqina α_m v (10) otraßaet poloßenie sobstvennogo qisla λ_m po otnoxeni¸ k sosedØm λ_{M−}–_{m −1} i λ_M ,

α_m = min { λ_m λ_{M−}–_{m −1} − 1, 1 − λ_m λ_M } . 3. Vesovye anizotropnye neravenstva Korna. Pust~ para

{Λ_m(h), u^m(h, ·)} — rexenie zadaqi (2), i sobstvennyæ vekor u^m udovletvorØet uslovi¸ normirovki (6). Umnoßim sistemu (2) na u^m, prointegriruem po qastØm v Ω_h i poluqim ravenstvo

2E(u^m; Ω_h) = Λ_m(h) (12)

s funkcionalom uprugoæ ffnergii

E(u; Ω_h) = 1 2 ∫ Ω_h 3∑ i,j=1 σ_{ij}ε_{ij} dx (13)

(sr. s (3)). V silu opredeleniæ (4) i (13) imeem 3∑ i,j=1 ‖ ‖ ‖ 1 2 ( ∂u_i ∂x_j + ∂u_j ∂x_i ) ; L_2(Ω_h) ‖ ‖ ‖^2 =: E(u; Ωh) 6 2c^{−1}_a E(u; Ωh). (14)

Vvidu razliqnyh tipov zawemleniØ vospol~zuemsØ rezul~tatami [2; gl. 3], otnosØwimisØ k vesovym anizotropnym neravenstvam Korna — anizotropnoe raspredelenie stepeneæ parametra h poØvilos~ vpervye v rabote [9], a vesovye mnoßiteli ρ_h(x) = h + dist{x^′, ∂ω} byli privleqeny v rabotah [10, 11].

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 167

Lemma 1. Esli u ∈ H^1(Ωh)^3 udovletvorØet usloviØm Dirihle

(2)_3, to vypolnØetsØ neravenstvo ∫ Ω_h

{_2∑ p=1 [_2 ∑ q=1 | | | | ∂u_p ∂x_q | | | | 2 + h^2ρ^{−2}_h (| | | | ∂u_p ∂x_3 | | | | 2 + | | | | ∂u_3 ∂x_p | | | | 2) + ρ^{−2}_h |u_p|^2 ]

+ | | | | ∂u_3 ∂x_3 | | | | 2 + h^2ρ^{−4}_h |u_3|^2 } dx 6 cE(u; Ωh) (15)

s postoØnnoæ c, ne zavisØweæ ot parametra h ∈ (0, 1] i ot vektorfunkcii u.

Tak kak ρ_h(x) 6 const pri x ∈ Ω_h, ustranenie vesov v lemme 1 privodit ewe k odnomu utverßdeni¸.

Sledstvie 2. DlØ togo ße vektornogo polØ u, qto i v lemme 1,

vypolnØetsØ neravenstvo

||u; H^1(Ω_h)||^2 6 ch^{−2}E(u; Ω_h), (16)

priqem postoØnnaØ c ne zavisit ot parametra h ∈ (0, 1] i ot vektor-funkcii u.

Formuly (16), (12) i (6) privodØt k ocenke

||u^m; H^1(Ω_h)||^2 6 ch^{−2}Λ_m(h), (17)

v kotoroæ c ne zavisit ni ot h ∈ (0, 1], ni ot m ∈ N. Podqerknem, qto v silu (7) maßoranta v (17) priobretaet porØdok h^0 = 1 vnutri nizkoqastotnoæ polosy. Naxa blißaæxaØ cel~ — vyvesti analogiqnye ocenki dlØ vtoryh proizvodnyh vektor-funkcii.

4. Ocenki vblizi kromki plastiny. Pomimo dvuh singulØr-

nyh krivyh Υ^±_h = {x : x^′ ∈ ∂ω, x_3 = ±hH_±(x^′)} sobstvennye vektory mogut imet~ osobennosti na krivyh smeny tipa kraevyh usloviæ (na nih vstreqa¸tsØ usloviØ Dirihle (2)_3 i usloviØ Neæmana (2)_2). ObrabatyvaØ zon zawemleniØ tipov a)–d) (sm. ris.), obrazuem singulØrnoe mnoßestvo Υ_h iz dug, otmeqennyh simvolom •. Vvedem vesovu¸ funkci¸

R(h, x) = min{1, h^{−1} dist(x, Υ_h)} (18)

i opredelim prostranstvo V^2_β (Ω_h; h) kak zamykanie C^∞_0 (Ω_h \ Υ_h) po takoæ vesovoæ norme :

||v; V^2_β (Ω_h; h)|| = 2∑ k=0 h^k||R^{β−2+k}∇^k_xv; L_2(Ω_h)||. (19)

168 S. A. NAZAROV Zdes~ ∇^k_xv — nabor vseh proizvodnyh funkcii v porØdka k, a C^∞_0 (Ω_h \ Υ_h) — lineænoe prostranstvo beskoneqno differenciruemyh funkciæ v Ω_h, obrawa¸wihsØ v nul~ vblizi Υ_h. Pri fiksirovannom h > 0 prostranstvo V^2_β (Ω_h; h) ØvlØetsØ prostranstvom Kondrat~eva (sm., naprimer, [4, 5]), t.e. kaßdoe differencirovanie funkcii uveliqivaet pokazatel~ stepeni vesovogo mnoßitelØ dist(x, Υ_h) na edinicu. SqitaØ h parametrom, vidim, qto porØdok differencirovaniØ v (19) sovpadaet s pokazatelem stepeni, a znaqit, na udalenii ot kromki norma (19) nasleduet svoæstva sobolevskoæ normy s parametrom (takie normy sistematiqeski primenØlis~ v [12]). Ukaßem oqevidnye vloßeniØ

V^2_β (Ω_h; h) ⊂ H^p(Ω_h) ⇐⇒ β 6 2 − p, (20)

gde p = 1, 2, i neravenstva |||u; H^p(Ω_h)||| 6 c_p||u; V^2_β (Ω_h; h)||, β 6 2 − p, v kotoryh dlØ togo, qtoby sdelat~ postoØnnye c_1 i c_2 ne zavisØwimi ot h, ispol~zu¸tsØ upomØnutye vyxe normy s parametrom |||v; H^p(Ω_h)||| = p∑ k=0 h^k||∇^k_xv; L_2(Ω_h)||. (21)

DlØ togo qtoby obrabotat~ sobstvennye vektory vblizi kromki plastiny, fiksiruem toqku τ na konture ∂ω (ne razliqaem dvumernye mnoßestva i ih pogrußeniØ v ploskost~ {x : x_3 = 0} ⊂ R3). Pust~ η_τ — duga s dlinoæ h i centrom v τ . Vyreßem iz plastiny Ω_h pograniqnu¸ Øqeæku S_h pri pomowi cilindriqeskoæ poverhnosti {x : x^′ ∈ V, ν = d_0h, x_3 ∈ R} (22)

i dvuh ploskosteæ Π^±_τ , perpendikulØrnyh k ∂ω v koncevyh toqkah dugi. Veliqina d_0 v (22) budet vybrana pozdnee.

Esli zamenit~ h na 2h vo vseh formulah predyduwego abzaca, poluqim b&ol~xu¸ Øqeæku ^S_h ⊃ S_h. Vypolniv zamenu peremennyh x → ξ = h^{−1}(x − τ ), preobrazuem S_h i ^S_h v oblasti S_h i ^S_h sootvetstvenno. Zametim, qto rastØnutye Øqeæki S_h i ^S_h ime¸t ediniqnye razmery, odnako nißniæ indeks h sohranen potomu, qto granicy ∂S_h i ∂^S_h po-preßnemu zavisØt ot h, hotØ i okazyva¸tsØ plavno izmenØ¸wimisØ.

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 169 Pust~ u^m — funkciØ u^m, zapisannaØ v rastØnutyh koordinatah ξ. Soglasno (2)_1 ffta funkciØ udovletvorØet uravneni¸

Lu^m = F := h^2Λ_h(h)γu^m v ^S_h, (23)

priqem h^{−2}L — differencial~nyæ operator L iz (3) v koordinatah ξ. Bolee togo, sootnoxeniØ (2)_2 i (2)_3 garantiru¸t, qto odnorodnye usloviØ Neæmana i Dirihle vypolnØ¸tsØ dlØ u^m na qastØh granicy ∂^S_h sootvetstvu¸wih ∂ ^S_h ∩ Γ^N_h i ∂ ^S_h ∩ Γ^D_h .

Oqerednoe utverßdenie dostavlØet lokal~nu¸ vesovu¸ ocenku, vyteka¸wu¸ iz obwih rezul~tatov ob fflliptiqeskih zadaqah v oblastØh s kusoqno gladkimi granicami (sr. s [13, 14] i dr.) i konkretnyh svedeniæ ob uprugoæ zadaqi, obespeqennyh ee polinomial~nym svoæstvom [15, 16] ( sm. takße knigu [5], §8.3 i §6.1 sootvetstvenno).

Lemma 3. Suwestvuet takoe δ(τ ) > 0, qto v sluqae β ∈ (1−δ(τ ), 1]

spravedlivo neravenstvo 2∑ k=0 ||R^{β−2+k}∇^k_ξ u^m; L_2(S_h)||^2 6

c_β(τ ) { ||R^βF; L_2(^S_h)||^2 + ||u^m; L_2(^S_h)||^2 } , (24)

gde pod R podrazumevaetsØ vesovaØ funkciØ (18), zapisannaØ v rastØnutyh koordinatah ξ; δ(τ ) i c_β (τ ) — nepreryvnye funkcii peremennoæ τ ∈ ∂ω, ne zavisØwie ot parametra h ∈ (0, 1] i vektorfunkcii u^m.

Voz~mem pokazatel~ β ¿ 0 (sr. s (20) pri p = 2). Vvidu formuly R(ξ)^β 6 const vozvrat k koordinatam x prevrawaet (24) v neravenstvo

||u^m; V^2_β (S_h; h)||^2 6 c_β { h^4Λ_m(h)^2||u^m; L_2( ^S_h)||^2 + ||u^m; L_2( ^S_h)||^2 } . (25) Otmetim, qto stepeni h^k poØvlØ¸tsØ v norme (19) iz levoæ qasti (25) po priqine obratnoæ zameny peremennyh i svØzi ∇_ξ = h∇_x gradientov. Krome togo, osnovyvaØs~ na nepreryvnosti veliqin δ(τ ) i c_β (τ ), vybiraem vesovoæ indeks β i postoØnnu¸ c_β obwimi dlØ vseh toqek τ ∈ ∂ω.

170 S. A. NAZAROV

DlØ togo qtoby ocenit~ posledniæ qlen v (25), vospol~zuemsØ neravenstvom Korna

h^{−2}||u^m; L_2( ^S_h)||^2 6 c_kE(u^m; ^S_h), (26)

v kotorom opØt~-taki postoØnnaØ c_k ne zavisit ot h ∈ (0, 1], τ ∈ ∂ω i u^m. Neravenstvo (26) vyvoditsØ po sledu¸weæ sheme. Vopervyh, perehodim k rastØnutym koordinatam ξ. Vo-vtoryh, uqityvaØ usloviØ Dirihle (2)_3, poluqaem neravenstvo

||u^m; L_2(^S_h)||^2 6 c_kE(u^m; ^S_h) (27)

(sm., naprimer, [17, 18]), priqem vozvrat k koordinatam x privnosit mnoßitel~ h^{−2} v levu¸ qast~ (26). Nakonec, s cel~¸ ubedit~sØ v nezavisimosti postoØnnoæ c_k ot h ∈ (0, 1] i τ ∈ ∂ω vspominaem, qto ^S_h ØvlØetsØ slegka iskaßennym parallelepipedom, i nahodim xar ^B_r ⊂ ^S_h s fiksirovannym radiusom r, otnositel~no kotorogo Øqeæka ^S_h okazyvaetsØ zvezdnoæ. Rezul~taty [18] obnarußiva¸t nußnoe svoæstvo nezavisimosti u postoØnnoæ c_k potomu, qto diametry Øqeek ravnomerno ograniqeny.

OpuskaØ normy u^m i ∇_xu^m v levoæ qasti (25), primenØem sootnoxenie (26) i poluqaem, qto

h^4||R^β∇^2_xu^m; L_2(S_h)||^2 6 c { h^4Λ(h)^2||u^m; L_2( ^S_h)||^2 + h^2E(u^m; ^S_h) } . (28) Netrudno postroit~ podhodØwee koneqnoe pokrytie ∂ω dugami s dlinami h. Prosummirovav neravenstva (28), otveqa¸wie fftim dugam, prihodim k ocenke

||R^β∇^2_xu^m; L_2(Ω_h(hd_0))||^2

6 C(d0)^{Λ(h)^2||u^m; L2(Ωh(2hd0))||^2 + h^{−2}E(u^m; Ωh(2hd0))^},^{(29)}

gde Ω_h(d_0h) = {x ∈ Ω_h : x^′ ∈ V, ν < d_0h}. V formule (29) otmeqena zavisimost~ C(d_0) ot parametra d_0 iz opredeleniØ (22), kotoryæ po-preßnemu ostaetsØ svobodnym, poskol~ku do sih por uqityvalos~ tol~ko trivial~noe ograniqenie Υ^D_h ⊂ ∂Ω_h(d_0h).

5. Ocenki na udalenii ot kromki plastiny. Razob~em plos-

kost~ R^2 na kvadraty Q_h so storonami t_0h. Pust~ ^Q_h — kvadrat, koncentriqeskiæ s Q_h, no ime¸wiæ storonu 2t_0h. Soglasuem razmery d_0 i t_0 tak, qtoby udovletvorit~ dvum usloviØm:

1^0. esli Q_h ∩ ω ≠ Q_h, to Q_h ∩ ω ⊂ V_{hd0} ∩ ω;

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 171

2^0. esli Q_h ∩ (ω \ V_{hd0} ) ≠ ∅, to ^Q_h ⊂ ω.

Zdes~ V_d = {x^′ ⊂ V : |ν| < d} pri malom d > 0. Opredelim Øqeæku S_h = {x ∈ Ω_h : x^′ ∈ Q_h} — smysl oboznaqeniØ ^S_h takße stanovitsØ ponØtnym. UveliqivaØ pri neobhodimosti razmer d_0, sobl¸daem poslednee uslovie

3^0. esli Q_h ∩ (ω \ V_{hd0} ) ≠ ∅, to ∂ ^S_h ∩ Γ^D_h = ∅.

Voz~mem l¸boæ iz kvadratov Q_h, pereseka¸wiæsØ s ω \ V_{hd0} , i sdelaem zamenu peremennyh x → ξ = h^{−1}(x − y), gde y — centr Q_h ⊂ {x : x_3 = 0}. Poluqim razdutye Øqeæki S_h i ^S_h, kotorye ØvlØ¸tsØ niqem inym kak slegka iskrivlennymi parallelepipedami. �to nabl¸denie, v qastnosti, obespeqivaet lokal~nu¸ ocenku (sm. [19])

||u^m; H^2(S_h)^2|| 6 c { ||F; L_2(^S_h)||^2 + ||u^m; L_2(^S_h)||^2 } (30)

dlØ vektor-funkcii ξ → u^m(ξ) = u^m(x), kotoraØ udovletvorØet uravneni¸ (23) i odnorodnym usloviØm Neæmana na osnovaniØh ^S_h (sr. s trebovaniem 3^0). PostoØnnaØ c v (30), razumeetsØ, moßet byt~ sdelana ne zavisØweæ ot parametra h ∈ (0, 1], nomera m ∈ N i Øqeæki S_h.

OstaetsØ ocenit~ normu ||u^m; L_2(^S_h)|| v formule (30). S fftoæ cel~¸ vospol~zuemsØ sledu¸wim razloßeniem polØ smeweniæ u^m na Øqeæke ^S_h :

u^m(ξ) = u^{m⊥}(ξ) + d(ξ)b. (31)

Zdes~ b — stolbec v R^6, d(ξ)b — ßestkoe smewenie,

d(ξ) =

1 0 0 0 x_3 −x_2 0 1 0 −x_3 0 x_1 0 0 1 x_2 −x_1 0 , (32) a sostavlØ¸waØ u^{m⊥} podqinena uslovi¸ ortogonal~nosti ∫ Br d(ξ)^⊤u^{m⊥}(ξ)dξ = 0 ∈ R^6, (33)

priqem xar B_r s fiksirovannym radiusom r vybiraetsØ tak, qtoby Øqeæka ^S_h okazalas~ zvezdnoæ otnositel~no B_r (napominaem, qto osnovaniØ Øqeæki vozmuweny lix~ slegka). Podqerknem, qto integral ∫ Br^{d(ξ)}

⊤d(ξ)dξ predstavlØet soboæ nevyroßdennu¸

172 S. A. NAZAROV matricu Grama razmerom 6 × 6 i, takim obrazom, uslovie ortogonal~nosti (33) dostigaetsØ podhodØwim vyborom stolbca b. VypolnØ¸tsØ takie varianty neravenstva Korna s postoØnnymi c, ne zavisØwimi ot sobstvennogo vektora u^m i Øqeæki ^S_h (sm. [18] i [3]):

||u^{m⊥}; H^1(B_r)||^2 6 cE(u^{m⊥}; B_r),

||u^{m⊥}; H^1(^S_h)||^2 6 c(E(u^{m⊥}; ^S_h) + ||u^{m⊥}; H^1(B_r)||^2). (34)

Poskol~ku deformacii ε_{ij} annuliru¸tsØ na ßestkih smeweniØh, snaqala perepixem (34) v vide

||u^{m⊥}; H^1(^S_h)||^2 6 cE(u^{m⊥}; ^S_h) = cE(u^m; ^S_h)

(sm. (32), (3) i (14)), a zatem obratim vnimanie na to, qto uravnenie (23), Lu^{m⊥} = F in ^S_h,

ostaetsØ spravedlivym dlØ vektor-funkcii u^{m⊥}. To ße verno i dlØ odnorodnyh usloviæ Neæmana na osnovaniØh Øqeæki (snova vspominaem uslovie 3^0). Sledovatel~no, lokal~naØ ocenka (30) oznaqaet, qto

||∇^2_ξu^m; L_2(S_h)||^2 = ||∇^2_ξu^{m⊥}; L_2(S_h)||^2 6 ||u^{m⊥}; H^1(S_h)||^2 6

6 c^{||F; L2(Sh)||^2 + ||u^{m⊥}; L2(^^Sh)||^{2}}

6 c^{h^4Λm(h)^2||u^m; L2(^^Sh||^2 + E(u^m;^^Sh)^} . (35)

Podqerknem, qto pervoe ravenstvo vypolnØetsØ potomu, qto posledniæ qlen v (31) ØvlØetsØ lineænoæ funkcieæ i ego vtorye proizvodnye annuliru¸tsØ. VozvrawaØs~ k koordinatam x, preobrazuem (35) v sootnoxenie

h^4||∇^2_xu^m; L_2(S_h)||^2 6 c { h^4Λ_m(h)^2||u^m; L_2( ^S_h)||^2 + h^2E(u^m; ^S_h) } , (36) sovpada¸wee s neravenstvom (28), v kotorom vesovaØ funkciØ R ravna edinice toßdestvenno.

Soglasno trebovaniØm 2^0 i 1^0 ocenka (36) vypolnØetsØ dlØ kaßdogo kvadrata Q_h, pereseka¸wegosØ s ω\V_{hd0} . Itak, summiruØ ffti ocenki, poluqaem iskomoe neravenstvo

||∇^2_xu^m; L_2(Ω_h\Ω_h(hd_0))||^2 6 c { Λ(h)^2||u^m; L_2(Ω_h)||^2 + h^{−2}E(u^m; Ω_h) } . (37)

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 173

6. Asimptotiqeski toqnye ocenki vtoryh proizvodnyh sobstvennyh vektorov. OpiraØs~ na sootnoxeniØ (28), (37) i

(12), (18), formuliruem oqerednoe utverßdenie.

Teorema 4. NaædetsØ takaØ veliqina δ > 0, qto pri l¸bom β ∈

(1 − δ, 1] sobstvennye vektory u^m zadaqi (2), podqinennye uslovi¸ normirovki (6), udovletvorØ¸t ocenke

||R^β∇^2_xu^m; L_2(Ω_h)|| 6 c_β ( h^{−1}Λ_m(h)^{1/2} + Λ_m(h) ) , (38)

gde postoØnnaØ c_β ne zavisit ni ot parametra h ∈ (0, 1], ni ot nomera m ∈ N.

Pri pomowi formal~nyh asimptotiqeskih rassmotreniæ podtverdim asimptotiqesku¸ toqnost~ maßoranty v ocenke (38). Kak obsußdalos~ podrobno v [7, 3], spektr zadaqi teorii uprugosti dlØ tonkoæ plastiny soderßit neskol~ko seriæ sobstvennyh qisel, a sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory ime¸t razliqa¸wiesØ asimptotiqeskie struktury. Pokaßem, qto dlØ vseh fftih seriæ pravaØ i levaØ qasti (38) priobreta¸t odinakovye porØdki v sravneniii s parametrom h. Tol~ko dlØ prostoty sqitaem pokazatel~ β = 0 dopustimym.

i) PervaØ seriØ (nizkie qastoty). Ssylki na stat~i [1, 3, 7] dostavlØ¸t asimptotiqeskie anzacy

Λ(h) = h^2λ + . . . , u(h, x) = h^N { h^{−2}e^3w_3(x^′) + h^{−1} 2∑ i=1 e^i [ w_i(x^′) − ζ ∂w_3 ∂x_i (x^′) ]

+h^0X (x^′, ζ, ∇_x0 )w(x^′) + . . . } , (39)

gde λ i w = (w_1, w_2, w_3) — rexenie spektral~noæ zadaqi v ramkah dvumernoæ modeli plastiny, e^j — ediniqnyæ vektor osi x_j; X (x^′, ζ, ∇_x0 ) — 3 × 3-matrica differencial~nyh operatorov, kotoraØ zavisit ot kofffficientov (a^{pq}_{ij} ) i funkciæ H_±, opisyva¸wih formu plastiny ; fftot operator differenciruet prodol~nye smeweniØ w^′ = (w_1, w_2) odin raz, a popereqnoe smewenie w_3 — dvaßdy. Tak kak w_3 ≠ 0 (sm. [7, 8]) i ||h^{−2}w_3; L_2(Ω_h)|| = O(h^{−3/2}), pokazatel~ N normiru¸wego mnoßitelØ h^N raven 3/2 i, znaqit, levaØ qast~ (38) priobretaet porØdok h^{3/2}h^{−2}h^{1/2} = h^0

174 S. A. NAZAROV (otmetim, qto mnoßitel~ h^{1/2} otraßaet malu¸ tolwinu plastiny). Anzac dlØ sobstvennogo qisla Λ(h) prevrawaet pravu¸ qast~ (38) v veliqinu O(h^{−1}(h^2)^{1/2} + h^2) = O(h^0) takogo ße porØdka.

ii) VtoraØ seriØ (srednie qastoty). Vo vtoroæ serii anzac dlØ sobstvennogo qisla vyglØdit tak:

Λ(h) = λ + . . . . (40)

V itoge pravaØ qast~ (38) ravna O(h^{−1} + h^0) = O(h^{−1}). Krome togo, uprowaetsØ asimptotiqaskiæ anzac (39) dlØ sobstvennyh vektorov za sqet dempfirovaniØ izgibnoæ komponenty (sm. [7, 3]), a imenno, u(h, x) = h^N { h^{−1} 2∑ i=1 e^iw_i(x^′) + h^0X^′(x^′, ζ, ∇_x)w^′(x^′) + . . . } . (41)

DlØ togo qtoby sobl¸sti uslovie normirovki ||u; L_2(Ω_h)|| = 1, nußno vzØt~ N = 1/2. Poskol~ku ∂^2/∂z^2 = h^{−2}∂^2/∂ζ^2, obnarußivaem, qto ∇^2_xu(h, x) = O(h^{N−2}), i pofftomu levaØ qast~ (38) takße stanovitsØ ravnoæ O(h^{N−2}h^{1/2}) = O(h^{−1}).

iii) Tret~Ø seriØ (vysokie qastoty). Forma anzaca dlØ sobstvennyh qastot takova:

Λ(h) = h^{−2}λ + . . . ; (42)

pri fftom h^{−1}Λ(h)^{1/2} + Λ(h) = O(h^{−2}). V stat~e [21] predloßen sledu¸wiæ anzac dlØ sobstvennyh vektorov: u(h, x) = h^N {h^{−1}w(y)ψ(ζ) + . . . } (43) Snova imeem N = 1/2, no teper~ glavnyæ asimptotiqeskiæ qlen zavisit ot rastØnutoæ peremennoæ ζ, a znaqit, pravaØ qast~ (38) okazyvaetsØ ravnoæ O(h^{1/2}h^{−1}h^{−2}h^{1/2}) = O(h^{−2}). Tem ne menee, porØdki po h obeih qasteæ (38) opØt~ sovpada¸t.

Privedennye rassmotreniØ v dostatoqnoæ mere ffvristiqeskie, v to vremØ kak toqnaØ formulirovka rezul~tata dana v teoreme 4. V samom dele, obosnovanie anzacev (39)_2 i (41) provodilos~ tol~ko v ffnergetiqeskoæ norme, t.e. v H^1(Ω_h)^3-norme (sm. [1, 3, 7, 8, 21, 22]), i, sledovatel~no, vtorye proizvodnye ne mogut byt~ rassqitany pri pomowi formul (39)_2 i (41). Bolee togo, kak obsußdalos~ v [7], anzac (43) veroØtno nekorrekten

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 175 — opredelennye ffffekty lokalizacii, razruxa¸wie predstavleniØ vida (43), obnarußeny v [23, 24] dlØ skalØrnoæ zadaqi. V to ße vremØ, primenenie v zadaqe teorii uprugosti anzacev tipa pograniqnogo sloØ [24] podtverßdaet asimptotiqesku¸ toqnost~ neravenstva (38) na vysokoqastotnoæ polose spektra. UpomØnem ewe stat~¸ [25], v kotoroæ otkryty kraevye rezonansy dlØ zadaqi teorii uprugosti s kraevymi usloviØmi Neæmana v polupolose (sm. [24] po povodu smexannyh kraevyh zadaq).

7. Kommentarii. 1) V dopolnenie k neravenstvu (29), lokal~-

nye ocenki (24) obespeqiva¸t neravenstvo

h^{−2}|||u^m; H^1(Ω_h(hd_0))|||^2 6 c^{h^{−2}||R^{β−2}u^m; L2(Ωh(hd0))||^2 + ||R^{β−1}∇xu^m; L2(Ωh(hd0))||^{2}} 6 c^{h^2Λ(h)^2||u^m; L2(Ωh(2hd0))||^2 + E(u^m; Ωh(2hd0))^} (44)

(napominaem, qto β 6 1). Po sravneni¸ s (29) pravaØ qast~ (44) priobretaet dopolnitel~nyæ mnoßitel~ h^2, kotoryæ, na pervyæ vzglØd, delaet fftu ocenku bolee horoxeæ, qem (17). Odnako ffto zakl¸qenie neverno, tak kak dlØ vnutrennih Øqeek v p.5 tol~- ko komponty u^{m⊥}, no ne ßestkie smeweniØ d(ξ)b, udovletvorØ- ¸t uluqxennym ocenkam (po sqasti¸ ßestkie smeweniØ v (31) ne vliØ¸t na vtorye proizvodnye). Bolee togo, ocenki togo ße sorta, qto i (44),

h^{−2}||u^m; L_2(Ω_h(hd_0))||^2 + ||∇_xu^m; L_2(Ω_h(hd_0))||^2 6 cE(u^m; Ω_h),

vyteka¸t neposredstvenno iz vesovogo neravenstva Korna (15), poskol~ku vesovoæ mnoßitel~ ρ_h(x) imeet porØdok h na Ω_h(hd_0).

PovtorØØ vykladki, vypolnennye v p.4 i p.5, dlØ vyvoda ocenok tret~ih proizvodnyh, poluqaem neravenstvo

||R^{β+1}∇^3_xu^m; L_2(Ω_h)|| 6 ch^{−2}Λ_m(h)^{1/2}(1 + Λ_m(h)). (45)

Teper~ vidno, qto maßoranta v (45) okazyvaetsØ ravnoæ O(h^{−1}) daße na nizkoqastotnoæ polose spektra. AsimptotiqeskaØ toqnost~ ocenki (44) moßet byt~ podtverßdena pri uqete asimptotiqeskih anzacev (39), (41) i (43). Takim obrazom, na ravnomernu¸ ograniqennost~ norm proizvodnyh porØdka k ¿ 3 nadeØt~sØ ne prihoditsØ.

2) AnaliziruØ nizkoqastotnye anzacy (39) ewe raz, vidim, qto proizvodnye v napravleniØh x_1 i x_2 prodol~nyh smeweniæ

176 S. A. NAZAROV

u_1 and u_2 ØvlØ¸tsØ edinstvennymi vtorymi proizvodnymi, kotorye mogut okazat~sØ beskoneqno malymi pri h → +0. NesmotrØ na to, qto anzac (39)_2 s N = 3/2 predskazyvaet nepravil~nyæ (zavyxennyæ) porØdok h^1 norm ||R^β∇^2_x0 u^m_i ; L_2(Ω_h)|| s i = 1, 2, samo po sebe zakl¸qenie ostaetsØ pravil~nym. Deæstvitel~no, v [3; §7.2] ustanovleno neravenstvo

||R^β∇^2_x0 u^m_i ; L_2(Ω_h)|| 6 ch^{−1/2}Λ_m(h)^{1/2}(1 + h^{−1}Λ_m(h)^{1/2})

s maßorantoæ O(h^{1/2}) v sluqae Λ_m(h) 6 Ch^2 (sr. s (39)_1). Ponißenie pokazatelØ stepeni proishodit iz-za ffffektov tipa pograniqnogo sloØ, opisannyh, naprimer, v [21, 22], no opuwennyh v (39)_2. Glavnyæ qlen pograniqnogo sloØ prinimaet vid χ(x^′)v(h^{−1}ν, h^{−1}z, τ ), gde χ ∈ C^∞_0 (V) — sreza¸waØ funkciØ, χ = 1 vblizi kontura ∂ω, a somnoßitel~ v(η, ζ, τ ) ffksponencial~no zatuhaet pri η → +∞. Poskol~ku voznikla rastØnutaØ prodol~naØ peremennaØ η = h^{−1}, imeem

||R^β∇^2_x0 (χv); L_2(Ω_h)|| = O(h^N h^{−2}h^{1/2}h^{1/2}) = O(h^{1/2})

(odin iz mnoßiteleæ h^{1/2} poroßden kak raz ffksponencial~nym zatuhaniem pograniqnogo sloØ).

3) Zawemlenie tipa e) bylo iskl¸qeno iz predyduwego analiza vvidu naliqiØ rebra Υ^+_h , na obeih granØh kotorogo postavleny usloviØ Neæmana. Kak izvestno, v fftom sluqae vesovye prostranstva s odnorodnymi normami (19) ne obespeqiva¸t fredgol~movo svoæstvo operatora zadaqi (2) pri l¸bom indekse β ∈ R. Tem ne menee, ta ße ocenka (38) moßet byt~ poluqena pri pomowi tak nazyvaemyh stupenqatyh vesovyh prostranstv (sm. [6, 26, 27, 5, 16]). Otmetim takße drugoæ podhod [28], ispol~zu¸wiæ prostranstva Soboleva H^s s opredelennoæ verhneæ graniceæ s_0 dlØ necelogo pokazatelØ gladkosti s.

ZawemleniØ tipov b)–e) poroßda¸t linii smeny kraevyh usloviæ na gladkih poverhnostØh, gde vstreqa¸tsØ usloviØ Dirihle (2)_3 i Neæmana (2)_2. Ispol~zuØ podhod [29] (sm. takße [5; gl. 7]), moßno proverit~, qto glavnyæ pokazatel~ singulØrnosti stepennyh rexeniæ na fftih krivyh prinimaet vid^1_2 ± μi, gde μ ∈ R. Takim obrazom, qislo δ v teoreme 4 ne moßet prevoshodit~ 1/2.

Rezul~taty [30] (sm. takße [31]) podtverßdaet spravedlivost~ teoremy 4 s vesovym indeksom β ∈

(_1 2 − α, 1 ] dlØ proizvol~noæ

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 177 vypukloæ oblasti, gde α — nekotoroe neotricatel~noe qislo, suwestvenno zavisØwee ot uprugih i geometriqeskih svoæstv plastiny. V to ße vremØ, ponØtie algebraiqeskoæ ffkvivalentnosti ploskih anizotropnyh uprugih sred (sm. [32]) pozvolØet ukazat~ anizotropnye uprugie plastiny tipa a), dlØ kotoryh α > 0 okazyvaetsØ libo proizvol~no malym, libo proizvol~no bol~xim qislom. U izotropnoæ cilindriqeskoæ plastiny, zawemlennoæ po bokovoæ poverhnosti, singulØrnosti na rebre prisutstvu¸t i moßno vzØt~^2 β > 0.405388. Pokazateli stepennyh rexeniæ i, sledovatel~no, granicy dlØ δ i α rassqitany dlØ mnogih anizotropnyh materialov i geometriqeskih irregulØrnosteæ (sm. [33-35] i dr.).

4) Rassmotrim smexannu¸ kraevu¸ zadaqu dlØ skalØrnogo fflliptiqeskogo uravneniØ v tonkom cilindre Ω_h = ω × (−h/2, h/2), − 3∑ j,k=1 ∂ ∂x_j a_{jk} ( x^′, x_3 h ) ∂u ∂x_k u(h, x) = Λ(h)u(h, x), x ∈ Ω_h;

± 3∑ k=1 a_{3k} ( x^′, ± 1 2 ) ∂u ∂x_k ( h, x^′, ± h 2 ) = 0, x^′ ∈ ω; (46) u(h, x) = 0, x ∈ ∂ω × (−h/2, h/2). Rezul~taty [3; §1.2, §7.2] otnosØtsØ k sluqa¸ postoØnnyh kofffficientami a_{jk}, odnako asimptotiqeskiæ analiz i obosnovanie poluqennyh asimptotiqeskih razloßeniæ mogut byt~ legko prisposobleny, naprimer, k sluqa¸ gladkih kofffficientov. V qastnosti, asimptotiqeskie anzacy dlØ rexeniæ spektral~noæ zadaqi (46) vyglØdØt sledu¸wim obrazom: Λ(h) = λ + . . . , u(h, x) = h^N { h^{−1}w(x^′) + h^0 2∑ i=1 X_i(x^′, ζ) ∂w ∂x_i (x^′) } + . . . (47)

Zdes~ ζ = h^{−1}z, ∂ζ = h^{−1}∂/∂z, funkcii X_i udovletvorØ¸t zadaqam s parametrom x^′ ∈ ω, −∂_ζ a_{33}(x^′, ζ)∂_ζX_i(x^′, ζ) = ∂_ζ a_{3i}(x^′, ζ), ζ ∈ (−1/2, 1/2), ±a_{33}(x^′, ±1/2)∂_ζ X_i(x^′, ±1/2) = ∓a_{3i}(x^′, ±1/2), (48)

2Rezul~tat vyqisleniæ soobwen M. Doß.

178 S. A. NAZAROV a para {λ, w} predstavlØet soboæ rexenie dvumernoæ spektral~- noæ zadaqi − 2∑ i,n=1 ∂ ∂x_i A_{in}(x^′) ∂w ∂x (x^′) = λw(x^′), x^′ ∈ ω, w(x^′) = 0, x^′ ∈ ∂ω, (49)

i kofffficienty A_{in} opredelØ¸tsØ tak:

A_{in}(x^′) = 1/2∫ −1/2 { a_{in}(x^′, ζ) − a_{i3}(x^′, ζ)a_{33}(x^′, ζ)^{−1}a_{3n}(x^′, ζ) } dζ. (50) Esli (a_{jk}(x^′, ζ)) — simmetriqeskaØ poloßitel~no opredelennaØ 3 × 3-matrica, to oba uravneniØ (46)_1 i (49)_1 ØvlØ¸tsØ fflliptiqeskimi. Krome togo, zadaqi (46) i (49) ime¸t spektral~nye posledovatel~nosti (5) i (9) sootvetstvenno, priqem Λ_m(h) → λ_m dlØ l¸bogo m ∈ N (sm., naprimer, [3]). Dalee my predpolagaem, qto kofffficienty a_{jk} zavisØt tol~ko ot ζ. Togda to ße samoe verno dlØ X_i i, bolee togo, kofffficienty (50) stanovØtsØ postoØnnymi. Podqerknem, qto pri pomowi affinnogo preobrazovaniØ zadaqa (49) moßet byt~ svedena k zadaqe Dirihle dlØ operatora Laplasa.

Tak kak dvugrannye ugly na irregulØrnyh krivyh ∂ω×{±h/2} na granice ∂Ω_h vypuklye, rexenie u zadaqi (46) prinadleßit H^2(Ω_h) (sm., naprimer, [29, 5]). Podsqitaem sobolevskie normy. S odnoæ storony, anzac (47)_2 s N = 1/2 i ||w; L_2(ω)|| = 1 privodit k “poqti normirovannym” sobstvennym funkciØm,

||u; L_2(Ω_h)|| = 1 + . . .

S drugoæ storony, imeem ‖ ‖ ‖ ‖ ∂^2u ∂x^2_3

; L_2(Ω_h) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 = h h/2∫ −h/2 ∫ ω

| | | | | ∂^2 ∂x^2_3 2∑ i=1 X_i ∂w ∂x_i | | | | | 2 dx^′ + . . .

= h^{−2} 1/2∫ −1/2 ∫ ω

| | | | 2∑ i=1 ∂^2_ζ X_i(ζ) ∂w ∂x_i (x^′) | | | | 2 dx^′d_ζ + . . .

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 179 Qastnye proizvodnye pervoæ sobstvennoæ funkcii w_1 zadaqi (49) ne mogut byt~ lineæno zavisimymi i pofftomu posledniæ integral obrawaetsØ v nul~ lix~ pri uslovii ∂^2_ζ X_i = 0, t.e. X_1 i X_2 — lineænye funkcii ot ζ. BlagodarØ formulam (48) podobnaØ lineænaØ zavisimost~ vozmoßna togda i tol~ko togda, kogda drobi a_{33}(ζ)^{−1}a_{i3}(ζ), i = 1, 2, postoØnny. Sledovatel~no, otricaØ ffto svoæstvo kofffficientov, vyvodim formal~no neravenstvo

||u^1; H^2(Ω_h)|| ¿ ch^{−1} > 0, (51)

gde u^1 — pervaØ sobstvennaØ funkciØ zadaqi (46) (napominaem, qto Λ_1(h) — prostoe sobstvennoe qislo i ||u^1; L_2(Ω_h)|| = 1). DlØ strogogo dokazatel~stva (51) ukaßem ocenku, ustanovlennu¸ v [3; §7.1], ||u^1 − U^1; H^1(Ω_h)|| 6 c_1h^{1/2};

zdes~ U^1 — vyraßenie h^N {. . . } v (47)_2 s N = −1/2. Krome togo, primenØØ tak ße, kak i v p.4 i p.5, lokal~nye ocenki, poluqaem neravenstvo

||∇^2_x(u^1 − U^1); L_2(Ω_h)|| 6 C_1h^{−1/2},

kotorym i zaverxaetsØ postroenie primera, obewannogo vo vvedenii.

Literatura

1. P. G. Ciarlet, S. Kesavan, Two dimensional approximations of three dimensional

eigenvalues in plate theory. — Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 26 (1980), 149–172.

2. S. A. Nazarov, Obosnovanie asimptotiqeskoæ teorii tonkih sterßneæ.

Integral~nye i potoqeqnye ocenki. — Problemy matem. analiza. Vyp. 17. SPb: izd-vo SPbGU. (1997), 101–152.

3. S. A. Nazarov, AsimptotiqeskaØ teoriØ tonkih plastin i sterßneæ.

Ponißenie razmernosti i integral~nye ocenki. NauqnaØ kniga, Novosibirsk (2002).

4. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. — Trudy Moskovsk. matem. obwestva. 16 (1963), 219–292.

5. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, �lliptiqeskie zadaqi v oblastØh s kusoqno gladkoæ graniceæ. M. Nauka (1991).

6. N. H. Arut¸nØn, S. A. Nazarov, B. A. Xoæhet, Ocenki i asimptotika naprØßenno-deformirovannogo sostoØniØ trehmernogo tela s trewinoæ v teorii uprugosti i teorii polzuqesti. — Dokl. AN SSSR. 266, No. 6 (1982), 1365–1369.

180 S. A. NAZAROV

7. S. A. Nazarov, Ob asimptotike spektra zadaqi teorii uprugosti dlØ tonkoæ plastiny. — Sibirsk. matem. ßurnal, 41, No 4 (2000), 895–912.

8. S. A. Nazarov, Estimating the convergence rate for eigenfrequencies of anisotropic

plates with variable thickness. — C.R. Mecanique. 330 2002, 603–607.

9. B. A. Xoæhet, Ob asimptotiqeski toqnyh uravneniØh tonkih plit sloßnoæ struktury. — PrikladnaØ matematika i mehanika, 37, No. 5 (1973), 913–924.

10. S. A. Nazarov, Neravenstva Korna, asimptotiqeski toqnye dlØ tonkih oblasteæ. — Vestnik SPbGU, SeriØ 1, Vyp. 2, No. 8 (1992), 19–24.

11. S. A. Nazarov, Asimptotiqeskiæ analiz proizvol~no anizotropnoæ plastiny peremennoæ tolwiny (pologoæ oboloqki). — Matem. sbornik, 191,

No. 7 (2000), 129–159.

12. M. S. Agranoviq, M. I. Vixik, �lliptiqeskie zadaqi s parametrom i paraboliqeskie zadaqi obwego vida. — Uspehi matem. nauk, 19, No. 3 (1999), 53–160.

13. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, Xauderovskie ocenki rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s rebrami na granice. — Trudy seminara S. L. Soboleva, Vyp. 2 (1978), 69–102.

14. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, Lp�ocenki rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s rebrami. — Trudy Moskovsk. matem. obwestva, 37 (1978), 49–93.

15. S. A. Nazarov, SamosoprØßennye fflliptiqeskie kraevye zadaqi. Polinomial~noe svoæstvo i formal~no poloßitel~nye operatory. — Problemy matem. analiza, Vyp. 16, SPb: izd-vo SPbGU (1997), 167–192.

16. S. A. Nazarov, Polinomial~noe svoæstvo samosoprØßennyh fflliptiqeskih kraevyh zadaq i algebraiqeskoe opisanie ih atributov. — Uspehi matem. nauk, 54, No. 5 (1999), 77–142.

17. J.Nečas, Les méthodes in théorie des équations elliptiques. Paris-Prague: Masson-

Academia (1967).

18. V. A. Kondrat~ev, O. A. Oleænik, Kraevye zadaqi dlØ sistemy teorii uprugosti v neograniqennyh oblastØh. Neravenstvo Korna. — Uspehi matem. nauk, 43, No. 5(1988), 55–98.

19. S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg, Estimates near the boundary for solutions of

elliptic differential equations satisfying general boundary conditions. 2. — Comm. Pure Appl. Math., 17 (1964), 35–92.

20. V. L. Berdiqevskiæ, Vysokoqastotnye dlinnovolnovye kolebaniØ plastin. — Dokl AN SSSR, 236, No. 6 (1977), 1319–1322.

21. I. S. Zorin, S. A. Nazarov, Kraevoæ ffffekt pri izgibe tonkoæ trehmernoæ plastiny. — PrikladnaØ matem. i mehanika, 53, No. 4 (1989), 642–650.

22. M. Dauge, I. Djurdjevic, E. Faou, A. Rössle, Eigenmode asymptotics in thin elastic

plates. — J. Math. Pures Appl., 78, No. 9 (1999), 925–964.

23. S. A. Nazarov, Asimptotika sobstvennyh qisel zadaqi Dirihle v tonkoæ oblasti. — IzvestiØ VUZov. Matem. No. 11 (1987), 54–64.

24. I. V. Kamockiæ, S. A. Nazarov, O sobstvennyh funkciØh, lokalizovannyh okolo kromki tonkoæ oblasti. — Problemy matem. analiza, Vyp. 19, Novosibirsk: Nauqn. kniga (1999), 105–148.

OCENKI VTORYH PROIZVODNYH 181 25. I. Roitberg, D. Vassiliev, T. Weidl, Edge resonance in an elastic semi-strip. — Q.

J. Mech. Appl. Math., 51, No. 1 (1998), 1–13.

26. S. A. Nazarov, Ocenki vblizi rebra rexeniØ zadaqi Neæmana dlØ fflliptiqeskoæ sistemy. — Vestnik LGU, SeriØ 1, Vyp. 1, (No. 1) (1988), 37–42.

27. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Zadaqa Neæmana dlØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih sistem v oblasti s kusoqno gladkoæ graniceæ. — Trudy leningradskogo matem. obwestva, T. 1 (1990), 174–211.

28. M. Dauge, Elliptic Boundary Value Problems on Corner Domains. — Lect. Notes

Math., 1341 (1988).

29. S. A. Nazarov, Vesovye funkcii i invariantnye integraly. — Vyqislitel~naØ mehanika deformiruemogo tverdogo tela, Vyp. 1 (1990), 17–31.

30. V. A. Kozlov, V. G. Maz~Ø, Spektral~nye svoæstva operatornyh puqkov, poroßdennyh kraevymi zadaqami v konuse. — Funkc. analiz i ego priloßeniØ, 22, No. 2 (1988), 38–46.

31. V. A. Kozlov, V. G. Maz’ya, J. Rossmann, Spectral problems associated with corner

singularities of solutions to elliptic equations. Mathematical Surveys and Monographs, AMS, Providence, RI (2001).

32. A. A. Kulikov, S. A. Nazarov, M. A. Narbut, Affinnye preobrazovaniØ v ploskoæ zadaqe teorii uprugosti. — Vestnik SPbGU, Ser. 1, Vyp. 2, No. 8 (2000), 91–95.

33. M. L. Williams, Stress singularities resulting from various boundary conditions in

angular corners of plates in extensions. — J. Appl. Mech., 19 (1952), 526–528. 34. M. Costabel, M. Dauge, Computation of corner singularities in linear elasticity.

— Lect. Notes Pure and Appl. Maths., 167 (1994), 59–68.

35. P. J. Papadakis, I. Babuška, A numerical procedure for the determination of certain quantities related to the stress intensity factors in two-dimensional elasticity. — Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 122 (1995), 69–92.

Nazarov S. A. Estimates for second order derivatives of eigenvectors in thin anisotropic plates with variable thickness.

For second order derivatives of eigenvectors in a thin anisotropic heterogeneous plate Ω_h, we derive estimates of the weighted L_2-norms with the majorants whose dependence on both, the plate thickness h and the eigenvalue number, are expressed explicitly. These estimates keep the asymptotic sharpness along the whole spectrum while, inside its lowfrequency range, the majorants remain bounded as h → +0. The latter is rather unexpected fact because, for the first eigenfunction u^1 of the alike boundary value problem for a scalar second order differential operator with variable coefficients, the norm ‖∇^2_xu^0; L_2(Ω_h)‖ is of order h^{−1} and grows as h vanishes.

Postupilo 2 marta 2004 g.

IPMax RAN