Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 308, 2004 g.

V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, N. G. Vlas¸k

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ TOQEQNOGO ISTOQNIKA V VOLNOVODE (SLABOISKRIVLENNA˚ SLOISTA˚ SREDA)

Rabota posvØwaetsØ P. V. Krauklisu v svØzi s ego semidesØtiletiem

V nastoØweæ stat~e prodolßaetsØ issledovanie zadaqi rasprostraneniØ zvuka ot toqeqnogo istoqnika v glubinnom volnovode dlØ skorosti, slabo zavisØweæ ot koordinaty vdol~ osi volnovoda, no ime¸weæ minimum po glubine i proizvol~no izmenØ¸weæsØ s glubinoæ.

Asimptotiqeskim kombinirovannym metodom budet naædeno interferencionnoe pole vblizi osi volnovoda na dal~nih rasstoØniØh ot istoqnika. S fftoæ cel~¸ neobhodimo sdelat~ rØd predpoloßeniæ o povedenii gradientov skorosti, kak po glubine, tak i po koordinate, izmenØ¸weæsØ vdol~ osi volnovoda. Posle predpoloßeniæ otnositel~no skorosti zvukovoæ volny v volnovode i otnositel~no oblasteæ raspoloßeniØ istoqnika i nabl¸datelØ, privedem zadaqu so slabo izmenØ¸weæsØ vdol~ osi volnovoda skorost~¸ k zadaqe so skorost~¸, ne zavisØweæ ot prodol~noæ koordinaty v volnovode.

Okonqatel~no, kombinirovannym metodom poluqim v neskol~- ko izmenennom vide pole v volnovode kak summu normal~nyh, geometrooptiqeskih voln i ostatka, svedØ postavlennu¸ zadaqu k fftalonnoæ zadaqe, ime¸weæ toqnoe rexenie.

1. Postanovka zadaqi.

Rassmotrim plosku¸ model~ volnovoda. Davlenie zvukovogo polØ v volnovode budet zaviset~ tol~ko ot dvuh koordinat

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) (grant 02-01-00260). 225

226 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK u(x, z), glubina vodnogo sloØ postoØnna H = const. Predpoloßim, qto dlØ issleduemoæ sredy skorost~ imeet odin minimum c_∗ = c(εx, z^∗) po glubine z^∗. Budem izuqat~ model~ povedeniØ skorosti zvuka, slabo zavisØweæ ot gorizontal~noæ sostavlØ¸weæ c = c(εx, z). DlØ skorosti, zavisØweæ proizvol~nym obrazom ot glubiny i slabo zavisisØweæ ot x, c = c(εx, z), kombinirovannym metodom naædem pole “osevoæ volny” ot toqeqnogo istoqnika v volnovode. Dalee sravnim ego s polem fftalonnoæ zadaqi rasprostraneniØ voln v volnovode pri special~no podobrannom pokazatele prelomleniØ [1] i s rexeniem zadaqi o pole toqeqnogo istoqnika v volnovode, ime¸wego skorost~ rasprostraneniØ, zavisØwu¸ tol~ko ot glubiny [2].

Pust~ zvukovoe davlenie u(x, z) udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca

(Δ + K^2 N^2)u = −δ(x)δ(z − z_0), 0 < z < H, (1.1) K(εx) = ω n(εx, z^∗), N (εx, z) = n^{−1}(εx, z^∗)n(εx, z), c(εx, z^∗) = c_∗, (Δ + ω^2n^2_H )u = 0, z > H, (1.2)

Na svobodnoæ poverhnosti budet vypolneno uslovie Dirihle

u |_{z=0} = 0. (1.3)

Na granice razdela z = H ßidkosti i dna postavim usloviØ soprØßeniØ u |_{z=H−0} = u |_{z=H+0}, ∂u ∂z | | z=H−0 = 1 – ∂u ∂z | | z=H+0 , – > 1. (1.4)

UsloviØ (1.4) opredelØ¸t ravenstvo davleniæ i nepreryvnost~ vertikal~nyh sostavlØ¸wih skorosti qastic ßidkosti v zvukovoæ volne na poverhnosti dna, – opredelØetsØ otnoxeniem plotnosteæ vodnogo sloØ i dna.

Krome togo, funkciØ u(x, z) dolßna udovletvorØt~ principu predel~nogo pogloweniØ: u(r) → 0, r = √ x^2 + z^2 → ∞, ℑk > 0. (1.5)

Pokazatel~ prelomleniØ N (εx, z) = n(εx, z)n(εx, z^∗)^{−1} imeet odin maksimum po glubine volnovoda v toqke z = z^∗ ravnyæ edinice. RassmotreniØ provedem dlØ toqek istoqnika i nabl¸datelØ

KOMBINIROVANNY` METOD 227 z_0, z ≪ H, prinadleßawih okrestnosti maksimuma pokazatelØ prelomleniØ.

V real~nyh usloviØh dlØ glubinnogo volnovoda v rassmatrivaemyh sredah pokazatel~ prelomleniØ N (εx, z) pri z < H slabo otklonØetsØ ot edinicy N (εx, z^∗) = 1. �to obstoØtel~stvo moßno zapisat~ usloviem ϵ = H max_{z<H} |N^′_z(εx, z)| ≪ 1, kotoroe otliqaet glubinnyæ volnovod ot poverhnostnogo (N^′_z (εx, z) > 0).

V okrestnosti maksimuma z^∗, gde budut provedeny issledovaniØ osevoæ volny dlØ z, z_0 ≪ H, kvadrat pokazatelØ prelomleniØ N^2(εx, z) moßet byt~ predstavlen v vide

N^2(εx, z) = 1−(z−z^∗)^2 [−n^{′′}_{zz}(εx, z^∗)] n(εx, z^∗) +(z−z^∗)^3 n^{′′′}_{zzz}(εx, z^∗) 3n(εx, z^∗) +..., (1.6)

l^2_⊥ = [−n^{′′}_{zz}(εx, z^∗)] n(εx, z^∗) , [−n^{′′}_{zz}(εx, z^∗)] > 0, (z − z^∗)n^{′′′}_{zzz}(εx, z^∗) 3[−n^{′′}_{zz}(εx, z^∗)] ≪ 1. (1.7) Sledovatel~no, v okrestnosti maksimuma pokazatelØ prelomleniØ my nahodimsØ v usloviØh fftalonnoæ zadaqi s pokazatelem blizkim k takomu

n = n(z) = √ 1 − ( z l_⊥ )_2 , |z| < l_⊥, (1.8) dlØ kotorogo vozmoßno toqnoe rexenie zadaqi.

DlØ slaboiskrivlennoæ sloistoæ sredy luqi ØvlØ¸tsØ ffkstremal~¸ funkcionala ∫ N (εx, z)ds i leßat v ploskosti (x, z).

Zametim, qto luq, upavxiæ na dno z = H pod uglom, bol~xim ugla polnogo vnutrennego otraßeniØ, otraßaetsØ ot dna. Luq, upavxiæ na dno pod uglom, men~xim ugla polnogo vnutrennego otraßeniØ, ne tol~ko otraßaetsØ ot dna, no i prelomlØetsØ v nego. Poskol~ku podstila¸wee dno predpolagaetsØ odnorodnym, luq, prelomivxiæsØ v dno, ne vozvrawaetsØ bolee v vodnyæ sloæ. �to obstoØtel~stvo daet vozmoßnost~ ograniqit~sØ rassmotreniem luqeæ tol~ko v sloe 0 6 z < H.

228 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK Rexenie zadaqi budem stroit~ v vide integrala u(x, z) = 1 2π +∞∫ −∞ e^{i K(εx) ζ[x+β(Z(εx,z))]}Ψ(Z(εx, z), ζ) K(εx) dζ. (1.9) Podstavim rexenie (1.9) v uravnenie (1.1), vvedØ predvaritel~no vmesto peremennyh (z − z^∗) i x novye Z(εx, z) = 2α(εx, z)(z − z^∗), x = εx. (1.10) DlØ funkcii Ψ(Z(εx)) poluqim sledu¸wee uravnenie: 1 2π +∞∫ −∞ { Ψ^{′′}4α^2 [ 1 + Z^2(ε∇x[ln α])^2

4α^2 ] + K^2Ψ [ 1 − Z^2 4l^2_⊥α^2 +

+ Z^3n^{′′′}_{zzz∗} 24n_∗α^3

− ζ^2(1 + ε∇x[ln n_∗](x + β) + εβ^′Z∇x[ln α])^2 − ζ^24α^2(β^′)^2 ] +

+2iKζΨ^′Zε∇x[ln α] [ 1 + ε∇x[ln n_∗](x + β) + β^′Zε∇x[ln α]+

+β^′ 4α^2

Zε∇x[ln α]^+ ε(∇x(∇x[ln α] + (∇x[ln α])^2) 2iKζ∇x[ln α] ]

+iζKΨ ( β^{′′}4α^2 [ 1 + Z^2(ε∇x[ln α])^2

4α^2 ] + 2ε∇x[ln n_∗](1 + β^′Zε∇x[ln α])

+ε^2 n^{′′}_{xx∗} n_∗ (x + β) + β^′Zε^2 α^{′′}_{xx} α )} e^{iKζ[x+β]} d Kζ = − 2αδ(x)δ(Z − Z_0). (1.11) Sdelaem predpoloßeniØ o povedenii skorosti po parametram εx, z. Pust~ Z^2(ε∇x[ln α])^2

4α^2

≪ 1, x∇x[ln n^∗] ≪ 1, Zn^{′′′}_{zzz∗} 3![−n^{′′}_{zz∗}]2α ≪ 1. DlØ togo, qtoby uravnenie (1.11) v glavnom priblißenii prevratilos~ v uravnenie Vebera, sleduet vybrat~ β = − Z^2 (ε∇x[ln α])

8α^2 , β^′ = − Z (ε∇x[ln α])

4α^2

(1 + x∇x[ln n_∗]),

KOMBINIROVANNY` METOD 229 i, krome fftogo, neobhodimo vypolnenie usloviØ |β| = | | Z^2 (ε∇x[ln α])

8α^2 | | ≪ x, ε∇x[ln α]x ≪ 1. Opredelim funkci¸ α(εx), vvedem vmesto z − z^∗ i ζ novye peremennye Z i t, a takße bol~xoæ parametr zadaqi K sledu¸wim obrazom α(εx) = √ K[−n^{′′}_{zz}(εx, z^∗)] n(εx, z^∗) , Z = 2 √ K(z − z^∗) l_⊥ , t + 1 2 = (1 − ζ^2)K,

l_⊥ = √ n(εx, z^∗) −n^{′′}_{zz} (εx, z^∗) , K = K 2 √ n_∗ [−n^{′′}_{zz}(z^∗)] = K l_⊥ 2 ≫ 1. (1.12)

Togda uravnenie (1.11) pereædet v uravnenie Vebera dlØ funkciæ paraboliqeskogo cilindra D_t(Z), D_t(−Z) s del~ta funkcieæ v pravoæ qasti: ∂^2Ψ ∂Z^2 + ( t + 1 2 − Z^2 4 ) Ψ = − l_⊥ 2 √ K δ(Z − Z_0), (1.13)

gde parametry Z_0, Z_1, Z_2 opredeleny formulami

Z_0 = 2 √ K (z_0 − z^∗) l_⊥ , Z_1 = 2 √ K (−z^∗) l_⊥ , Z_2 = 2 √ K (H − z^∗) l_⊥ . Postroim iz dvuh lineæno-nezavisimyh rexeniæ uravneniØ Vebera funkci¸ Grina Ψ(Z, Z_0, ζ) zadaqi Xturma–LiuvillØ po analogii so stat~eæ [2]:

Ψ(Z_>, Z_<, ζ) =

Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) W (Ψ_1Ψ_2)

. (1.14)

Zdes~ qerez Z_>, (Z_<) oboznaqeny naibol~xee, sootvetstvenno, (naimen~xee) znaqenie argumentov (Z, Z_0), W (Ψ_1Ψ_2) — opredelitel~ Vronskogo dvuh lineæno nezavisimyh rexeniæ Ψ_1, Ψ_2.

Lineæno nezavisimye rexeniØ Ψ_1, Ψ_2 opredeleny formulami Ψ_1(Z) = D_t(Z)D_t(−Z_1) − D_t(−Z)D_t(Z_1), Ψ_2(Z) = A D_t(Z) + B D_t(−Z), } (1.15)

230 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK v kotoryh kofffficienty A i B naædeny iz usloviæ soglasovaniØ i sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi kofffficientami v [2]

A = [D^′_t(−Z_2) − K √ ζ^2 − n^2_H

–^{Dt(−Z2)];}

B = [D^′_t(Z_2) + K √ ζ^2 − n^2_H –^{Dt(Z2)].} Togda opredelitel~ Vronskogo W (Ψ_1Ψ_2) dvuh lineæno nezavisimyh rexeniæ Ψ_1, Ψ_2 raven

W (Ψ_1Ψ_2) = Ψ_1

∂Ψ_2 ∂Z − Ψ_2

∂Ψ_1 ∂Z = = −W (D_t(Z)D_t(−Z))[A D_t(Z_1) + B D_t(−Z_1)], (1.16) gde W (D_t(Z)D_t(−Z)) — vronskian funkciæ paraboliqeskogo cilindra D_t(Z) i D_t(−Z) ravnyæ

W (D_t(Z)D_t(−Z)) = 2D_t(0) D^′_t(0) = 2 √ 2π Γ(t + 1) sin πt. (1.17)

Rexenie zadaqi o vyqislenii polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode s pokazatelem prelomleniØ blizkim k (1.8) opredelØetsØ sledu¸wim integralom u(x, z) = − 1 4π √ K +∞∫ −∞ e^{i K x ζ} D_t(Z_<) D_t(−Z_>) D_t(0) D^′_t(0) dζ. (1.18)

Rexenie zadaqi (1.1)-(1.5) privedeno k vidu (1.18), polnost~¸ sovpada¸wemu s predstavleniem polØ toqeqnogo istoqnika fftalonnoæ zadaqi s pokazatelem prelomleniØ (1.8). SleduØ rabotam [1], [2], provedem vs¸ shemu kombinirovannogo metoda i predstavim polnoe pole u(x, z) v vide summy normal~nyh voln, otveqa¸wih N vyqetam podintegral~noæ funkcii, i nekotorogo konturnogo integrala: u = N∑ n=1 u^{norm}_n + i 4π √ K ∑ α,β=±1 ∫ γ_N φ(t, Z_>, Z_<)e^{iKΦMαβ} 1 − e^{i2πt} dζ, (1.19)

u^{norm}_n = i 2 √ π (−1)^n n! e^{iKx} √_{1− 2n+12K} √ 2K − (2n + 1) D_n(Z_>)D_n(−Z_<),

KOMBINIROVANNY` METOD 231 Φ_{mαβ} = xζ + tπ K [ 2m + 1 + 1 2 (α + β) ] − t +^1_2 K [ αP ( Z_> 2 √ t +^1_2 ) −

−βP ( Z_< 2 √ t +^1_2 )] , (1.20)

φ = ( t + 1 2 − Z^2_> 4 )_{−1/4}( t + 1 2 − Z^2_< 4 )_{−1/4} , (1.21)

gde P (x) = x √ 1 − x^2 + arcsin x.

Kontur γ_N peresekaet vewestvennu¸ os~ ploskosti kompleksnogo peremennogo ζ pri ζ = a_N tak, qto

ζ_{N+1} < a_N < ζ_N , ζ_n = √ 1 − 2n + 1 2K . (1.22)

Preobrazovav konturnyæ integral v summu dvuh konturnyh integralov, poluqim okonqatel~nu¸ formulu u = N∑ n=1 u^{norm}_n + ∞∑ m=M ∑ α,β=±1 I^{(1)}_{mαβ} + ∑ α,β=±1 I^{(2)}_{Mαβ}, (1.23) gde I^{(1)}_{mαβ} = i 4π √ K ∫ γ1 φ(ζ, Z_>, Z_<)e^{iKΦmαβ (ζ,x,Z>,Z<)}dζ, (1.24)

I^{(2)}_{Mαβ} = i 4π √ K ∫ γ2_N φ(ζ, Z_>, Z_<) e^{iKΦMαβ (ζ,x,Z>,Z<)} 1 − e^{i2πt} dζ. (1.25)

Rezul~tat vyqisleniØ integrala I^{(1)}_{mαβ} po metodu stacionarnoæ fazy daet geometriqesku¸ volnu, prohodØwu¸ qerez toqki (0, z_0 − z^∗) i (x, z − z^∗) i ime¸wu¸ 2m + 1 + (α + β)/2 ciklov.

Slagaemoe ∑ α,β=±1 I (2) Mαβ formul (1.23), (1.25) budet sootvetstvovat~ osevoæ volne, kotoraØ vbiraet v sebØ sloßnoe interferencionnoe pole, sosredotoqennoe v okrestnosti linii minimuma skorosti po glubine volnovoda.

Primenenie metoda stacionarnoæ fazy trebuet vypolneniØ sledu¸wih neravenstv.

232 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK UqityvaØ sdelannye v [2] predpoloßeniØ, poluqim, qto pri ζ = ζ_{mαβ}, udovletvorØ¸wem uslovi¸

1 − ζ^2 ≫ max { 1 Kl_⊥ , ( z l_⊥ )^2, ( z x ) 2_{2n−1} (K x)^{− n−22n−1} } , n ¿ 2, (1.26)

provedenie metoda stacionarnoæ fazy dlØ integrala I^{(1)}_{mαβ} ne vstretit prepØtstviæ.

ObratimsØ k integralu I^{(2)}_{Mαβ}. Predpoloßim, qto toqka pereseqeniØ a_N kontura v rassmatrivaemom integrale s vewestvennoæ os~¸ udovletvorØet neravenstvu ζ_{Mαβ} 6 a_N 6 ζ_{M−1 α}′_β′ , ∀ α, β, α^′, β^′, (1.27) gde ζ_{mαβ} ∼ x l_⊥π[2m + 1 + (α + β)/2]

ØvlØetsØ stacionarnoæ toqkoæ dlØ integrala I^{(1)}_{mαβ} .

Togda v okrestnosti toqki ζ = a_N + iξ imeem I^{(2)}_{Mαβ} ∼ − 1 4π √ 1 − a^2_N e^{iKΦMαβ (aN )}×

× +∞∫ −∞ e^{−KΦ′Mαβ (aN )ξ} 1 − e^{i2πt(aN )}e^{2πKl⊥ aN ξ} dξ. (1.28)

�tu formulu moßno zapisat~ v drugom vide I^{(2)}_{Mαβ} ∼ − 1 8π^2Kl_⊥a_N √ 1 − a^2_N { e^{iKΦMαβ (aN )} [ F (α_N , β_N )+

F (2−α_N , β_N ) ] −e^{iKΦM−1 αβ (aN )} [ F (1−α_N , β_N )+F (1+α_N , β_N ) ]} , (1.29) gde F (α, β) = 1∫ 0 x^{α−1} 1 − 2x cos β + x^2 dx, (1.30)

α_N = −

Φ^′_{Mαβ}(a_N ) 2πl_⊥a_N , β_N = Kl_⊥π(1 − a^2_N ) − π.

KOMBINIROVANNY` METOD 233 Zametim, qto formula (1.29) imeet smysl pri 1 > α_N > 0. �to vypolnØetsØ, esli spravedlivo neravenstvo (1.27) dlØ veliqiny a_N .

2. Osnovnoæ rezul~tat.

Pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh volnovogo qisla K = ω n_∗(εx, z^∗) imeet mesto kombinirovannoe predstavlenie (1.23) zvukovogo polØ u ot toqeqnogo istoqnika dlØ skorosti c = c(εx, z). Funkcii I^{(1)}_{mαβ} opredelØ¸t geometrooptiqeskie volny, a dlØ ostatka I^{(2)}_{Mαβ} spravedliva prostaØ formula (1.29). Veliqiny M i N (sootvetstvenno koliqestvo otweplennyh geometrooptiqeskih i normal~nyh voln) nahodØtsØ iz takih usloviæ, pri kotoryh vypolneny neravenstva (1.22), (1.26), (1.27).

SlabaØ zavisimost~ skorosti zvukovyh voln ot koordinaty x privedet k sledu¸wim izmeneniØm po sravneni¸ s fftalonnoæ zadaqeæ [1] dlØ skorosti (1.8) i v sravnenii so skorost~¸, zavisØweæ lix~ ot glubiny [2]:

1) bol~xoæ parametr zadaqi k = ωn_∗ v rabote [2] ili k = ωn raboty [1] zdes~ zamenitsØ parametrom K = ωn(εx, z^∗). �tot parametr vhodit vo vse formuly rexeniØ;

2) parametry l_⊥ = √ n(εx, z^∗) −n^{′′}_{zz}(εx, z^∗) i α(εx) = √ Kl^{−2}_⊥ soderßawi-

esØ takße vo vseh formulah i neravenstvah, zavisØt ot medlennoæ peremennoæ εx;

3) krome fftogo, predpolagaetsØ medlennoe izmenenie gradientov skorosteæ i vypolnenie neravenstv (sm. neravenstva meßdu formulami (1.11) i (1.12)).

Literatura 1. V. B. Filippov, Ob odnom metode rasqeta polØ toqeqnogo istoqnika v

volnovode. — Zap. nauqn. semin. LOMI ANSSSR. 99 (1980), 146-156.

2. V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, N. G. Vlas¸k, Kombinirovannyæ

metod rasqeta polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode (Plosko-sloistaØ sreda.) — Zap. nauqn. semin. POMI RAN 308 (2004),

197–224.

Philippov V. B., Kirpichnikova N. Ya., Vlasjuk N. G. Combined method of calculation of the field of the point source in a waveguide (Slightly curred media).

234 V. B. FILIPPOV, N. ˚. KIRPIQNIKOVA, N. G. VLASıK The two-dimensional problem of propagation of waves, raised by a point source, in an slightly curred waveguide is investigated. The Dirichlet condition is given on the bound of the wave guide and also two junction condition are defined on the interface between fluid and bottom. The velocity is supposed to be arbitrary depending with respect to the depth of the waveguide and to be weakly depending with respect to trace coordinate. With help of cumbersome transformation the solution is represented as a sum of the geometro-optical waves, the normal waves and the residual is shown. The sufficient conditions on the general amount of the detached normal and geometro-optical waves are obtained.

Postupilo 19 marta 2004 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN