Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

V. S. Al~pina, ı. A. Al~pin

PERMANENTNYE ASSOCIIROVANNYE MATRICY I TEOREMA XNE`DERA

Vvedenie

Matricy, sostavlennye iz minorov dannoæ matricy (tak nazyvaemye associirovannye matricy) horoxo izvestny. Menee izuqeny matricy, analogiqnym obrazom sostavlennye iz permanentnyh minorov dannoæ matricy. V §1 stat~i ustanavliva- ¸tsØ svØzi meßdu fflementami associirovannoæ i permanentnoæ associirovannoæ matric. Pri fftom rezul~taty Brualdi i N~¸- mana [1] o permanentnyh minorah kvadratnoæ substohastiqeskoæ matricy obobwa¸tsØ na prØmougol~nye matricy. Dokazano, qto ffkstremal~noe znaqenie spektral~nogo radiusa, ravnoe edinice, dostigaetsØ associirovannoæ i permanentnoæ associirovannoæ matricami odnovremenno. V §2 permanentnye associirovannye matricy ispol~zu¸tsØ dlØ usileniØ izvestnoæ teoremy Xneædera [2, 3] o proizvedeniØh sobstvennyh znaqeniæ kompleksnoæ matricy i dlØ vyvoda novogo neravenstva dlØ proizvedeniæ korneæ kompleksnogo mnogoqlena (ffti rezul~taty byli anonsirovany v [4]).

§1. Permanentnye associirovannye matricy

Permanent kompleksnoæ matricy A = (a_{ij}) razmera n × m, n 6 m, opredelØetsØ kak qislo

per A = ∑ a_{1j1} a_{2j2} . . . a_{njn} , gde summirovanie proizvoditsØ po vsem posledovatel~nostØm j_1,

j_2, . . . , j_n poparno razliqnyh indeksov iz mnoßestva {1, 2, . . ., m}.

Interes glavnym obrazom predstavlØ¸t permanenty vewestvennyh neotricatel~nyh matric. Netrudno videt~, qto permanent neotricatel~noæ n × m-matricy A udovletvorØet neravenstvu

per A 6 n∏ i=1 r_i, (1)

6 V. S. AL^PINA, ı. A. AL^PIN gde r_i – summa fflementov i-æ stroki A. Vvedem poleznoe dlØ dal~neæxego izloßeniØ ponØtie. Nazovem matricu diz¨¸nktnoæ, esli l¸boæ ee stolbec soderßit ne bolee odnogo nenulevogo fflementa.

Lemma 1. DlØ neotricatel~noæ matricy A ravenstvo v (1) ime-

et mesto v toqnosti togda, kogda A – diz¨¸nktnaØ matrica.

Dokazatel~stvo. Imeet mesto ravenstvo n∏ i=1 r_i = ∑ a_{1j1}...a_{njn}, gde summirovanie proizvoditsØ po vsevozmoßnym posledovatel~nostØm j_1, . . . , j_n qisel iz mnoßestva {1, . . . , m}. Razob~œm fftu summu na dve: pervaØ sostoit iz proizvedeniæ, dlØ kotoryh indeksy j_1, . . . , j_n razliqny – ffta summa ravna per A. VtoraØ summa vkl¸qaet proizvedeniØ, v kotoryh vstreqa¸tsØ somnoßiteli s odinakovymi vtorymi indeksami, to est~ fflementy matricy, raspoloßennye v odnom stolbce. Ravenstvo v (1) dostigaetsØ, esli vse qleny vtoroæ summy ravny nul¸. �to sluqaetsØ v toqnosti togda, kogda ni odin stolbec A ne soderßit dvuh nenulevyh fflementov, to est~, kogda A diz¨¸nktna.

Nam potrebuetsØ specializaciØ lemmy 1 dlØ substohastiqeskih matric, to est~ neotricatel~nyh matric, stroqnye summy kotoryh ne bol~xe edinicy.

Lemma 2. Permanent substohastiqeskoæ matricy A ne prevos-

hodit edinicy i raven edinice togda i tol~ko togda, kogda A – stohastiqeskaØ diz¨¸nktnaØ matrica.

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ lemmy 2 sledu¸t iz lemmy 1 i opredeleniæ substohastiqeskoæ i stohastiqeskoæ matric.

Zametim, qto kvadratnaØ stohastiqeskaØ diz¨¸nktnaØ matrica – ffto to ße, qto matrica perestanovki (soderßawaØ v kaßdoæ stroke i kaßdom stolbce rovno odnu edinicu).

Pust~ C_k(A) – k-Ø associirovannaØ matrica dlØ n × mmatricy A. PermanentnaØ associirovannaØ matrica P_k(A) sostavlØetsØ analogiqno associirovannoæ, no eœ fflementami slußat ne minory, a permanentnye minory, to est~ permanenty

k × k-podmatric A. Takim obrazom, C_k(A) = ‖ det A(α | β)‖, P_k(A) = ‖per A(α | β)‖, k = 1, 2, . . ., min(n, m).

PERMANENTNYE ASSOCIIROVANNYE MATRICY 7 Zdes~ α – fflement mnoßestva Q_{k,n} vozrasta¸wih posledovatel~- nosteæ dliny k fflementov mnoßestva {1, . . . , n} i, analogiqno,

β ∈ Q_{k,m}. Podmatrica A(α | β) nahoditsØ na pereseqenii strok

s nomerami iz α i stolbcov s nomerami iz β. Radi odnoznaqnosti sostavleniØ associirovannyh matric obyqno polaga¸t, qto mnoßestva Q_{k,n} leksikografiqeski uporØdoqeny. Otmetim kraænie sluqai: C_1(A) = P_1(A) = A, a esli k = n = m, to

C_k(A) = det A, P_k(A) = per A.

Poskol~ku modul~ determinanta neotricatel~noæ matricy ne prevoshodit eœ permanenta, to moduli fflementov C_k(A) ne bol~- xe sootvetstvu¸wih fflementov P_k(A). Budem oboznaqat~ matricu, sostavlennu¸ iz moduleæ fflementov kompleksnoæ matricy X, simvolom |X|. Togda poslednee svoæstvo moßet byt~ zapisano tak: |C_k(A)| 6 P_k(A), k = 1, 2, . . ., min(n, m). Zdes~ i dalee neravenstva dlØ matric ponima¸tsØ pofflementno.

Odno iz primeqatel~nyh svoæstv permanentnoæ associirovannoæ matricy zakl¸qaetsØ v tom, qto eœ stroqnye summy toße ØvlØ¸tsØ permanentami. Qtoby ubedit~sØ v fftom, primem vo vnimanie sledu¸wee fflementarnoe, no poleznoe zameqanie. Lemma 3. Permanent k × m-matricy raven summe ee permanent-

nyh minorov porØdka k.

Simvolom A(α | −) niße oboznaqaetsØ podmatrica matricy A, sostavlennaØ iz strok A s nomerami iz α. Analogiqnyæ smysl imeet simvol A(− | β).

Rassmotrim stroku matricy P_k(A), sootvetstvu¸wu¸ podmnoßestvu α (α-stroku). Eœ sostavlØ¸t permanenty k × k-matric vida A(α | β), β ∈ Q_{k,m}. RassmatrivaØ ffti matricy kak podmatricy k × m-matricy A(α | −) i primenØØ k posledneæ lemmu 3, poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 4. Summa fflementov α-stroki matricy Pk(A) ravna

per A(α | −): ∑ β∈Q_{k,m} per A(α | β) = per A(α | −), k = 1, 2, . . ., min(n, m). Teper~ my moßem utoqnit~ vzaimootnoxeniØ associirovannoæ i permanentnoæ associirovannoæ matric.

8 V. S. AL^PINA, ı. A. AL^PIN

Teorema 1. DlØ proizvol~noæ neotricatel~noæ n × m-matricy

A i l¸bogo k, 1 6 k 6 min(n, m), spravedlivo neravenstvo

|C_k(A)| 6 P_k(A). (2)

Pri fftom, esli dlØ α ∈ Q_{k,n} podmatrica A(α | −) diz¨¸nktnaØ, to α-stroki matric |C_k(A)| i P_k(A) ravny. V qastnosti, esli A – diz¨¸nktnaØ matrica, to matriqnoe neravenstvo (2) obrawaetsØ v ravenstvo.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo trebuetsØ lix~ dlØ sluqaØ ravenstva strok, poskol~ku neravenstvo (2) uße obsußdalos~ vyxe. Itak, pust~ A(α | −) – diz¨¸nktnaØ matrica. Eœ kvadratnye podmatricy A(α | β), β ∈ Q_{k,m}, toße, oqevidno, diz¨¸nktny. V silu fftogo svoæstva razvœrnutoe vyraßenie determinanta, kak i permanenta, kaßdoæ iz matric A(α | β) soderßit ne bolee odnogo nenulevogo fflementa. Sledovatel~no, | det A(α | β)| = per A(α | β) dlØ vseh β ∈ Q_{k,m}, qto i oznaqaet ravenstvo α-strok v matricah |C_k(A)| i P_k(A). Teorema 2. Pust~ A – substohastiqeskaØ matrica. Togda Pk(A)

(sledovatel~no, v silu (2) i |C_k(A)|) toße substohastiqeskie matricy. Pri fftom dlØ k = 1, 2, . . ., min(n, m) i α ∈ Q_{k,n} sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) podmatrica A(α | −) stohastiqeskaØ i diz¨¸nktnaØ; 2) α-stroka P_k(A) stohastiqeskaØ; 3) α-stroka |C_k(A)| stohastiqeskaØ.

Dokazatel~stvo. Substohastiqnost~ Pk(A), a takße ffkvivalentnost~ utverßdeniæ 1) i 2) neposredstvenno sledu¸t iz lemm 2 i 4. Poskol~ku 2) vleqœt 1), to spravedlivost~ implikacii 2) ⇒ 3) sleduet iz zameqaniØ o ravenstve α-strok v teoreme 1. Nakonec, pust~ vypolneno 3). Togda, v silu neravenstva (2), imeem sledu¸wee: stohastiqeskaØ stroka matricy |C_k(A)| pokomponentno ne bol~xe, qem sootvetstvu¸waØ substohastiqeskaØ stroka matricy P_k(A). Ots¸da s neobhodimost~¸ sleduet, qto poslednØØ stroka toße stohastiqeskaØ. Takim obrazom, 3) vleqœt 2), qem i zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy.

Kak vidno iz teoremy 2, dlØ vsØkogo α ∈ Q_{k,n} α-stroki v

|C_k(A)| i v P_k(A) mogut byt~ stohastiqeskimi lix~ odnovre-

menno, priqœm, esli oni stohastiqeskie, to oni ravny. Na ffto

PERMANENTNYE ASSOCIIROVANNYE MATRICY 9 shodstvo matric |C_k(A)| i P_k(A) budem ssylat~sØ kak na ravenstvo ih stohastiqeskih qasteæ.

Sledu¸waØ teorema rez¸miruet rezul~taty teorem 1 i 2 primenitel~no k substohastiqeskim matricam.

Teorema 3. Pust~ A – prØmougol~naØ substohastiqeskaØ n × m-

matrica. Togda matricy |C_k(A)| i P_k(A) toße substohastiqeskie. Oni svØzany neravenstvom |C_k(A)| 6 P_k(A), priqem ih stohastiqeskie qasti ravny. Matrica P_k(A), gde k = 2, 3, . . ., n, ØvlØetsØ stohastiqeskoæ togda i tol~ko togda, kogda A – stohastiqeskaØ diz¨¸nktnaØ matrica. V fftom poslednem sluqae imeet mesto ravenstvo |C_k(A)| = P_k(A).

V rabote [1] dlØ kvadratnoæ substohastiqeskoæ matricy A porØdka n dokazano, qto matrica P_k(A) substohastiqeskaØ, priqœm pri k = 2, 3, . . ., n ona ØvlØetsØ stohastiqeskoæ togda i tol~ko togda, kogda A – matrica perestanovki. Teorema 3, oqevidno, soderßit ffto utverßdenie kak qastnyæ sluqaæ.

Privedœm ewœ odin rezul~tat iz [1]. Pust~ p_k(A) – summa vseh permanentnyh minorov porØdka k matricy A. �to qislo izuqalos~ v svØzi s problemoæ Van-der-Vardena o permanente dvoØko stohastiqeskoæ matricy [5]. V stat~e [1] (sm. takße [5, s. 136]), dlØ substohastiqeskoæ matricy A porØdka n dokazano neravenstvo

p_k(A) 6 ( n k ) . (3)

Pri fftom dlØ k = 2, . . . , n ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda A – matrica perestanovki.

Iz teoremy 3 vytekaet sledu¸wee obobwenie neravenstva (3) na prØmougol~nye matricy.

Sledstvie. DlØ prØmougol~noæ substohastiqeskoæ n × m-matri-

cy A pri l¸bom k, 2 6 k 6 min(n, m), spravedlivo neravenstvo (3). Ravenstvo v (3) imeet mesto v toqnosti togda, kogda A – diz¨¸nktnaØ stohastiqeskaØ matrica.

Dokazatel~stvo. Qislo pk(A) ravno summe fflementov substohastiqeskoæ matricy P_k(A). �ta summa ne bol~xe qisla strok v

P_k(A), to est~ ne bol~xe, qem ( n k ) . Pri fftom ravenstvo imeet

mesto lix~ v tom sluqae, kogda P_k(A) – stohastiqeskaØ matrica,

10 V. S. AL^PINA, ı. A. AL^PIN a poslednee, soglasno teoreme 3, imeet mesto v toqnosti togda, kogda A – diz¨¸nktnaØ stohastiqeskaØ matrica.

Associirovannye matricy oblada¸t sledu¸wim zameqatel~- nym svoæstvom [2, 6]:

C_k(AB) = C_k(A)C_k(B). (4)

DlØ permanentnyh associirovannyh matric ffto ravenstvo, voobwe govorØ, ne vypolnØetsØ, no v sluqae neotricatel~nyh matric oslablennyæ variant svoæstva (4) vsœ ße imeet mesto. A imenno, spravedliva

Teorema 4. Esli A i B – neotricatel~nye matricy porØdka n, to P_k(A)P_k(B) 6 P_k(AB), k = 1, 2, . . ., n. (5) Pri fftom, esli dlØ α ∈ Q_{k,n} matrica AB(α | −) diz¨¸nktnaØ, to α-stroki v levoæ i pravoæ qastØh neravenstva ravny.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim (α, β)-fflement matricy Pk(AB), t.e. fflement, stoØwiæ v α-stroke i β-stolbce. On raven permanentu matricy AB(α|β). Zapixem ßelaemoe neravenstvo (5) pofflementno: ∑ ω∈Q_{k,n} per A(α | ω)per B(ω | β) 6 per AB(α | β). (6)

Zametim, qto AB(α | β) = A(α | −)B(− | β), i primenim formulu Bine–Koxi dlØ permanenta proizvedeniØ matric [2, 5]: per AB(α | β) = ∑ ω∈G_{k,n} 1 μ(ω) per A(α | ω)per B(ω | β). (7)

Zdes~ G_{k,n} – mnoßestvo neubyva¸wih posledovatel~nosteæ dliny k fflementov iz mnoßestva {1, . . . , n}. Qislo μ(ω) po opredele-

ni¸ ravno^n ∏ i=1 ω(i)!, gde ω(i) – qislo poØvleniæ fflementa i v po-

sledovatel~nosti ω. ˚sno, qto μ(ω) = 1 dlØ ω ∈ Q_{k,n}. V formule Bine–Koxi dlØ permanentov ispol~zuetsØ rasxirenie ponØtiØ podmatricy: qerez A(α | β) (α, β ∈ G_{k,n}) oboznaqaetsØ matrica porØdka k s fflementami a_{αiβj} , gde α_i – nomer, stoØwiæ v α na i-m meste, a simvol β_j imeet analogiqnyæ smysl.

PERMANENTNYE ASSOCIIROVANNYE MATRICY 11 Poskol~ku Q_{k,n} ⊂ G_{k,n}, to levaØ qast~ dokazyvaemogo neravenstva (6) ne prevoshodit pravoæ qasti ravenstva (7), qto i ustanavlivaet spravedlivost~ neravenstva (6).

Pereædœm ko vtoromu utverßdeni¸ teoremy. My dostignem celi, esli dokaßem sledu¸wu¸ cepoqku sootnoxeniæ, dopolnØ- ¸wu¸ neravenstvo (5): |C_k(AB)| = |C_k(A)C_k(B)| 6 |C_k(A)||C_k(B)| 6 P_k(A)P_k(B) 6 P_k(AB). (8) Ravenstvo v (8) vytekaet iz (4), a pervoe iz neravenstv – pro- Øvlenie obweæ zakonomernosti: |RT | 6 |R||T | dlØ l¸byh kompleksnyh R i T . Vtoroe neravenstvo cepoqki vytekaet iz (2) i oqevidnogo svoæstva neotricatel~nyh matric:

R_1 6 T_1, R_2 6 T_2 ⇒ R_1T_1 6 R_2T_2.

Itak, sootnoxeniØ (8) verny. Teper~ predpoloßim, qto AB(α |−) – diz¨¸nktnaØ matrica. Soglasno teoreme 1, v fftom sluqae αstroki matric |C_k(AB)| i P_k(AB) sovpada¸t. No togda, vvidu sootnoxeniæ (8), sovpada¸t i α-stroki matric P_k(A)P_k(B) i

P_k(AB), qto i trebovalos~ dokazat~.

Neravenstvo (8) legko obobwaetsØ na l¸boe qislo neotricatel~nyh somnoßiteleæ: |C_k(A_1 · · · A_s)|6|C_k(A_1)| · · ·|C_k(A_s)| 6 Pk(A1) · · · Pk(As) 6 Pk(A1 · · · As). (9) Pri fftom, esli podmatrica A_1 · · · A_s(α | −), gde α ∈ Q_{k,n} diz¨- ¸nktnaØ, to α-stroki matric iz (9) sovpada¸t.

Kak qastnyæ sluqaæ neravenstv (9) dlØ kvadratnoæ neotricatel~noæ matricy A poluqaem sootnoxeniØ

|C_k(A^s)| 6 |C_k(A)|^s 6 (P_k(A))^s 6 P_k(A^s), k = 1, . . . , n, s = 1, 2 . . .

(10) Pereædœm k sravnitel~nomu izuqeni¸ spektral~nyh svoæstv matric C_k(A) i P_k(A), gde A – neotricatel~naØ matrica. Osnovnymi instrumentami pri fftom budut lemma Vilandta (sm. [6, s. 358] i [7, s. 580]): |Q| 6 P ⇒ ρ(Q) 6 ρ(P )

12 V. S. AL^PINA, ı. A. AL^PIN i formula Gel~fanda (sm. [8, s. 233] i [7, s. 362]): ρ(Q) = lim_{s→∞} ‖Q^s‖^{1/s}. V privedœnnyh utverßdeniØh Q – kompleksnaØ matrica, P – neotricatel~naØ matrica, i ρ(Q) – spektral~nyæ radius matricy Q. V silu teoremy Perrona–Frobeniusa, spektral~nyæ radius

ρ(P ) neotricatel~noæ matricy P ØvlØetsØ eœ sobstvennym zna-

qeniem. Vyxe simvol ‖Q‖ oboznaqaet l¸bu¸ kol~cevu¸ matriqnu¸ normu. V dal~neæxem izloßenii ffto oboznaqenie otnositsØ iskl¸qitel~no k stroqnoæ norme ‖Q‖ = max_i ∑ j |q_{ij}|. Iz teoremy 1 i lemmy Vilandta nemedlenno sleduet, qto dlØ vsØkoæ neotricatel~noæ matricy A

ρ(C_k(A)) 6 ρ(P_k(A)). (11)

DlØ substohastiqeskoæ matricy my dokaßem bolee toqnoe utverßdenie.

DlØ fftogo nam potrebu¸tsØ nekotorye fflementarnye svedeniØ o substohastiqeskih matricah. Svoæstvo substohastiqnosti moßno vyrazit~ v terminah stroqnoæ normy: neotricatel~naØ matrica ØvlØetsØ substohastiqeskoæ, esli eœ norma ne prevyxaet edinicy. Norma substohastiqeskoæ matricy ravna edinice, esli matrica soderßit stohastiqesku¸ stroku. Legko dokazat~ neposredstvenno, qto proizvedenie substohastiqeskih matric – snova substohastiqeskaØ matrica. �to utverßdenie sleduet takße iz kol~cevogo svoæstva normy: ‖P Q‖ 6 ‖P ‖·‖Q‖. Napomnim, qto spektral~nyæ radius kompleksnoæ matricy ne prevoshodit ee normy.

Teper~ my gotovy dokazat~ teoremu, prodolßa¸wu¸ temu teoremy 3 – o vzaimootnoxeniØh associirovannoæ i permanentnoæ associirovannoæ matric dlØ substohastiqeskoæ matricy. Teorema 5. Pust~ A – substohastiqeskaØ matrica porØdka n. To-

gda dlØ nee spravedlivy neravenstva (10); vse matricy, vhodØwie v neravenstva, substohastiqeskie; stohastiqeskie qasti fftih matric sovpada¸t. DlØ spektral~nyh radiusov matric C_k(A) i P_k(A) spravedlivy neravenstva

ρ(C_k(A)) 6 ρ(P_k(A)) 6 1. (12)

PERMANENTNYE ASSOCIIROVANNYE MATRICY 13

�kstremal~noe znaqenie spektral~nogo radiusa, ravnoe edinice, dostigaetsØ na matricah C_k(A) i P_k(A) odnovremenno, to est~

ρ(C_k(A)) = 1 ⇔ ρ(P_k(A)) = 1. (13)

Dokazatel~stvo. Vvidu teoremy 3, dokazatel~stva trebuet lix~ poslednee utverßdenie teoremy. ImplikaciØ ⇒ v utverßdenii (13) sleduet iz neravenstv (12). Teper~ predpoloßim, qto ρ(P_k(A)) = 1. Togda ρ((P_k(A))^s) = 1, s = 1, 2, . . .. Iz neravenstv (10), lemmy Vilandta i privedennogo vyxe kol~cevogo svoæstva normy sledu¸t neravenstva

ρ(C_k(A^s)) = ρ((C_k(A))^s) 6 ρ((P_k(A))^s) 6 ρ(P_k(A^s)) 6 ‖P_k(A^s)‖ 6 1, s = 1, 2, . . .. Iz naxego predpoloßeniØ, oqevidno, vytekaet sovpadenie qetyrœh poslednih qlenov fftoæ cepoqki neravenstv. Dokaßem, qto na samom dele ravny vse qleny cepoqki. Deæstvitel~no, ravenstva

‖P_k(A^s)‖ = 1, s = 1, 2, . . ., oznaqa¸t, qto matricy P_k(A^s) soderßat

stohastiqeskie stroki. Soglasno teoreme 2, matricy |C_k(A^s)| toße soderßat stohastiqeskie stroki, to est~ ‖C_k(A^s)‖ = 1,

s = 1, 2, . . .. Ots¸da po formule Gel~fanda sleduet ßelaemoe

ravenstvo ρ(C_k(A)) = 1.

§2. O teoreme Xneædera

Budem sqitat~, qto sobstvennye znaqeniØ kompleksnoæ matricy A porØdka n zanumerovany takim sposobom, qto |λ_1| ¿ |λ_2| ¿ · · · ¿ |λ_n|. Oboznaqim summu moduleæ fflementov i-æ stroki matricy A simvolom r_i. Pust~ i_1, i_2, . . . , i_n – perestanovka qisel 1, 2, . . ., n, pri kotoroæ

r_{i1} ¿ r_{i2} ¿ · · · ¿ r_{in} . (14)

Oqevidno, |λ_1| = ρ(A), r_{i1} = ‖A‖, a uße upomØnutoe sootnoxenie meßdu spektral~nym radiusom i normoæ moßet byt~ zapisano v vide

|λ_1| 6 r_{i1} . (15)

Bolee toqnu¸ informaci¸ o spektre A daet teorema Xneædera [2, 3]: |λ_1 · · · λ_k| 6 r_{i1} · · · r_{ik} , k = 1, . . . , n. My dokaßem sledu¸wee usilenie teoremy Xneædera.

14 V. S. AL^PINA, ı. A. AL^PIN

Teorema 6. Pust~ A – kompleksnaØ matrica porØdka n. Spraved-

livy neravenstva |λ_1 · · · λ_k| 6 ρ(P_k(|A|)) 6 max_{α∈Qk,n} per|A|(α | −), k = 1, . . ., n. (16) Dokazatel~stvo. Izvestno [2, 6], qto spektr associirovannoæ matricy C_k(A) sostoit iz vsevozmoßnyh proizvedeniæ po k sobstvennyh znaqeniæ matricy A. Ots¸da sleduet, qto qislo

|λ_1 · · · λ_k| est~ spektral~nyæ radius k-æ associirovannoæ matri-

cy: |λ_1 · · · λ_k| = ρ(C_k(A)). Netrudno proverit~, qto dlØ vsØkoæ kompleksnoæ matricy Q verno neravenstvo | det Q| 6 per|Q|. Ots¸da sledu¸t pofflementnye neravenstva matric: |C_k(A)| 6 P_k(|A|), k = 1, 2, . . ., n. PrimenØØ neravenstvo Vilandta, poluqaem, qto ρ(C_k(A)) 6

ρ(P_k(|A|)). Takim obrazom, pervoe neravenstvo v (16) dokazano.

Dokaßem vtoroe neravenstvo. Qislo max per|A|(α | −), kak sleduet iz lemmy 4, ravno stroqnoæ norme matricy P_k(|A|). Pofftomu ßelaemoe neravenstvo sleduet iz neravenstva (15), primenennogo k matrice P_k(A). Teorema dokazana.

Iz neravenstva (1) i prinØtogo nami uporØdoqeniØ (14) sleduet, qto max α∈Q_{k,n} per|A|(α | −) 6 r_{i1} · · · r_{ik} , k = 1, 2, . . ., n. (17) Soglasno lemme 1, ravenstvo v (17) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda libo matrica |A| soderßit k-stroqnu¸ diz¨¸nktnu¸ podmatricu, u kotoroæ nabor stroqnyh summ sovpadaet s

r_{i1} , . . . , r_{ik} , libo obe qasti (17) ravny nul¸. Poslednee vozmoß-

no v toqnosti togda, kogda u matricy A est~ ne bolee qem k − 1 nenulevyh strok. Takim obrazom, teorema 6 deæstvitel~no utoqnØet teoremu Xneædera.

V kaqestve priloßeniØ teoremy 6 poluqim ocenku dlØ korneæ kompleksnogo mnogoqlena f(x) = x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n. Pust~ A_f – soprovoßda¸waØ matrica mnogoqlena f(x), to est~

A_f =

−a_1 1 0 . . . 0 0 −a_2 0 1 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . −a_{n−1} 0 0 . . . 0 1 −a_n 0 0 . . . 0 0 .

PERMANENTNYE ASSOCIIROVANNYE MATRICY 15 Korni naxego mnogoqlena obrazu¸t spektr matricy A. Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto per|A_f |(α | −) = ∑ j∈α |a_j| + 1, esli posledniæ fflement posledovatel~nosti α ne raven n, a esli raven, to per|A_f |(α | −) = |a_n|. Predpoloßim, qto j_1, j_2, . . . , j_{n−1} – takaØ perestanovka qisel 1, 2, . . ., n − 1, qto

|a_{j1}| ¿ |a_{j2}| ¿ · · · ¿ |a_{jn}�_1 |. (18)

Togda, oqevidno, max α∈Q_{k,n} per|A_f |(α | −) = max(|a_{j1}| + · · · + |a_{jk} | + 1, |a_n|). Iz poslednego ravenstva i teoremy 6, primenennoæ k matrice

A_f , vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 7. DlØ korneæ kompleksnogo mnogoqlena x^n + a1x^{n−1} +

· · · + a_n spravedlivy neravenstva |λ_1 · · · λ_k| 6 max(|a_{j1} | + · · · + |a_{jk} | + 1, |a_n|), k = 1, 2, . . ., n. Esli v uporØdoqenie (18) vkl¸qit~ i qislo |a_n|, to, uprowaØ i neskol~ko ogrublØØ neravenstva teoremy 7, poluqim neravenstva |λ_1 · · · λ_k| 6 |a_{j1} | + · · · + |a_{jk} | + 1, k = 1, 2, . . ., n. V sluqae k = 1 imeem neravenstvo

|λ_1| = max_i |λ_i| 6 max_16_i6_n |a_i| + 1,

izvestnoe kak ocenka Koxi (sm., napr., [7, s. 381]).

Literatura

1. R. A. Brualdi, M. Newman, Inequalities for the permanental minors of non-negative matrices. — Canad. J. Math., XVIII, No. 3 (1966), 608–615.

2. M. Markus, H. Mink, Obzor po teorii matric i matriqnyh neravenstv.

Nauka, M. (1972).

3. A. Marxall, I. Olkin, Neravenstva: teoriØ maßorizacii i ee prilo-

ßeniØ. Mir, M. (1983).

4. ı. A. Al~pin, V. S. Al~pina, Permanentnye neravenstva dlØ sobstven-

nyh znaqeniæ. Aktual~nye problemy matematiki i mehaniki. Materi-

aly meßd. nauqn. konf. Kazan~, 2000.

16 V. S. AL^PINA, ı. A. AL^PIN 5. H. Mink, Permanenty. Mir, M. (1982). 6. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M. (1967). 7. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. Mir, M. (1989). 8. I. M. Glazman, ı. I. L¸biq, Koneqnomernyæ lineænyæ analiz. Nauka, M. (1969).

Al’pina V. S. , Al’pin Yu. A. Permanental compound matrices and Schneider’s theorem.

Permanental compound matrices are investigated, compared with classical compound matrices, and used for estimating matrix eigenvalue products and root products of a polynomial.

Postupilo 12 maØ 2004 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ tehnologiqeskiæ universitet

Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet