Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

A. Dßordß, H. D. Ikramov

ZAMEQANIE O KANONIQESKO` FORME PARY ORTOPROEKTOROV

§1. Vvedenie

Esli vybrat~ sluqaænym obrazom kompleksnye n × n-matricy A i B, to s veroØtnost~¸ edinica A i B ne ime¸t netrivial~- nogo obwego invariantnogo podprostranstva. Odnako situaciØ moßet izmenit~sØ, esli vybor A i B tem ili inym sposobom ograniqen. V fftom otnoxenii bol~xoæ interes predstavlØ¸t privodimaØ niße teorema i ee sledstvie.

Teorema 1. Pust~ A i B — diagonalizuemye n × n-matricy i

kaßdaØ imeet rovno dva razliqnyh sobstvennyh znaqeniØ. Togda A i B ime¸t obwee invariantnoe podprostranstvo razmernosti 1 ili 2.

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 1 suwestvuet unitarnoe podo-

bie, privodØwee obe matricy A i B k verhneæ bloqno-treugol~noæ forme s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2.

�ta prostaØ i fflegantnaØ matriqnaØ teorema ne oqen~ horoxo izvestna specialistam po teorii matric. Avtory nastoØweæ zametki uznali o neæ iz obzornoæ stat~i [1, §7], gde ona svØzyvaetsØ s imenem Blihfel~dta (H. F. Blichfeldt [2, s. 143]).

Niße, v §2, my dokazyvaem utverßdenie, neskol~ko usiliva- ¸wee teoremu 1.

Teorema 2. Pust~ kaßdaØ iz n × n-matric A i B imeet kvadra-

tiqnyæ minimal~nyæ mnogoqlen. Togda A i B ime¸t obwee invariantnoe podprostranstvo razmernosti 1 ili 2.

V §3 my primenØem teoremu 1 k vyvodu kanoniqeskoæ formy dlØ pary ortoproektorov P i Q. Zatem my obsußdaem smysl

Rabota podderßana grantom OGP0008111 kanadskogo soveta po issledovaniØm v oblasti estestvennyh i tehniqeskih nauk. 17

18 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV netrivial~nyh fflementov v matricah, sostavlØ¸wih fftu formu. Vpolne estestvenno, qto ffti fflementy okazyva¸tsØ tesno svØzannymi s kanoniqeskimi uglami meßdu podprostranstvami im P i im Q.

§2. Dokazatel~stvo teoremy 2

Bez ograniqeniØ obwnosti matricy A i B moßno sqitat~ nevyroßdennymi. V samom dele, dlØ l¸byh kompleksnyh qisel z i w matricy A − zI i B − wI ime¸t netrivial~noe obwee invariantnoe podprostranstvo togda i tol~ko togda, kogda ffto verno dlØ A i B.

Poskol~ku A i B ime¸t kvadratiqnye minimal~nye mnogoqleny, moßno napisat~, qto

A^2 = α_1A + α_2I (1) i B^2 = β_1B + β_2I (2)

dlØ sootvetstvu¸wih qisel α_1, α_2, β_1 i β_2, gde α_2β_2 ≠ 0.

Teper~ my adaptiruem k rassmatrivaemomu sluqa¸ rassußdenie iz [3], gde D. Dßokoviq (D.Z̆. Djoković) poluqil kanoniqesku¸ formu dlØ kosogo proektora. Esli u A i B est~ obwiæ sobstvennyæ vektor, to utverßdenie teoremy vypolnØetsØ. V protivnom sluqae, pust~ x est~ sobstvennyæ vektor matricy AB: ABx = λx. (3) UmnoßaØ obe qasti sleva na matricu A, poluqaem

λAx = A^2Bx = (α_1A + α_2I)Bx = α_1ABx + α_2Bx = α_1λx + α_2Bx. (4)

Takim obrazom, vektor Ax prinadleßit podprostranstvu L_2 = span{x, Bx}. Teper~, opiraØs~ na (2)–(4), legko pokazat~, qto L_2 est~ obwee invariantnoe podprostranstvo matric A i B.

3. KanoniqeskaØ forma pary ortoproektorov

Pust~ ortoproektory P i Q otobraßa¸t C^n sootvetstvenno na podprostranstva L i M. PrimenØØ sledstvie 1, moßno sqitat~, qto P i Q privedeny k obweæ bloqno-treugol~noæ forme

ZAMEQANIE O KANONIQESKO` FORME 19 s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2. Poskol~ku P i Q — ffrmitovy matricy, ffta bloqno-treugol~naØ forma ØvlØetsØ v deæstvitel~nosti bloqno-diagonal~noæ. Ee diagonal~nye 1 × 1- bloki sootvetstvu¸t obwim sobstvennym vektoram matric A i B i mogut sostavlØt~ odnu iz sledu¸wih qetyreh par: 1 1, 1 0, 0 1 ili 0 0.

Teper~ my issleduem diagonal~nye 2 × 2-bloki. Pust~ P_2 i Q_2 est~ para takih blokov. Togda P_2 i Q_2 dolßny byt~ netrivial~- nymi (t.e. otliqnymi ot nulevoæ i ediniqnoæ matric) ortoproektorami v C^2.

Primenim k P_2 i Q_2 unitarnoe podobie, kotoroe privodit P_2 k diagonal~nomu vidu P̃_2 =

`_{1 0} 0 0 ´_.

Matrica, poluqennaØ iz Q_2, prinimaet vid Q̃_2 =

`_{α β} β̄ γ ´_,

gde β ≠ 0. Poskol~ku Q̃_2 — netrivial~nyæ proektor, dolßny vypolnØt~sØ sootnoxeniØ 0 < α < 1, 0 < γ < 1, (5) α + γ = 1, αγ = |β|^2. (6) Ispol~zuØ vspomogatel~noe unitarnoe podobie s podhodØweæ diagonal~noæ transformiru¸weæ matriceæ D = (1, d), moßno zamenit~ Q̃_2 matriceæ Q̂_2 = `_{α |β|} |β| 1 − α ´_{, (7)}

20 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV sohraniv pri fftom formu matricy P̃_2: P̂_2 = P̃_2.

Teper~ my vyØsnim smysl qisel α i |β| v formule (7). PerepisyvaØ vtoroe sootnoxenie v (6) kak α(1 − α) = |β|^2, ili (α − 1 2 )^2 + |β|^2 = 1 4 , moßno sqitat~, qto α = 1 2 + 1 2 cos 2t, |β| = 1 2 sin 2t

dlØ podhodØwego qisla t v intervale 0 < t < π 2 (sm. (5)). Ots¸da sleduet, qto matricu Q̂_2 moßno zapisat~ v vide

Q̂_2 =

`_{cos2 t cos t sin t}

cos t sin t sin^2 t

´_= `_{cos t}

sin t

´_{( cos t sin t ) .}

Predpoloßim, qto opisannye vyxe preobrazovaniØ prodelany dlØ vseh diagonal~nyh 2 × 2-blokov v obweæ bloqnodiagonal~noæ forme matric P i Q. V rezul~tate budut poluqeny pary blokov

P^{(k)}_2 =

`_{1 0} 0 0 ´_{i Q(k)} 2 = `_{cos2 tk cos tk sin tk}

cos t_k sin t_k sin^2 t_k

´_{, (8)} k = 1, 2, . . . , m. Vyqislim, nakonec, proizvedenie P Q, ispol~zuØ bazis, otveqa¸wiæ preobrazovannoæ bloqno-diagonal~noæ forme. �to proizvedenie ØvlØetsØ bloqno-diagonal~noæ matriceæ; ee diagonal~nye 1×1-fflementy sut~ edinicy libo nuli, priqem edinicy sootvetstvu¸t kombinacii 1 1

ZAMEQANIE O KANONIQESKO` FORME 21 v obweæ bloqno-diagonal~noæ forme matric P i Q. Diagonal~- nye 2 × 2-bloki matricy P Q ime¸t vid

P^{(k)}_2 Q^{(k)}_2 =

`_{cos2 tk cos tk sin tk} 0 0 ´_{, k = 1, 2, . . . , m. (9)} SingulØrnye qisla bloka v fftoæ formule sut~ cos t_k i 0.

Poloßim r = min{rank P, rank Q}.

Napomnim (sm. [4] ili [5]), qto kanoniqeskie ugly meßdu podprostranstvami

L = im P i M = im Q (10)

opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

0 6 ϕ1(L, M) 6 · · · 6 ϕr(L, M) 6^π_2 , cos ϕ_i(L, M) = σ_i(P Q), i = 1, . . . , r, gde σ_i(P Q) sut~ singulØrnye qisla matricy P Q, raspoloßennye v porØdke nevozrastaniØ.

Esli nazvat~ kanoniqeskoæ formoæ ortoproektorov P i Q postroennu¸ vyxe obwu¸ bloqno-diagonal~nu¸ formu, to rezul~- taty naxego issledovaniØ moßno summirovat~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 3. Ugly t1, . . . , tm v matricah (8) sut~ netrivial~nye

(t.e., otliqnye ot nulØ) kanoniqeskie ugly meßdu podprostranstvami, ukazannymi v (10).

Ots¸da sleduet, qto esli vmesto blokov P_2 privodit~ k diagonal~nomu vidu bloki Q_2, to poluqennye v rezul~tate bloki P̂_2 budut imet~ tu ße formu (7), kaku¸ preßde imeli bloki Q̂_2. Tem samym, kak i sledovalo oßidat~, P i Q igra¸t simmetriqnu¸ rol~ po otnoxeni¸ k svoeæ obweæ kanoniqeskoæ forme.

Literatura

1. D. B. Wales, Connections between finite linear groups and linear algebra. — Linear Multilinear Algebra, 7 (1979), 267–279.

2. H. F. Blichfeldt, Finite Collineation Groups. University of Chicago Press (1917). 3. D. Z̆. Djoković, Unitary similarity of projectors. — Aeq. Math., 42 (1991), 220–224.

22 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV

4. G. W. Stewart, J. Sun, Matrix Perturbation Theory. Academic Press (1990). 5. H. K. Wimmer, Canonical angles of unitary spaces and perturbations of direct complements. — Linear Algebra Appl., 287 (1999), 373–379.

George A., Ikramov Kh. D. A note on the canonical form for a pair of orthoprojectors.

Let P and Q be orthoprojectors in C^n. The canonical form for P and Q is constracted as their common block diagonal form with diagonal blocks of order one or two. The entries in the 2×2 blocks of the canonical form are then interpreted in terms of the canonical angles between the subspaces L = im P and M = im Q.

Postupilo 2 fevralØ 2004 g.

School of Computer Science, University of Waterloo, Waterloo, Ontario, Canada

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet