Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

H. D. Ikramov, M. Matin far

O KOMP^ıTERNO–ALGEBRAIQESKO` REALIZACII METODA NAIMEN^XIH KVADRATOV NA NEOTRICATEL^NOM ORTANTE

§1. Vvedenie

NastoØwaØ stat~Ø — pØtaØ sredi naxih publikaciæ, posvØwennyh razliqnym aspektam komp~¸terno-algebraiqeskoæ realizacii metoda naimen~xih kvadratov. Pri fftom v rabotah [1–3] req~ xla o bezuslovnoæ lineænoæ zadaqe naimen~xih kvadratov (ZNK) min x2R^{n ||Ax − b||2, (1)} gde A — zadannaØ m × n-matrica, a b — zadannyæ vektor razmernosti m. Zadaqa naimen~xih kvadratov s ograniqeniØmi v vide lineænyh uravneniæ (zadaqa NKU) rassmotrena v [4].

Naxa oqerednaØ cel~ — zadaqa naimen~xih kvadratov s ograniqeniØmi v vide lineænyh neravenstv (zadaqa NKN). Ona formuliruetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ zadany (vewestvennye) m × n-matrica G, m2 × n-matrica E i vektory h i f razmernosti sootvetstvenno m i m_2. TrebuetsØ naæti vektor x ∈ R^n, minimiziru¸wiæ veliqinu ||Ex − f||2 i udovletvorØ¸wiæ sisteme lineænyh neravenstv Gx ≥ h. (2) Zdes~ i dalee neravenstva meßdu vewestvennymi vektorami odinakovoæ razmernosti ponima¸tsØ kak pokomponentnye neravenstva.

Izvestno (sm., naprimer, [5]), qto zadaqa NKN moßet byt~ svedena k svoemu sobstvennomu qastnomu sluqa¸, a imenno k tak nazyvaemoæ zadaqe NNLS (Nonnegative Least Squares — naimen~- xie kvadraty s usloviem neotricatel~nosti): minimizirovat~ ||Ex − f||2 (3) 23

24 H. D. IKRAMOV, M. MATIN FAR pri uslovii, qto x ≥ 0. (4)

Metod fftogo svedeniØ, otliqa¸wiæsØ ot rekomendovannogo v [5], my obsudim v sledu¸weæ stat~e na dannu¸ temu. Odnako sama ustanovka na rexenie zadaqi NKN posredstvom vspomogatel~noæ zadaqi (3)–(4) oznaqaet, qto v pakete programm dlØ zadaqi NKN algoritm, rexa¸wiæ zadaqu NNLS, dolßen igrat~ central~nu¸ rol~. Komp~¸terno-algebraiqeskaØ realizaciØ fftogo algoritma (algoritma NNLS) i ØvlØetsØ predmetom nastoØweæ stat~i.

V §2 my napominaem strukturu algoritma NNLS i obsußdaem vozmoßnosti povyxeniØ ego ffffektivnosti. Oni svØzany s tem obstoØtel~stvom, qto matricy bezuslovnyh ZNK, rexaemyh na sosednih xagah algoritma, ØvlØ¸tsØ malorangovymi (i daße, kak pravilo, odnorangovymi) korrekciØmi drug druga.

V §3 my obsußdaem postroenie testovyh primerov i rezul~taty qislennyh ffksperimentov s predlagaemoæ nami realizacieæ algoritma NNLS v vide procedury Øzyka Maple.

§2. Algoritm NNLS

Algoritm NNLS (sm. [5]) po suwestvu ØvlØetsØ algoritmom poiska vektora x, kotoryæ vmeste s dvoæstvennym vektorom w udovletvorØl by usloviØm Kuna–Takkera dlØ zadaqi NNLS. Vhodnymi dannymi algoritma ØvlØ¸tsØ celye qisla m_2 i n, m_2 × nmatrica E i m_2-vektor f. Algoritm ispol~zuet raboqie vektory w i z razmernosti n i dva podmnoßestva P i L indeksnogo mnoßestva {1, 2, . . . , n}. Komponenty tekuwego vektora x, indeksirovannye mnoßestvom L, ime¸t znaqenie nul~. Komponenty, indeksirovannye mnoßestvom P , mogut prinimat~ nenulevye znaqeniØ. Esli znaqenie takoæ komponenty nepoloßitel~no, to algoritm libo izmenit ego na poloßitel~noe, libo, ustanoviv nulevoe znaqenie, peremestit indeks komponenty iz P v L.

Po okonqanii raboty algoritma v massive x nahoditsØ rexenie zadaqi NNLS, a v massive w — dvoæstvennyæ vektor.

Algoritm NNLS

1. Poloßit~ P = ∅, L = {1, 2, . . . , n}, x = 0. 2. Vyqislit~ n-vektor w = E^T (f − Ex).

3. Esli mnoßestvo L pusto ili w_j ≤ 0 dlØ vseh j ∈ L, pereæti k xagu 12.

O KOMP^ıTERNO–ALGEBRAIQESKO` REALIZACII 25 4. Naæti indeks t ∈ L takoæ, qto w_t = max{w_j | j ∈ L}. 5. Peremestit~ indeks t iz mnoßestva L v mnoßestvo P . 6. Pust~ E_P — matrica razmera m_2 × n, opredelØemaØ sledu- ¸wim obrazom:

stolbec j matricy E_P = { stolbec j matricy E, esli j ∈ P, 0, esli j ∈ L. Vyqislit~ n-vektor z kak normal~noe psevdorexenie sistemy lineænyh uravneniæ E_P z = f. (5)

Zametim, qto komponenty vektora z s indeksami j ∈ L ravny nul¸.

7. Esli z_j > 0 dlØ vseh j ∈ P , poloßit~ x = z i pereæti k xagu 2. 8. Naæti indeks q ∈ P takoæ, qto x_q x_q − z_q = min { x_j x_j − z_j | z_j ≤ 0, j ∈ P } . 9. Poloßit~ α = x_q x_q − z_q . 10. Pereopredelit~ znaqenie x na x + α(z − x). 11. Peremestit~ iz mnoßestva P v mnoßestvo L vse indeksy j ∈ P , dlØ kotoryh x_j = 0. Pereæti k xagu 6.

12. Zakonqit~ vyqisleniØ.

Moßno sqitat~, qto algoritm NNLS sostoit iz osnovnogo cikla (cikla A) i vnutrennego cikla (cikla B). Cikl B sostavlØ¸t xagi 6–11; edinstvennyæ vhod v nego — qerez xag 6, a edinstvennyæ vyhod — qerez xag 7.

Cikl A sostoit iz xagov 2–5 i cikla B. On naqinaetsØ xagom 2; vyhod iz cikla — qerez xag 3.

V [5, gl. 23, §3] dokazano, qto algoritm NNLS koneqen, poskol~ku koneqnoe qislo raz vypolnØetsØ cikl A, a vnutri nego takße koneqno qislo povtoreniæ cikla B. Na praktike vyhod iz cikla B obyqno proishodit pri pervom ße dostißenii xaga 7. Qto kasaetsØ cikla A, to qislo ego povtoreniæ, po ime¸wimsØ nabl¸deniØm, ravno v srednem ≈^n_2 .

26 H. D. IKRAMOV, M. MATIN FAR

Zametim, qto zadaqa naimen~xih kvadratov, rexaemaØ na xage 6, otliqaetsØ ot zadaqi, rexavxeæsØ pri predyduwem vypolnenii fftogo xaga, libo tem, qto v matricu E_P byl vveden dopolnitel~nyæ nenulevoæ stolbec, libo tem, qto iz E_P na xage 11 byli udaleny odin ili neskol~ko nenulevyh stolbcov. I v tom, i v drugom sluqae matricy E_P dvuh sosednih xagov ØvlØ¸tsØ malorangovymi (v tipiqnom sluqae, odnorangovymi) korrekci- Ømi drug druga. �ta situaciØ i vyqislitel~nye preimuwestva, kotorye iz nee moßno izvleq~, podrobno rassmotreny v naxih rabotah [2, 3].

§3. rezul~taty qislennyh ffksperimentov

Algoritm NNLS, opisannyæ v predyduwem razdele, realizovan nami v vide procedury Øzyka Maple. �ta procedura imeet dve versii. V versii NNLS1 bezuslovnaØ ZNK na xage 6 rexaetsØ posredstvom procedury Least Squares iz standartnoæ biblioteki sistemy Maple. V versii NNLS2 dlØ peresqeta normal~- nogo psevdorexeniØ meßdu kaßdymi dvumØ posledovatel~nymi vypolneniØmi xaga 6 ispol~zu¸tsØ sostavlennye nami Mapleprocedury AC i DC (ot Add Column i Delete Column; sm. [3]).

�ffektivnost~ ukazannyh dvuh versiæ sopostavlØlas~ v dvuh seriØh qislennyh ffksperimentov. Testovye zadaqi dlØ fftih ffksperimentov byli sostavleny s pomow~¸ M -matric.

Napomnim, qto vewestvennaØ n × n-matrica A s nepoloßitel~- nymi vnediagonal~nymi fflementami nazyvaetsØ M -matriceæ, esli A nevyroßdenna i obratnaØ matrica A�^1 (pofflementno) neotricatel~na. Horoxo izvestnym primerom M -matric ØvlØ- ¸tsØ matricy Stil~t~esa, t.e. poloßitel~no opredelennye matricy s nepoloßitel~nymi vnediagonal~nymi fflementami. Poloßitel~naØ opredelennost~ simmetriqnoæ matricy A s poloßitel~noæ diagonal~¸ obespeqivaetsØ, naprimer, svoæstvom diagonal~nogo preobladaniØ. Tak, v naxih ffksperimentah ispol~zovalas~ (dlØ razliqnyh znaqeniæ n) matrica

A_n = n −1 −1 · · · −1 −1 n −1 · · · −1 · · · · · · · · · · · · · · · −1 −1 −1 · · · n . (6)

O KOMP^ıTERNO–ALGEBRAIQESKO` REALIZACII 27 Pust~ matrica sistemy lineænyh uravneniæ

Ax = b (7)

ØvlØetsØ M -matriceæ, a b — vektor s neotricatel~nymi komponentami. Togda edinstvennoe rexenie x0 = A�1b sistemy (7) takße imeet neotricatel~nye komponenty. Pofftomu, polagaØ v zadaqe (3)–(4) E = A, f = b, my dolßny poluqit~ v kaqestve rexeniØ vektor x_0. Naprimer, zadavaØ v sluqae matricy (6) b = (1, 1, . . . , 1)^T , (8)

nahodim x0 = A�1_n b = (1, 1, . . . , 1)^T = b. (9)

V pervoæ serii ffksperimentov dlØ znaqeniæ n = 10, 20, 30, 40, 50 rexalas~ sistema (7) s matriceæ A_n i pravoæ qast~¸ (8). Rasqety velis~ na personal~nom komp~¸tere Pentium III s taktovoæ qastotoæ 650 MHz. Ispol~zovalas~ sistema Maple-7. VremØ rexeniØ zadaq dannoæ serii (v sekundah) obeimi versiØmi procedury NNLS pokazano v tabl. 1.

Tablica 1 n N N LS1 N N LS2 10 1.6 0.8 20 11.1 5.2 30 44.2 19.5 40 126.6 52.7 50 296.2 120.3

Sootnoxenie (9) oznaqaet, qto vektor (8) ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy A�^1_n , otveqa¸wim ee (starxemu) sobstvennomu znaqeni¸ 1. Netrudno pokazat~, qto A�^1_n ne imeet drugih (nekollinearnyh) sobstvennyh vektorov s neotricatel~- nymi komponentami. Toqno tak ße, b est~ edinstvennyæ (s toqnost~¸ do kollinearnosti) sobstvennyæ vektor s neotricatel~- nymi komponentami dlØ matricy A_n. (On otveqaet naimen~xemu

28 H. D. IKRAMOV, M. MATIN FAR sobstvennomu znaqeni¸ 1.) Pofftomu zadaqa NNLS s

E = ( A_n −I_n 1 · · · 1 ) , f = 0 · · · 0 1 , (10)

gde f — vektor razmernosti n + 1 s edinstvennoæ nenulevoæ komponentoæ, imeet rexenie

x0 = ( 1 n , 1 n , . . . , 1 n )_T . (11)

Poslednee uravnenie zadaqi

x1 + x2 + . . . + x_n = 1

imeet smysl normirovoqnogo usloviØ dlØ sobstvennogo vektora.

Vo vtoroæ serii ffksperimentov matrica i vektor zadaqi (3), (4) zadavalis~ formulami (10) pri n = 10, 20, 30, 40, 50. VremØ rexeniØ dlØ obeih versiæ procedury NNLS pokazano v tabl. 2.

Tablica 2 n N N LS1 N N LS2 10 1.3 0.8 20 9.7 5.4 30 38.8 20.0 40 111.6 54.4 50 264.5 123.3

V naxi programmy byl vkl¸qen sqetqik qisla povtoreniæ xaga 6. DlØ vseh naxih zadaq znaqenie fftogo sqetqika na vyhode iz programmy bylo ravno razmernosti n vektora peremennyh x. �to svØzano s tem obstoØtel~stvom, qto rexeniem ØvlØetsØ vektor, vse komponenty kotorogo strogo poloßitel~ny (vektor (9) ili (11)), meßdu tem kak naqal~noe priblißenie vsegda est~ nulevoæ vektor (sm. xag 1).

Po priqinam, raz¨Øsnennym v razdele 2, my rassqityvali na b&ol~xu¸ ffffektivnost~ versii NNLS2 po sravneni¸ s NNLS1.

O KOMP^ıTERNO–ALGEBRAIQESKO` REALIZACII 29 Tablicy 1 i 2 svidetel~stvu¸t, qto v opredelennoæ stepeni ffti oßidaniØ opravdalis~: NNLS2 rabotaet v 2–2,5 raza bystree, qem NNLS1. Tot fakt, qto preimuwestvo NNLS2 ne okazalos~ bolee ubeditel~nym, moßno ob¨Øsnit~ nedostatoqnoæ qistotoæ ffksperimenta: ved~ sravnivalis~, s odnoæ storony, biblioteqnaØ procedura sistemy Maple, sostavlennaØ s ispol~zovaniem vseh vozmoßnosteæ fftoæ sistemy, i, s drugoæ storony, “syrye” ffksperimental~nye procedury AC i DC.

Literatura 1. H. D. Ikramov, M. Matin far, O komp~¸terno-algebraiqeskih procedu-

rah dlØ psevdoobraweniØ matric. — ȷVM i MF, 43 (2003), 163–168.

2. H. D. Ikramov, M. Matin far, Odnorangovye modifikacii i peresqet

psevdoobratnyh matric. — Vestnik Mosk. un-ta. SeriØ 15. Vyqisl.

matem. kibernet., No. 4 (2002), 12–17.

3. H. D. Ikramov, M. Matin far, Peresqet normal~nyh psevdorexeniæ pri

odnorangovyh modifikaciØh matricy. — ȷVM i MF, 43 (2003), 493–505.

4. H. D. Ikramov, M. Matin far, O komp~¸terno-algebraiqeskih procedu-

rah dlØ lineænoæ zadaqi naimen~xih kvadratov s lineænymi svØzØmi. —

ȷVM i MF, 44 (2004), 206–212.

5. C. L. Lawson, R. J. Hanson, Solving Least Squares Problems. Prentice-Hall, Englewood Cliffs (1974).

Ikramov Kh. D., Matin far M. On the computer-algebra implementation of the least-squares method on the nonnegative orthant.

Maple procedures for solving the so-called NNLS (Nonnegative Least Squares) problem are described. The NNLS problem is to minimize ||Ex − f||2 subject to x ≥ 0. The solution of an NNLS problem is the crucial step OF the conventional algorithm for solving linear least-squares problemS with linear inequality constraints.

Postupilo 2 fevralØ 2004 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet