Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

S. N. Il~in

O BESKONEQNYH OGRANIQENNO–TEPLICEVYH PRODOLȷENI˚H TEPLICEVYH MATRIC

V nastoØweæ stat~e issledu¸tsØ beskoneqnye ograniqennoteplicevy prodolßeniØ naimen~xego ranga prØmougol~nyh teplicevyh matric. Poluqeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ edinstvennosti takogo prodolßeniØ.

V rabote ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ i terminy, prinØtye v [1]. Matrica T = (t_{ij}) s fflementami iz polØ F nazyvaetsØ teplicevoæ, esli t_{ij} = t_{pq} pri i − j = p − q. KoneqnaØ ili beskoneqnaØ matrica, soderßawaØ matricu T v kaqestve podmatricy, sovpada¸weæ s levym verhnim uglom, nazyvaetsØ prodolßeniem matricy T . Sredi prodolßeniæ teplicevyh matric naibolee izuqeny teplicevy prodolßeniØ naimen~xego ranga (sm., napr., [2]). My ße interesuemsØ beskoneqnymi prodolßeniØmi bolee obwego vida.

Pust~ T = t_l t_{l+1} . . . t_{l+m−1} t_{l−1} t_l . . . t_{l+m−2} . . . . . . . . . . . . t_1 t_2 . . . t_m

— tepliceva l×m-matrica. Beskoneqnoe prodolßenie TN, stroki i stolbcy kotorogo zanumerovany natural~nymi qislami, nazyvaetsØ ograniqenno-teplicevym, esli svoæstvo teplicevosti

(i − j = p − q ⇒ t_{ij} = t_{pq} ) spravedlivo pri 1 − l 6 i − j 6 m − 1;

takim obrazom, TN soderßit teplicevu diagonal~nu¸ “polosu”, vkl¸qa¸wu¸ v sebØ ishodnu¸ matricu T . Ograniqennoteplicevy prodolßeniØ oblada¸t sledu¸wim svoæstvom [1, teorema 2]: naimen~xiæ iz rangov beskoneqnyh ograniqennoteplicevyh prodolßeniæ teplicevoæ matricy T sovpadaet s naimen~xim iz rangov ee beskoneqnyh teplicevyh prodolßeniæ. Drugimi slovami, sredi beskoneqnyh ograniqenno-teplicevyh prodolßeniæ naimen~xego ranga vsegda est~ teplicevo prodolßenie. �to dopolnØet rezul~taty iz [2] v tom otnoxenii, qto 30

O BESKONEQNYH PRODOLȷENI˚H 31 nevozmoßno umen~xit~ rang prodolßeniØ za sqet otkaza ot teplicevosti vne soderßaweæ ishodnu¸ matricu diagonal~noæ polosy. OsnovnaØ cel~ dannoæ raboty zakl¸qaetsØ v tom, qtoby vyØsnit~, v kakoæ stepeni rasxirenie mnoßestva dopustimyh prodolßeniæ do ograniqenno-teplicevyh vliØet na mnoßestvo prodolßeniæ naimen~xego ranga.

Oboznaqiv qerez rt(T ) i rlt(T ) naimen~xie iz rangov beskoneqnyh teplicevyh i, sootvetstvenno, ograniqenno-teplicevyh prodolßeniæ matricy T , vyrazim privedennoe vyxe utverßdenie ravenstvom

rt(T ) = rlt(T ). (1)

Po analogii s prodolßeniØmi vida TNvvedem v rassmotrenie ograniqenno-teplicevy prodolßeniØ vida TZ— beskoneqnye matricy, stroki i stolbcy kotoryh zanumerovany celymi qislami. Kaßdoe teplicevo (ograniqenno-teplicevo) prodolßenie TZ soderßit sootvetstvu¸wee teplicevo (ograniqenno-teplicevo) prodolßenie TNv kaqestve podmatricy, sovpada¸weæ s pravym nißnim uglom. Legko videt~, qto v silu svoæstva teplicevosti veliqina rt(T ) ne zavisit ot togo, opredelØem li my ee otnositel~no prodolßeniæ vida TNili otnositel~no prodolßeniæ vida TZ. Vvidu (1) i oqevidnyh neravenstv

rlt(T ) 6 min_TZ_{∈L} rank(TZ) 6 min_TZ_{∈T} rank(TZ) = rt(T ),

gde T i L — mnoßestva teplicevyh i, sootvetstvenno, ograniqenno-teplicevyh prodolßeniæ matricy T , analogiqnoe utverßdenie spravedlivo i dlØ veliqiny rlt(T ). V dal~neæxem my rassmatrivaem tol~ko prodolßeniØ vida TZ, pofftomu imenno k nim i budem otnosit~ veliqiny rt(T ) i rlt(T ).

Sopostavim teplicevoæ l ×m-matrice T nabor teplicevyh matric

T_1 = (t_1 . . . t_n), T_2 = ( t_2 . . . t_n t_1 . . . t_{n−1} ) , . . ., T_n = t_1 . . t_n , gde n = l +m−1. Legko ponØt~, qto l-Ø matrica nabora sovpadaet s T i qto vse ukazannye matricy ime¸t odno i to ße mnoßestvo beskoneqnyh ograniqenno-teplicevyh prodolßeniæ, toqnee govorØ, kaßdoe beskoneqnoe prodolßenie odnoæ matricy poluqaetsØ

32 S. N. IL^IN

iz sootvetstvu¸wego prodolßeniØ drugoæ matricy sdvigom na

nekotoroe qislo poziciæ vlevo ili vpravo. Pofftomu bez pote-

ri obwnosti moßno sqitat~, qto T = T_1. ˚sno, qto kaßdoe te-

plicevo prodolßenie TZodnoznaqno opredelØetsØ l¸boæ svoeæ

strokoæ (. . . , t_0, t_1, . . . , t_n, t_{n+1}, . . . ). �lementy strok ograniqenno-

teplicevyh prodolßeniæ matricy T budem oboznaqat~ qerez t^{(i)}_j ,

opuskaØ nomer i stroki dlØ fflementov, popada¸wih v polosu te-

plicevosti.

Teorema 1. Pust~ rt(T ) = r < (n + 1)/2. Togda suwestvuet edin-

stvennoe beskoneqnoe ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga

r, priqem ono teplicevo.

Dokazatel~stvo. S uqetom (1) dostatoqno dokazat~ tol~ko

edinstvennost~. Nam ponadobØtsØ dve lemmy iz [1]:

Lemma 1. Pust~ rt(T ) = r. Togda rank(Tr ) = min{r, n − r + 1}.

Lemma 2. Pust~ rt(T ) = r i 1 6 k 6 n − r + 1. Togda rang matricy

T_k sovpadaet s rangom ee podmatricy, obrazovannoæ r pervymi

ili r poslednimi stolbcami.

Pust~ TZ— ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga r ma-

tricy T . Soglasno uslovi¸ teoremy imeem r < n − r + 1, qto v

silu lemmy 1 vleqet rank(T_r ) = r. Togda vvidu lemmy 2 minory M = | | | | | | t_r . . . t_{2r−1} . . . . . . . . . t_1 . . . t_r

| | | | | | i M^′ = | | | | | | t_{n−r+1} . . . t_n . . . . . . . . . t_{n−2r+2} . . . t_{n−r+1}

| | | | | | otliqny ot nulØ. Poskol~ku vse minory porØdka r + 1 v matrice

TZravny 0, to fflement t^{(i)}n+1 stroki s nomerom i, sledu¸wiæ za

fflementom t_n, dolßen udovletvorØt~ uslovi¸ | | | | | | | t_{r+1} . . . t_{2r} t^{(i)}_{n+1} t_r . . . t_{2r−1} t_n . . . . . . . . . . . . t_1 . . . t_r t_{n−r+1}

| | | | | | | = 0.

Razloßiv fftot minor po pervoæ stroke, pridem k ravenstvu vida

M t^{(i)}_{n+1} + C = 0, gde M ≠ 0, otkuda t^{(i)}_{n+1} = −C/M dlØ vseh i.

Voobwe, esli uße dokazano, qto fflementy t^{(i)}m ne zavisØt ot i pri

m = n + 1, . . ., n + k, to analogiqnoe utverßdenie dlØ fflementov

O BESKONEQNYH PRODOLȷENI˚H 33

t^{(i)}_{n+k+1} poluqaetsØ primeneniem privedennyh vyxe rassußdeniæ

k uslovi¸ | | | | | | | | t_{r+1} . . . t_{2r} t^{(i)}_{n+k+1} t_r . . . t_{2r−1} t_{n+k} . . . . . . . . . . . . t_1 . . . t_r t_{n−r+k+1}

| | | | | | | | = 0.

Podobnym obrazom, ispol~zuØ otliqnyæ ot nulØ minor M^′, ustanavlivaetsØ nezavisimost~ ot i fflementov t^{(i)}m pri m 6 0. �

Teorema 2. Pust~ r = rt(T ) > (n + 1)/2 i pole F soderßit bolee

dvuh fflementov. Togda dlØ T

1) suwestvuet beskoneqnoe ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga r, ne ØvlØ¸weesØ teplicevym;

2) suwestvu¸t po kraæneæ mere dva beskoneqnyh teplicevyh prodolßeniØ ranga r.

Dokazatel~stvo. Postroim prodolßeniØ s ukazannymi svoæ-

stvami. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ r = (n + 1)/2. V samom dele, esli r > (n + 1)/2, to uveliqim dlinu stroki T , pripisav k neæ sprava nußnoe koliqestvo fflementov t_{n+1}, . . . ,t_{n+k} beskoneqnogo tepliceva prodolßeniØ ranga r tak, qtoby dlina n^′ novoæ stroki udovletvorØla ravenstvu r = (n^′ + 1)/2. Teper~ dostatoqno postroit~ trebuemye prodolßeniØ stroki dliny n^′.

Itak, pust~ r = (n + 1)/2. Dokaßem tri vspomogatel~nye lem- my. Lemma 3. Esli v matrice A l¸bye r podrØd iduwih strok lineæ-

no nezavisimy, a l¸bye r + 1 podrØd iduwih strok lineæno zavisimy, to rank(A) = r.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem r iduwih podrØd strok a1, . . . , ar

matricy A. Poskol~ku sistema {a_1, . . ., a_r} lineæno nezavisima, a sistema {a_1, . . . , a_r, a_{r+1}} lineæno zavisima, to stroka

a_{r+1} lineæno vyraßaetsØ qerez a_1, . . . , a_r. Analogiqno, sistema {a_2, . . . , a_{r+1}} lineæno nezavisima, a sistema {a_2, . . . , a_{r+1}, a_{r+2}} lineæno zavisima, pofftomu stroka a_{r+2} lineæno vyraßaetsØ qerez a_2, . . . , a_{r+1} i, sledovatel~no, vyraßaetsØ qerez a_1, . . . , a_r, i tak dalee. Takim obrazom, vse stroki matricy A ØvlØ¸tsØ lineænymi kombinaciØmi ee r lineæno nezavisimyh strok, otkuda

rank(A) = r. �

34 S. N. IL^IN

Poloßim K(x) = | | | | | | | | t_{r−1} t_r . . . t_{n−1} t_{r−2} t_{r−1} . . . t_{n−2} . . . . . . . . . . . . t_1 t_2 . . . t_r x t_1 . . . t_{r−1}

| | | | | | | | .

Lemma 4. Pust~ rt(T ) = r = (n + 1)/2. Togda uravnenie K(x) = 0

imeet ne bolee odnogo kornØ.

Dokazatel~stvo. Tak kak r = (n + 1)/2, to r = n − r + 1, pofftomu

v silu lemmy 1 imeem rank(T_r) = r i M = | | | | | | t_r . . . t_n . . . . . . . . . t_1 . . . t_r

| | | | | | ≠ 0.

Oqevidno, uravnenie K(x) = 0 moßno preobrazovat~ k vidu

Ax + B = 0, gde A, B ∈ F , A = | | | | | t_r . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_2 . . . t_r

| | | | | . Predpoloßiv, ot

protivnogo, suwestvovanie, po kraæneæ mere, dvuh korneæ dannogo uravneniØ, prihodim v silu ego lineænosti k tomu, qto ego kornØmi ØvlØ¸tsØ vse fflementy polØ F , to est~ K(a) = 0 dlØ vseh a ∈ F . Oqevidno, ffto vozmoßno tol~ko pri A = 0, tak

qto rank t_r . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_2 . . . t_r < r − 1. Stolbcy (t_r , . . ., t_2, t_1)^t, . . . ,

(t_{n−1}, . . . , t_r, t_{r−1})^t vhodØt v otliqnyæ ot nulØ minor M , sledova-

tel~no, oni lineæno nezavisimy, pofftomu ravenstvo K(a) = 0 oznaqaet, qto stolbec (t_{r−1}, . . . , t_1, a)^t ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ stolbcov (t_r , . . . , t_2, t_1)^t, . . . , (t_{n−1}, . . ., t_r, t_{r−1})^t. No togda ukoroqennyæ stolbec (t_{r−1}, . . . , t_1)^t lineæno vyraßaetsØ qerez stolbcy (t_r, . . . , t_2)^t, . . . , (t_{n−1}, . . . , t_r)^t, otkuda

rank t_{r−1} t_r . . . t_{n−1} . . . . . . . . . . . . t_1 t_2 . . . t_r

= rank t_r . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_2 . . . t_r < r − 1, qto protivoreqit lineænoæ nezavisimosti strok (t_{r−1}, . . . , t_{n−1}),

. . . , (t_1, . . . , t_r), vhodØwih v otliqnyæ ot nulØ minor M . �

Lemma 5. Pust~ rt(T ) = r = (n + 1)/2. Esli v pole F est~, po

kraæneæ mere, dva fflementa, ne ØvlØ¸wiesØ kornØmi uravneniØ K(x) = 0, to dlØ matricy T

O BESKONEQNYH PRODOLȷENI˚H 35

1) suwestvuet beskoneqnoe ograniqenno-teplicevo prodolße-

nie ranga r, ne ØvlØ¸weesØ teplicevym;

2) suwestvu¸t, po kraæneæ mere, dva beskoneqnyh teplicevyh

prodolßeniØ ranga r.

Dokazatel~stvo. 1) Postroim iskomoe prodolßenie TZ. Kak i

v dokazatel~stve lemmy 4, iz ravenstva r = (n + 1)/2 vyvodim M = | | | | | t_r . . . t_n . . . . . . . . . t_1 . . . t_r

| | | | | ≠ 0. Soglasno uslovi¸ lemmy naædutsØ dva

razliqnyh fflementa a_1, a_2 ∈ F takie, qto K(a_i) ≠ 0 (i = 1, 2).

Poloßim

t^{(i)}_0 = { a_1, esli i neqetno

a_2, esli i qetno.

�lementy t^{(i)}_{−(k+1)} pri uße naædennyh dlØ vseh i fflementah t^{(i)}_0 ,

. . . , t^{(i)}_{−k} budem nahodit~ iz rekurrentnyh sootnoxeniæ, oprede-

lØemyh ravenstvami | | | | | | | | | | t^{(i−r)}_{−(k−r+1)} t_r . . . t_n t^{(i−r+1)} −(k−r+2) tr−1 . . . tn−1 . . . . . . . . . . . . t^{(i−1)} −k t_1 . . . t_r t^{(i)}_{−(k+1)} t^{(i)}_0 . . . t_{r−1}

| | | | | | | | | | = 0, k > 0. (3)

Oqevidno, ravenstva (3) moßno preobrazovat~ k vidu M t^{(i)}_{−(k+1)} +

C(t^{(i−1)}_{−k} , . . . ) = 0, gde M ≠ 0, tak qto fflementy t^{(i)}_{−(k+1)} pri vseh i

opredeleny korrektno. Analogiqno, fflementy t^{(i)}_{n+k} pri uße naæ-

dennyh dlØ vseh i fflementah t^{(i)}_{n+1}, . . . , t^{(i)}_{n+k−1} budem nahodit~ iz

rekurrentnyh sootnoxeniæ, opredelØemyh usloviØmi | | | | | | | | | | t_r . . . t_n t^{(i)}_{n+k} t_{r−1} . . . t_{n−1} t^{(i+1)}_{n+k−1} . . . . . . . . . . . . t_1 . . . t_r t^{(i+r−1)}_{r+k} t^{(i+r)}_0 . . . t_{r−1} t^{(i+r)}_{r+k−1}

| | | | | | | | | | = 0, k > 1. (4)

Poskol~ku ravenstva (4) privodØtsØ k vidu K(t^{(i+r)}_0 )t^{(i)}_{n+k} +

D(t^{(i+1)}_{n+k−1}, . . .) = 0, priqem kofffficient K(t^{(i+r)}_0 ) po postroeni¸

36 S. N. IL^IN raven libo K(a_1), libo K(a_2) i, sledovatel~no, kak v tom, tak i v drugom sluqae otliqen ot nulØ, to fflementy t^{(i)}_{n+k} pri kaßdom i takße opredeleny korrektno. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto postroennoe ograniqenno-teplicevo (no ne teplicevo) prodolßenie TZudovletvorØet usloviØm lemmy 3 i pofftomu imeet rang r.

2) DlØ postroeniØ iskomyh teplicevyh prodolßeniæ T^′Zi T^{′′}Z dostatoqno povtorit~ rassußdeniØ p.1), poloßiv t^{0(i)}_0 = a_1 i

t^{00(i)}_0 = a_2 dlØ vseh i. �

Zaverxim dokazatel~stvo teoremy 2. Soglasno lemme 4 uravnenie K(x) = 0 imeet ne bolee odnogo kornØ. Pofftomu v pole F est~ po kraæneæ mere dva fflementa, ne ØvlØ¸wiesØ kornØmi uravneniØ K(x) = 0, i trebuemoe utverßdenie nemedlenno sleduet iz lemmy 5. �

Teorema 3. Pust~ rt(T ) = r i F — pole iz dvuh fflementov. Togda

beskoneqnoe ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga r matricy T , ne ØvlØ¸weesØ teplicevym,

1) pri r < (n + 1)/2 ne suwestvuet; 2) pri r > (n + 1)/2 suwestvuet;

3) pri r = (n + 1)/2 suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda

n > 1 i A = | | | | | t_r . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_2 . . . t_r

| | | | | = 0.

Sformulirovannoe utverßdenie ostaetsØ vernym, esli vyraßenie “ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga r matricy T , ne ØvlØ¸weesØ teplicevym” zamenit~ na “dva teplicevyh prodolßeniØ ranga r matricy T ”.

Dokazatel~stvo. Spravedlivost~ utverßdeniØ v sluqae 1) vy-

tekaet iz teoremy 1.

Rassmotrim sluqaæ 3). Naqnem s qasti “togda, kogda”. Deæstvitel~no, v silu lemmy 4 i usloviØ A = 0 uravnenie K(x) = 0 ne imeet korneæ, sledovatel~no, v pole F est~ dva razliqnyh fflementa — 0 i 1, ne ØvlØ¸wiesØ kornØmi uravneniØ K(x) = 0. Ostalos~ primenit~ lemmu 5.

Pereædem k qasti “tol~ko togda, kogda”. Dostatoqno dokazat~, qto esli n = 1 ili A ≠ 0, to beskoneqnoe ograniqennoteplicevo prodolßenie ranga r edinstvenno. V samom dele, esli

O BESKONEQNYH PRODOLȷENI˚H 37

n = 1, to r = (n+1)/2 = 1, tak qto edinstvennyæ fflement matricy

T raven 1. Legko proverØetsØ, qto ravenstvo | | | | 1 x y 1 | | | | = 0 v pole

iz dvuh fflementov verno tol~ko pri x = y = 1, pofftomu edinstvennoe vozmoßnoe ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga 1 matricy T — ffto prodolßenie, vse fflementy kotorogo ravny 1. Pust~ teper~ A ≠ 0. Togda uravnenie K(x) = 0 imeet rovno odno rexenie a ∈ F . Zametim, qto, kak i v dokazatel~stve lemmy 4, uslovie r = (n + 1)/2 vleqet M ≠ 0. Sledovatel~no, vhodØwie v M stroki c̄_1 = (t_1, t_2, . . ., t_r), . . . , c̄_{r−1} = (t_{r−1}, t_r, . . ., t_{n−1}) lineæno nezavisimy, pofftomu ravenstvo K(a) = 0 oznaqaet, qto stroka

(a, t_1, . . . , t_{r−1}) ØvlØetsØ ih lineænoæ kombinacieæ: (a, t_1, . . . , t_{r−1}) = r−1∑ k=1 λ_kc̄_k. (5)

Rassmotrim opredelitel~

L(x) = | | | | | | | | t_r t_{r+1} . . . t_n x t_{r−1} t_r . . . t_{n−1} t_n . . . . . . . . . . . . . . . t_1 t_2 . . . t_r t_{r+1} a t_1 . . . t_{r−1} t_r

| | | | | | | | .

Vvidu (5) opredelitel~ L(x) = M (t_r −^{r−1} ∑ k=1 λ_kt_{r+k}) ne zavisit ot

x. Netrudno videt~, qto t_r ≠^{r−1} ∑ k=1 λ_kt_{r+k}, poskol~ku inaqe stro-

ka (a, t_1, . . ., t_{r−1}, t_r) ØvlØlas~ by lineænoæ kombinacieæ strok

(t_{r−1}, t_r, . . . , t_{n−1}, t_n), . . . ,(t_1, t_2, . . . , t_r, t_{r+1}); v qastnosti, ukoro-

qennaØ stroka (t_1, . . . , t_{r−1}, t_r) ØvlØlas~ by lineænoæ kombinacieæ strok (t_r , . . . , t_{n−1}, t_n), . . . , (t_2, . . ., t_r, t_{r+1}), qto protivoreqit uslovi¸ M ≠ 0. Takim obrazom, vne zavisimosti ot vybora x opredelitel~ L porØdka r + 1 otliqen ot nulØ. Sledovatel~no, v ograniqenno-teplicevom prodolßenii TZranga r ni odin iz fflementov t^{(i)}_0 (i ∈ Z) ne moßet byt~ raven a. No v pole F vsego dva fflementa, pofftomu t^{(i)}_0 = t_0 pri l¸bom i, gde t_0 — vtoroæ fflement polØ. Oqevidno, TZteper~ moßno rassmatrivat~ kak beskoneqnoe ograniqenno-teplicevo prodolßenie ranga r stroki

38 S. N. IL^IN T̃ = (t_0, t_1, . . . , t_n) dliny ñ = n + 1, priqem r = ñ/2 < (ñ + 1)/2, qto

v silu teoremy 1 vleqet edinstvennost~ prodolßeniØ TZ.

Rassmotrim ostavxiæsØ sluqaæ 2). Itak, pust~ r > (n + 1)/2, sledovatel~no, r > (n+2)/2. Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto r = (n + 2)/2, poskol~ku v protivnom sluqae dlinu stroki T moßno uveliqit~ do nußnoæ veliqiny, pripisav k neæ sootvetstvu¸wie fflementy beskoneqnogo tepliceva prodolßeniØ ranga r. Poskol~ku n > 2 i n − r + 1 = r − 1, to matrica T_r imeet vid t_r . . . t_n t_{r−1} . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_2 . . . t_r t_1 . . . t_{r−1} .

Rassmotrim opredeliteli

N_1 = | | | | | t_{r−1} . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_1 . . . t_{r−1}

| | | | | , N_2 = | | | | | t_r . . . t_n . . . . . . . . . t_2 . . . t_r

| | | | | i pokaßem, qto hotØ by odin iz nih raven nul¸. Vospol~zuemsØ zameqaniem k teoreme 1 iz [1], soglasno kotoromu veliqina rt(T ) est~ naibol~xee k 6 n takoe, qto v matrice T_k pervaØ stroka ne ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ posledu¸wih strok ili poslednØØ stroka ne ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ predyduwih strok. Esli N_1 ≠ 0, to vhodØwie v nego stroki obrazu¸t bazis v prostranstve (r − 1)-mernyh strok, tak qto pervaØ stroka matricy T_r ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ posledu¸wih strok. Analogiqno, esli i N_2 ≠ 0, to poslednØØ stroka v T_r ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ predyduwih strok. No ffto protivoreqit upomØnutomu vyxe zameqani¸.

Poloßim T̄ = (t_0, t_1, . . . , t_n), esli N_1 = 0, i T̄ = (t_1, . . . , t_n, t_{n+1}) v protivnom sluqae, gde t_0, t_{n+1} — fflementy beskoneqnogo tepliceva prodolßeniØ ranga r. Ostalos~ zametit~, qto novaØ stroka T̄ udovletvorØet vsem usloviØm p. 3) nastoØweæ teoremy, garantiru¸wim dlØ nee suwestvovanie beskoneqnogo ograniqennotepliceva (no ne tepliceva) prodolßeniØ ranga r i dvuh razliqnyh beskoneqnyh teplicevyh prodolßeniæ ranga r. �

SummiruØ utverßdeniØ teorem 1–3, poluqaem sledu¸wie neobhodimye i dostatoqnye usloviØ edinstvennosti beskoneqnogo ograniqenno-tepliceva prodolßeniØ naimen~xego ranga.

O BESKONEQNYH PRODOLȷENI˚H 39

Teorema 4. Pust~ T = (t1, t2, . . . , tn), r = rt(T ) i TZ— ograniqenno-

teplicevo prodolßenie ranga r. Prodolßenie TZedinstvenno togda i tol~ko togda, kogda TZ— edinstvennoe beskoneqnoe teplicevo prodolßenie ranga r. Esli pole soderßit bolee dvuh fflementov, to edinstvennost~ prodolßeniØ TZravnosil~na uslovi¸ r < (n + 1)/2. V sluqae polØ iz dvuh fflementov prodolßenie TZ edinstvenno togda i tol~ko togda, kogda n = 1, ili r < (n + 1)/2, ili r = (n + 1)/2 i | | | | | t_r . . . t_{n−1} . . . . . . . . . t_2 . . . t_r

| | | | | ≠ 0.

Literatura

1. ı. A. Al~pin, S. N. Il~in, Beskoneqnye prodolßeniØ teplicevyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 5–14.

2. I. S. Iohvidov, Gankelevy i teplicevy matricy i formy. Nauka, M.

(1974).

Il’in S. N. Infinite limitedly-Toeplitz extensions of Toeplitz matrices. Infinite limitedly Toeplitz extensions of a finite rectangular Toeplitz matrix are considered. Conditions necessary and sufficient for such an extension of smallest rank to be unique are given.

Postupilo 6 maØ 2004 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet