Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

L. ı. Kolotilina

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI DL˚ MATRIC, UDOVLETVOR˚ıWIH USLOVI˚M DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚, FORMULIRUEMYM V TERMINAH ORIENTIROVANNYH GRAFOV

§1. Vvedenie

V fftoæ rabote my rassmatrivaem problemu vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, oblada¸wih nekotorymi svoæstvami tipa diagonal~nogo preobladaniØ. Toqnee, krome matric, udovletvorØ¸wih standartnym usloviØm obobwennogo diagonal~nogo preobladaniØ (po strokam ili po stolbcam) my rassmatrivaem matricy, oblada¸wie diagonal~nym preobladaniem porØdka k (k > 0) s vesom α (0 6 α 6 1) (sm. opredelenie v §4), a takße matricy s konturnym diagonal~nym preobladaniem (sm. §6). Oba fftih tipa diagonal~nogo preobladaniØ opredelØ¸tsØ s ispol~zovaniem orientirovannogo grafa (orgrafa) rassmatrivaemoæ matricy i mogut formulirovat~sØ kak v terminah stroqnyh summ, tak i v terminah stolbcovyh summ. Bolee togo, kak budet pokazano, ot fftih “qistyh” tipov usloviæ diagonal~nogo preobladaniØ moßno pereæti k ewe bolee obwim “smexannym” usloviØm, v kotoryh odnovremenno zadeæstvovany stroqnye i/ili stolbcovye summy neskol~kih matric vida

D^{−1}_s AD_s, s = 1, . . . , r, r > 1, gde D_s – ffto nevyroßdennye diago-

nal~nye matricy.

V rabote predstavleny rezul~taty sledu¸wih dvuh tipov. Vo-pervyh, my pokazyvaem, qto kvazineprivodimaØ matrica, udovletvorØ¸waØ nekotorym strogim (“qistym” ili “smexannym”) usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k ili konturnym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ, nevyroßdena.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI, 03-01-00349 i granta NX-2268.2003.1. 40

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 41 Zametim, qto kvazineprivodimost~ matricy A, opredelØemaØ v §4, trebuetsØ lix~ dlØ obespeqeniØ nevyroßdennosti ee diagonal~noæ qasti D_A. Vo-vtoryh, dlØ neprivodimoæ matricy A, udovletvorØ¸weæ nestrogim (t.e. slabym) “qistym” usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k ili konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ, my formuliruem usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye kak dlØ ee nevyroßdennosti, tak i dlØ ee vyroßdennosti. Drugimi slovami, dlØ takih matric problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti rexaetsØ polnost~¸.

Podqerknem, qto vse rezul~taty, kasa¸wiesØ problemy vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric s tem ili inym diagonal~nym preobladaniem, poluqeny s ispol~zovaniem odnogo i togo ße podhoda. S odnoæ storony, fftot podhod baziruetsØ na lemme Vilanda, iz kotoroæ sleduet, qto

ρ(D^{−1}_A B) 6 ρ ( |D^{−1}_A B| ) , gde A = D_A − B, a ρ oboznaqaet spektral~nyæ radius. S drugoæ storony, predlagaemyæ podhod osnovyvaetsØ na ispol~zovanii razliqnyh verhnih ocenok dlØ spektral~nogo radiusa (t.e. perronovskogo kornØ) neotricatel~noæ matricy, poluqennyh v [4, 5]. V fftoæ svØzi umestno zametit~, qto vse ispol~zuemye ocenki perronovskogo kornØ iz [4] vyvedeny na osnove ego svoæstva monotonnosti, a konturnye ocenki iz [5] poluqeny iz konturnogo obobweniØ fftogo svoæstva. Poskol~ku lemma Vilandta takße moßet rassmatrivat~sØ kak obobwenie svoæstva monotonnosti perronovskogo kornØ, moßno utverßdat~, qto vse rezul~taty po probleme vyroßdennosti/nevyroßdennosti, predstavlennye v dannoæ stat~e, ØvlØ¸tsØ bolee ili menee prØmymi sledstviØmi ukazannogo svoæstva monotonnosti.

Ispol~zovanie edinogo podhoda estestvennym obrazom privelo nas ne tol~ko k novym rezul~tatam, no takße i k novym dokazatel~stvam uße izvestnyh rezul~tatov, a takße k ih bolee sil~nym formulirovkam. S fftoæ toqki zreniØ nastoØwu¸ rabotu moßno rassmatrivat~ kak obzor rezul~tatov po probleme vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, oblada¸wih tem ili inym tipom diagonal~nogo preobladaniØ.

Krome togo, ispol~zovanie edinogo podhoda pri vyvode rezul~tatov sposobstvuet otqetlivomu ponimani¸ ih vzaimosvØzeæ.

42 L. ı. KOLOTILINA

Vaßno takße otmetit~, qto vse dokazatel~stva nevyroßdennosti matricy A v razliqnyh predpoloßeniØh v deæstvitel~nosti ustanavliva¸t bolee sil~nyæ rezul~tat, a imenno, neravenstvo ρ(D^{−1}_A B) < 1, oznaqa¸wee, qto rasweplenie ˚kobi A = D_A − B dlØ matricy A ØvlØetsØ shodØwimsØ.

Oqen~ horoxo osoznan tot fakt, qto iz nevyroßdennosti matricy, oblada¸weæ strogim diagonal~nym preobladaniem v tom ili inom smysle, vytekaet, qto vyroßdennaØ matrica A − λI_n, gde λ – sobstvennoe znaqenie A, ne moßet imet~ diagonal~nogo preobladaniØ togo ße tipa. Takim obrazom moßno poluqit~ sovokupnost~ oblasteæ, soderßawih vse sobstvennye znaqeniØ A i sootvetstvu¸wih rassmatrivaemomu diagonal~nomu preobladani¸. Poskol~ko problema opisaniØ oblasteæ, soderßawih vse sobstvennye znaqeniØ, sama ØvlØetsØ klassiqeskoæ i vaßnoæ, my special~no rassmatrivaem ee v konce raboty. V qastnosti, my privodim rexenie davno postavlennoæ zadaqi o vozmoßnosti prØmogo obobweniØ teorem o krugah Gerxgorina i ovalah Kassini na sluqaæ r > 3, kotoraØ sqitaetsØ ne ime¸weæ rexeniØ.

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom.

V §2 predstavleny bazovye rezul~taty, s pomow~¸ kotoryh problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matricy A =

D_A − B s nevyroßdennoæ glavnoæ diagonal~¸, udovletvorØ¸weæ

nekotorym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ, moßet byt~ pereformulirovana v terminah perronovskogo kornØ ρ ( |D^{−1}_A B| ) . Kl¸qevym rezul~tatom fftogo paragrafa ØvlØetsØ lemma Vilandta (sm. lemmu 2.1).

V §3 rassmatrivaetsØ problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, udovletvorØ¸wih qistym i smexannym usloviØm standartnogo obobwennogo diagonal~nogo preobladaniØ. PrivoditsØ polnoe opisanie vyroßdennyh i nevyroßdennyh neprivodimyh matric so slabym obobwennym diagonal~nym preobladaniem. Takße dokazyvaetsØ, qto l¸baØ matrica, udovletvorØ¸waØ nekotorym strogim smexannym usloviØm diagonal~- nogo preobladaniØ (i, v qastnosti, usloviØm Ostrovskogo |a_{ii}| > [ r^′_i(A) ]_α[ c^′_i(A) ]_{1−α} , i = 1, . . . , n, gde 0 6 α 6 1), ØvlØetsØ nevyroßdennoæ.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 43 V §4 my obobwaem klassiqeskoe ponØtie diagonal~nogo preobladaniØ (k = 0), vvodØ v rassmotrenie ponØtie diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k (k > 0) s vesom α (0 6 α 6 1), ispol~- zu¸wee puti dliny k v orgrafe matricy. Takße my vvodim novyæ klass kvazineprivodimyh matric, soderßawiæ klass slabo neprivodimyh matric v kaqestve podklassa. Rezul~taty §3 rasprostranØ¸tsØ na matricy, oblada¸wie diagonal~nym preobladaniem porØdka k. V qastnosti, ustanavlivaetsØ, qto l¸baØ kvazineprivodimaØ matrica so strogim diagonal~nym preobladaniem porØdka k s vesom α nevyroßdena. �tot rezul~tat obobwaetsØ na sluqaæ matric, udovletvorØ¸wih strogim smexannym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k. Predstavleno polnoe rexenie problemy vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ neprivodimyh matric so slabym diagonal~nym preobladaniem porØdka k.

V §5 my specializiruem rezul~taty §4 na sluqaæ k = 1 i rassmatrivaem matricy, udovletvorØ¸wie usloviØm [ r^′_i(A) ]_α[ r^′_j(A) ]_{1−α} 6 |a_{ii}|^α|a_{jj}|^{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih,

qto a_{ij} ≠ 0, 0 6 α 6 1.

Zametim, qto pri α = 1/2 ffti usloviØ sovpada¸t s usloviØmi teoremy Ostrovskogo–Brauffra v teh sluqaØh, kogda A ne imeet simmetriqno raspoloßennyh nulevyh vnediagonal~nyh fflementov. Privedeno polnoe opisanie vyroßdennyh i nevyroßdennyh neprivodimyh matric, udovletvorØ¸wih fftim usloviØm. V qastnosti, pokazano, qto vyroßdennye neprivodimye matricy iz rassmatrivaemogo klassa neobhodimo ØvlØ¸tsØ 2- cikliqeskimi. Takße predstavleny nekotorye smexannye usloviØ diagonal~nogo preobladaniØ porØdka 1, dostatoqnye dlØ nevyroßdennosti udovletvorØ¸weæ im matricy.

§6 posvØwen matricam s konturnym diagonal~nym preobladaniem. Znamenityæ rezul~tat Brual~di o nevyroßdennosti slabo neprivodimyh matric, udovletvorØ¸wih strogim usloviØm konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ [8], obobwaetsØ na sluqaæ kvazineprivodimyh matric, dlØ kotoryh vypolneny strogie smexannye usloviØ konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ. Predstavleny usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ nevyroßdennosti (vyroßdennosti) neprivodimoæ matricy s obobwennym konturnym diagonal~nym preobladaniem.

44 L. ı. KOLOTILINA

V §7 rassmatriva¸tsØ oblasti, soderßawie sobstvennye znaqeniØ. Nekotorye dostatoqnye usloviØ nevyroßdennosti matric pereformuliru¸tsØ v terminah oblasteæ, soderßawih sobstvennye znaqeniØ, a nekotorye iz neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ vyroßdennosti pereformuliru¸tsØ kak usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ togo, qtoby graniqnaØ toqka mnoßestva oblasteæ, soderßawih vse sobstvennye znaqeniØ matricy, byla by ee sobstvennym znaqeniem. V qastnosti, na osnove rezul~tata o nevyroßdennosti kvazineprivodimyh matric, udovletvorØ¸wih strogim smexannym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k, my pokazyvaem, kak moßno obobwit~ teoremu o krugah Gerxgorina (r = 1) i teoremu Ostrovskogo- Brauffra ob ovalah Kassini (r = 2) v ee utoqnennoæ formulirovke na sluqaæ r > 3. Kl¸qevym momentom zdes~ ØvlØetsØ rassmotrenie vseh (a ne tol~ko prostyh) puteæ fiksirovannoæ dliny v orgrafe matricy A − D_A.

V zakl¸qenie fftogo paragrafa my privodim spisok oboznaqeniæ, ispol~zovannyh v rabote.

• I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n. • ⟨ n ⟩ = {1, 2, . . . , n}. • e = [1, . . . , 1]^T ∈ R^n – ediniqnyæ vektor.

• Esli v = (v_i)^n_{i=1} – vektor, to D_v = diag(v_1, . . . , v_n). • Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , to D_A = diag(a_{11}, . . . , a_{nn}) – ffto diagonal~naØ qast~ A.

• Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , to

r_i(A) = n∑ j=1 |a_{ij}|, c_i(A) = n∑ j=1 |a_{ji}|, i = 1, . . . , n; r^′_i(A) = r_i(A) − |a_{ii}|, c^′_i(A) = c_i(A) − |a_{ii}|, i = 1, . . . , n, a vektory r(A), c(A), r^′(A) i c^′(A) opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: r(A) = ( r_i(A) )_n i=1, c(A) = ( c_i(A) )_n i=1, r^′(A) = ( r^′_i(A) )_n i=1, c^′(A) = ( c^′_i(A) )_n i=1. • Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , to |A| = (|a_{ij}|), a matrica sravneniØ

M(A) = (m_{ij} ) opredelØetsØ formuloæ m_{ij} = { |a_{ii}|, i = j, −|a_{ij}|, i ≠ j.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 45 • Neravenstvo X > Y , gde X, Y ∈ R^{n×n}, oznaqaet, qto X − Y – neotricatel~naØ matrica.

• DlØ A ∈ C^{n×n} qerez Spec(A) oboznaqen spektr matricy A, a

ρ(A) = max λ∈Spec(A) |λ| – ffto spektral~nyæ radius A.

• Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} i S ⊆ ⟨ n ⟩, to A[S] = (a_{ij})_{i,j∈S} – glavnaØ podmatrica A, opredelØemaØ indeksnym podmnoßestvom S.

• DlØ A ∈ C^{n×n} qerez G(A) oboznaqaetsØ orgraf matricy A, a C(A) – mnoßestvo vseh prostyh konturov v G(A). Napomnim, qto γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}), gde k > 1, – prostoæ kontur v G(A), esli i_1, . . . , i_k ∈ ⟨ n ⟩ vse razliqny, i_{k+1} = i_1, i dlØ vseh j = 1, . . . , k v G(A) ime¸tsØ dugi iz i_j v i_{j+1}. Mnoßestvo

{i_1, . . . , i_k} nazyvaetsØ nositelem γ i oboznaqaetsØ qerez γ;

dlina γ oboznaqaetsØ qerez |γ| (po opredeleni¸, |γ| = k). Nakonec, esli γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ C(A), to konturnoe proizvedenie Π_γ (A) opredelØetsØ po formule

Π_γ (A) = a_{i1i2} a_{i2i3} · · · a_{ikik+1} = |γ|∏ j=1 a_{ij ij+1} . §2. Bazovye rezul~taty

Pust~ A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, – kompleksnaØ matrica. Predpoloßim, qto D_A = diag(a_{11}, . . . , a_{nn}) nevyroßdena i predstavim A v vide

A = D_A − B. (2.1)

Poskol~ku D^{−1}_A A = I − D^{−1}_A B, my zakl¸qaem, qto matrica A nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda

1 /∈ Spec(D^{−1}_A B). (2.2)

V qastnosti, uslovie ρ(D^{−1}_A B) < 1, oqevidno, dostatoqno dlØ togo, qtoby A byla nevyroßdennoæ.

Niße na matricu A budut nakladyvat~sØ razliqnye usloviØ, obespeqiva¸wie vypolnenie neravenstva

ρ(D^{−1}_A B) 6 1, (2.3)

46 L. ı. KOLOTILINA a v tom sluqae, kogda A neprivodima, budut opisany usloviØ, pri kotoryh 1 ∈ Spec(A), t.e. A vyroßdena. DlØ fftogo nam ponadobitsØ ograniqit~ ρ(D^{−1}_A B) sverhu s ispol~zovaniem privodimoæ niße lemmy Vilandta (sm., naprimer, [2, s. 327]) ili [12, lemma 2.1]).

Lemma 2.1. Pust~ X i P – matricy porØdka n, n > 1, i pust~ |X| 6 P. Togda dlØ l¸bogo λ(X) ∈ Spec(X) spravedlivo neravenstvo |λ(X)| 6 ρ(P ), (2.4) priqem esli matrica P neprivodima, to neravenstvo (2.4) ØvlØetsØ ravenstvom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda suwestvuet unitarnaØ diagonal~naØ matrica D takaØ, qto X = εD^∗P D, (2.5) gde ε = λ(X)/ρ(P ).

Zameqanie 2.1. Zametim, qto lemmu Vilandta moßno rassma-

trivat~ kak obobwenie svoæstva monotonnosti perronovskogo kornØ (sm., naprimer, [4, teorema 1.1]), na kotorom osnovyvalsØ vyvod bol~xinstva rezul~tatov iz [4]. Deæstvitel~no, esli

0 6 X 6 Y , to v silu (2.4) ρ(X) 6 ρ(Y ). Dalee, esli matrica

Y neprivodima i ρ(X) = ρ(Y ), to ε = 1, a iz (2.5) vytekaet, qto

X = D^∗Y D, gde |D| = I_n. Poskol~ku Y – neprivodimaØ neotrica-

tel~naØ matrica, po teoreme Perrona–Frobeniusa ona imeet poloßitel~nyæ perronovskiæ vektor v. S drugoæ storony, vektor

D^∗v ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy X = D^∗Y D i soot-

vetstvuet sobstvennomu znaqeni¸ ρ(X) = ρ(Y ). Sledovatel~no, vektor D^∗v ØvlØetsØ perronovskim vektorom dlØ neprivodimoæ i neotricatel~noæ matricy X, a pofftomu on poloßitelen. No togda matrica D^∗ imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy. Poskol~ku pri fftom |D| = I_n, my zakl¸qaem, qto D = I_n, a togda X = Y .

Iz lemmy 2.1 v qastnosti sleduet, qto dlØ l¸boæ neprivodimoæ matricy X takoæ, qto ρ(|X|) = 1, 1 ∈ Spec(X) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet unitarnaØ diagonal~naØ matrica D, dlØ kotoroæ vypolneno sootnoxenie X = D^∗|X|D.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 47 VzØv v kaqestve X matricu D^{−1}_A B, my nemedlenno poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 2.1. Pust~ A = DA − B ∈ C^{n×n} , n > 1, gde DA nevy-

roßdena, i pust~ ρ(|D^{−1}_A B|) = 1. Togda matrica A vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda naædetsØ takaØ unitarnaØ diagonal~naØ matrica D, qto D^{−1}_A B = D^∗|D^{−1}_A B|D. Iz lemmy 2.1 i sledstviØ 2.1 legko vyvoditsØ privodimaØ niße lemma 2.2, kotoraØ leßit v osnovanii posledu¸wih rezul~tatov.

Lemma 2.2. Pust~ A = DA − B ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ DA nevy-

roßdena. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli ρ(|D^{−1}_A B|) < 1, to A nevyroßdena;

(ii) esli ρ(|D^{−1}_A B|) 6 1, a matrica A neprivodima, to A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda

ρ(|D^{−1}_A B|) = 1 (2.6)

i suwestvuet takaØ unitarnaØ diagonal~naØ matrica D, qto D^{−1}_A B = D^∗|D^{−1}_A B|D. (2.7)

Zametim, qto v neprivodimom sluqae suwestvovanie unitarnoæ diagonal~noæ matricy D, dlØ kotoroæ spravedlivo ravenstvo (2.7), ravnosil~no koneqnomu naboru ravenstv, sootvetstvu¸wih konturam iz C(B). Toqnee, izvesten sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 2.3 [9, lemma (3,4)]. DlØ neprivodimoæ matricy X =

(x_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) X = D^∗|X|D, gde |D| = I_n;

(ii) dlØ l¸bogo prostogo kontura γ ∈ C(X)

Π_γ (X) > 0.

Zameqanie 2.2. Esli A = DA − B – neprivodimaØ matrica, DA

nevyroßdena i ρ(|D^{−1}_A B|) < 1, to A ØvlØetsØ H-matriceæ. Deæstvitel~no, dlØ nekotorogo poloßitel~nogo vektora v my imeem |D^{−1}_A B|v = ρ(|D^{−1}_A B|)v < v,

48 L. ı. KOLOTILINA otkuda sleduet, qto |D_A|v > |B|v, tak qto M(A)v = (|D_A| − |B|)v > 0, t.e. matrica A imeet strogoe obobwennoe diagonal~noe preobladanie.

V posledu¸wih paragrafah, osnovyvaØs~ na lemmah 2.2 i 2.3, a takße na nekotoryh iz verhnih ocenok dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, predstavlennyh v [4, 5], my pokaßem, qto matricy, udovletvorØ¸wie rØdu usloviæ tipa diagonal~nogo preobladaniØ, ØvlØ¸tsØ nevyroßdennymi. V neprivodimom sluqae my takße poluqim kriterii vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ takih matric.

§3. Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, udovletvorØ¸wih standartnym i smexannym usloviØm obobwennogo diagonal~nogo preobladaniØ

Pust~ matrica A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, imeet slaboe obobwennoe diagonal~noe preobladanie (po strokam), t.e. dlØ nekotorogo poloßitel~nogo vektora v = (v_i) ∈ R^n spravedlivy nestrogie neravenstva |a_{ii}|v_i > n∑ j=1 j≠i |a_{ij}|v_j , i = 1, . . . , n. (3.1) Zameqanie 3.1. Esli matrica A neprivodima ili vse neraven-

stva v (3.1) strogie, to, kak legko videt~, a_{ii} ≠ 0, i = 1, . . . , n. Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [4, sledstvie 3.1]), perronovskiæ koren~ ρ(|D^{−1}_A B|) udovletvorØet verhneæ ocenke Frobeniusa

ρ(|D^{−1}_A B|) 6 max_{i∈⟨ n ⟩} r_i(D^{−1}_v |D^{−1}_A B|D_v), (3.2)

priqem esli matrica A neprivodima, to neravenstvo (3.2) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda r_i(D^{−1}_v |D^{−1}_A B|D_v) = ρ(|D^{−1}_A B|), i = 1, . . . , n.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 49 Poskol~ku, v silu (3.1),

r_i(D^{−1}_v |D^{−1}_A B|D_v) = ( ∑ j≠i |a_{ij}|v_j ) /(|a_{ii}|v_i) 6 1, i = 1, . . . , n, to iz (3.2) sleduet, qto ρ(|D^{−1}_A B|) 6 1. Krome togo, esli vse neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ strogimi, to

ρ(|D^{−1}_A B|) < 1, a esli matrica A neprivodima, to ρ(|D^{−1}_A B|) = 1 v

tom i tol~ko tom sluqae, kogda vse neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

KombiniruØ vyxeskazannoe s zameqaniem 3.1 i lemmami 2.2 i 2.3, my nemedlenno prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 3.1. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, udovletvorØet uslo-

viØm (3.1) dlØ nekotorogo poloßitel~nogo vektora v = (v_i). Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli vse neravenstva v (3.1) strogie, to A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i dlØ l¸bogo prostogo kontura γ ∈ C(A) dliny |γ| > 2 vypolneno neravenstvo

(−1)^{|γ|}Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} > 0. (3.3)

Oqevidno, utverßdenie (i) teoremy 3.1 pri v = e v toqnosti sovpadaet s klassiqeskoæ teoremoæ Levi–Deplanka, a utverßdenie (ii) sovpadaet s teoremoæ 2.4 v [12] i daet neobhodimye i dostatoqnye usloviØ dlØ togo, qtoby neprivodimaØ matrica so slabym obobwennym diagonal~nym preobladaniem byla vyroßdennoæ.

Kak legko ponØt~, utverßdenie (ii) teoremy 3.1 moßet byt~ pereformulirovano kak kriteriæ nevyroßdennosti, qto privodit nas k sledu¸weæ polnoæ versii teoremy, vpervye dokazannoæ ı. A. Al~pinym i opublikovannoæ v [12].

Sledstvie 3.1. NeprivodimaØ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1,

udovletvorØ¸waØ neravenstvam (3.1), nevyroßdena togda i tol~- ko togda, kogda vypolneno odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ:

50 L. ı. KOLOTILINA

(i) (obobwennoe uslovie Tausski) hotØ by odno iz neravenstv v (3.1) ØvlØetsØ strogim;

(ii) v C(A) soderßitsØ prostoæ kontur γ dliny |γ| > 2 takoæ, qto (−1)^{|γ|}Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} ≠ | |Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} | |. (3.4)

Oqevidno, neravenstva (3.1) mogut byt~ zapisany v vide |a_{ii}| > r^′_i(D^{−1}AD), i = 1, . . . , n, (3.5) gde D = D_v – proizvol~naØ nevyroßdennaØ diagonal~naØ matrica. Esli matrica B = D_A − A ne imeet nulevyh strok, to, kak legko ubedit~sØ, dlØ l¸bogo s > 0 matrica |B|^s takße ne imeet nulevyh strok. Sledovatel~no, v (3.5) moßno poloßit~

D = D_{r(|B|}s_), s > 0. Poskol~ku r^′_i ( D^{−1}_{r(|B|s )}AD_{r(|B|}s_) ) = r_i ( D^{−1}_{r(|B|s )}|B|D_{r(|B|}s_) )

= r_i ( |B|^{s+1} )/ r_i ( |B|^s ) , i = 1, . . . , n, s > 0, (3.6) pri takom vybore D neravenstva (3.5) prinima¸t vid |a_{ii}| > r_i ( |B|^{s+1} )/ r_i ( |B|^s ) , i = 1, . . . , n. (3.7) Zametim takße, qto pri s = 0 usloviØ (3.7) svodØtsØ k standartnym usloviØm slabogo diagonal~nogo preobladaniØ i mogut byt~ poluqeny iz (3.5) podstanovkoæ D = I_n, tak qto v fftom sluqae otsutstvie v B nulevyh strok ne trebuetsØ.

Takim obrazom, iz teoremy 3.1 i sledstviØ 3.1 vytekaet, v qastnosti, sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 3.2. Pust~ matrica A = (aij) = DA−B ∈ C^{n×n} , n > 1,

udovletvorØet usloviØm (3.7), priqem my predpolagaem, qto libo s = 0, libo s > 1 i matrica B ne imeet nulevyh strok. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli vse neravenstva v (3.7) ØvlØ¸tsØ strogimi, to A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (3.7) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i dlØ l¸bogo γ ∈ C(A), |γ| > 2, vypolneno uslovie (3.3);

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 51

(iii) esli A neprivodima, to ona nevyroßdena v tom i tol~- ko tom sluqae, kogda libo odno iz neravenstv (3.7) strogoe, libo uslovie (3.4) vypolneno dlØ nekotorogo γ ∈ C(A), |γ| > 2. Koneqno ße, sootvetstvu¸wie analogi teoremy 3.1 i sledstviæ 3.1 i 3.2 spravedlivy i dlØ matric, ime¸wih slaboe obobwennoe diagonal~noe preobladanie po stolbcam. Bolee togo, osnovyvaØs~ na verhneæ ocenke dlØ perronovskogo kornØ, privodimoæ niße, moßno sformulirovat~ rØd smexannyh usloviæ, zavisØwih ot |a_{ii}|, r^′_i(D^{−1}_s AD_s) i c^′_i(D^{−1}_s AD_s), gde D_s – nevyroßdennye diagonal~nye matricy, s = 1, . . . , r, i = 1, . . . , n, dostatoqnyh dlØ nevyroßdennosti A.

Lemma 3.1 [4, sledstvie 4.2]. Pust~ X – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 1. DlØ proizvol~nyh β_s > 0, s = 1, . . . , r, r > 1,

takih, qto^r ∑ s=1 β_s = 1, proizvol~nogo celogo p, 0 6 p 6 r, i proiz-

vol~nyh diagonal~nyh matric D_s, s = 1, . . . , r, s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami spravedliva sledu¸waØ verhnØØ ocenka dlØ perronovskogo kornØ X: ρ(X) 6 max_{i∈⟨ n ⟩} {_{r−p}∏ s=1 [ r_i(D^{−1}_s XD_s) ]_{βs}^r∏ s=r−p+1 [ c_i(D^{−1}_s XD_s) ]_{βs} } . (3.8)

Teorema 3.2. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, udovle-

tvorØet sledu¸wim strogim smexannym usloviØm obobwennogo diagonal~nogo preobladaniØ: |a_{ii}| > r−p∏ s=1 [ r^′_i ( D^{−1}_s AD_s )]βs^r∏ s=r−p+1 [ c^′_i ( D^{−1}_s AD_s )]βs , i = 1, . . . , n, (3.9)

gde r > 1, 0 6 p 6 r,^r ∑ s=1 β_s = 1, β_s > 0, a D_s – nevyroßdennye

diagonal~nye matricy, s = 1, . . . , r. Togda A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Zametim sperva, qto v usloviØh (3.9) vse dia-

gonal~nye fflementy a_{ii}, i = 1, . . . , n, otliqny ot nulØ. Dalee, poskol~ku, oqevidno, r^′_i ( D^{−1}_s AD_s ) = |a_{ii}|r_i ( D^{−1}_s |D^{−1}_A B|D_s ) , i = 1, . . . , n, (3.10)

52 L. ı. KOLOTILINA c^′_i ( D^{−1}_s AD_s ) = |a_{ii}|c_i [( D^{−1}_A D_s )_{−1} |D^{−1}_A B| ( D^{−1}_A D_s )] , i = 1, . . . , n, (3.11)

i^r ∑ s=1 β_s = 1, neravenstva (3.9) ravnosil~ny strogim neraven-

stvam r−p∏ s=1 [ r_i ( D^{−1}_s |D^{−1}_A B|D_s )]βs^r∏ s=r−p+1 { c_i [( D^{−1}_A D_s )_{−1} |D^{−1}_A B| ( D^{−1}_A D_s )]}βs < 1, i = 1, . . . , n. Vvidu lemmy 3.1, iz poslednih neravenstv sleduet, qto ρ ( |D^{−1}_A B| ) < 1, a togda matrica A nevyroßdena v silu lemmy 2.2. �

Rassmotrim nekotorye sledstviØ iz teoremy 3.2. Preßde vsego, my vyvedem dostatoqnye usloviØ, predloßennye A. Ostrovskim v [16].

Sledstvie 3.3. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ 0 6 α 6 1.

Esli |a_{ii}| > [ r^′_i(A) ]_α[ c^′_i(A) ]_{1−α} , i = 1, . . . , n, (3.12) to matrica A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Primenim teoremu 3.2, vzØv r = 2, p = 1, D1 =

D_2 = I_n i β_1 = α. �

Sledstvie 3.4. Pust~ A = (aij) = DA − B ∈ C^{n×n} , n > 1. Esli

matrica B ne imeet ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov i spravedlivy neravenstva |a_{ii}| > [ r_i(|B|^{s+1}) r_i(|B|^s) ]_α[ c_i(|B|^{q+1}) c_i(|B|^q ) ]_{1−α} , i = 1, . . . , n, (3.13) ili ße matrica B ne imeet nulevyh strok i spravedlivy neravenstva |a_{ii}| > [ r_i(|B|^{s+1}) r_i(|B|^s) ]_α[ r_i(|B|^{q+1}) r_i(|B|^q) ]_{1−α} , i = 1, . . . , n, (3.14)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 53

gde s, q > 0 i 0 6 α 6 1, to A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva nevyroßdennosti matri-

cy A poloßim v teoreme 3.2 r = 2, p = 1, D_1 = D_{r(|B|}s_),

D_2 = D^{−1}_{c(|B|q )}, β_1 = α v sluqae neravenstv (3.13) i r = 2, p = 0, D_1 = D_{r(|B|}s_), D_2 = D_{r(|B|}q_), β_1 = α v sluqae neravenstv (3.14) i

vospol~zuemsØ ravenstvami (3.6) i ih stolbcovymi analogami, kotorye ime¸t sledu¸wiæ vid: c^′_i ( D_{c(|B|}q_)AD^{−1}_{c(|B|q )} ) = c_i ( |B|^{q+1} )/ c_i ( |B|^q ) , i = 1, . . . , n, q > 0. (3.15)

�

§4. Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric s diagonal~nym preobladaniem porØdka k

Pust~ X ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~

P_k(X)= { (i_1, . . . , i_{k+1}), i_j ∈ ⟨ n ⟩, i_j → i_{j+1} ∈ E_X, j =1, . . . , k } , k >1, – mnoßestvo vseh puteæ dliny k v orgrafe G(X) = {⟨ n ⟩, E_X} matricy X. DlØ udobstva my dopolnitel~no polagaem P_0(X) = ⟨ n ⟩, t.e. my estestvennym obrazom otoßdestvlØem mnoßestvo puteæ nulevoæ dliny s mnoßestvom verxin grafa G(X).

Zameqanie 4.1. Esli dlØ nekotorogo k > 1 mnoßestvo puteæ

P_k(X) pusto, to X^k = 0, tak qto vse sobstvennye znaqeniØ ma-

tricy X nulevye. Deæstvitel~no, my imeem

(X^k)_{ij} = ∑ i2,... ,i_k∈⟨ n ⟩ x_{ii2}x_{i2i3} · · · x_{ikj}, i, j ∈ ⟨ n ⟩, a proizvedenie x_{ii2}x_{i2i3} · · · x_{ikj} otliqno ot nulØ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda (i, i_2, . . . , i_k, j) ∈ P_k(X).

Klassiqeskoe ponØtie diagonal~nogo preobladaniØ (po strokam) moßno obobwit~ sledu¸wim obrazom.

54 L. ı. KOLOTILINA

Opredelenie 4.1. Budem govorit~, qto matrica A = (aij) ∈

C^{n×n} , n > 1, imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka k

(k > 0) s vesom α, 0 6 α 6 1, esli libo Pk(A − DA) = ⊥, libo [ r^′_{i1} (A) ]_α r^′_{i2}(A) · · · r^′_{ik} (A) [ r^′_{ik+1} (A) ]_{1−α}

6^|ai_1i_1^{|α|}ai_2i_2^| · · ·^|ai_ki_k^{| |}ai_{k+1}i_{k+1}^{|1−α}

dlØ vseh ( i_1, . . . , i_{k+1} ) ∈ P_k(A − D_A), (4.1)

a esli vse neravenstva v (4.1) ØvlØ¸tsØ strogimi, to A imeet strogoe diagonal~noe preobladanie porØdka k s vesom α.

Zameqanie 4.2. PonØtie diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k

s vesom dopuskaet dal~neæxee obobwenie za sqet zameny v (4.1) stroqnyh summ r^′_{ij} (A) na summy r^′_{ij} (D^{−1}AD), j = 1, . . . , k +1, gde D – proizvol~naØ nevyroßdennaØ diagonal~naØ matrica. Poskol~- ku tak obobwennoe ponØtie diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k s vesom dlØ A ravnosil~no vzvexennomu diagonal~nomu preobladani¸ porØdka k dlØ matricy D^{−1}AD, v dal~neæxem dlØ uproweniØ oboznaqeniæ vse rezul~taty budut privodit~sØ dlØ matric, oblada¸wih diagonal~nym preobladaniem v smysle opredeleniØ 4.1. Ih obobweniØ na sluqaæ D ≠ I_n mogut byt~ legko poluqeny zamenoæ A na D^{−1}AD.

Zameqanie 4.3. Pri α = 1 i k > 1 dannoe vyxe opredelenie

matric so slabym diagonal~nym preobladaniem porØdka k svoditsØ k vypolneni¸ neravenstva k∏ j=1 r^′_{ij} (A) 6 k∏ j=1 | |a_{ij ij} | | (4.2)

dlØ vseh teh puteæ (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A), dlØ kotoryh naædetsØ i_{k+1} ∈ ⟨ n ⟩, i_{k+1} ≠ i_k takoe, qto (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ P_k(A−D_A). Drugimi slovami, neravenstvo (4.2) dolßno vypolnØt~sØ dlØ vseh teh (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A), dlØ kotoryh r^′_{ik} (A) > 0. V qastnosti, esli r^′_i(A) > 0 pri i = 1, . . . , n, t.e. esli matrica B = D_A − A ne imeet nulevyh strok, to A imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka k s vesom α = 1 togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (4.2) spravedlivo dlØ kaßdogo (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A). Zametim takße, qto poskol~ku

P_0(A − D_A) = ⟨ n ⟩ po opredeleni¸, to matrica A imeet slaboe

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 55 diagonal~noe preobladanie porØdka 1 s vesom α = 1 v tom i tol~ko tom sluqae, kogda

r^′_i(A) 6 |a_{ii}| dlØ vseh i ∈ ⟨ n ⟩ takih, qto r^′_i(A) > 0.

Oqevidno, v sluqae r^′_i(A) = 0 poslednee neravenstvo vypolnØetsØ trivial~nym obrazom. Pofftomu matrica A imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka k = 1 s vesom α = 1 togda i tol~- ko togda, kogda ona imeet slaboe diagonal~noe preobladanie v obyqnom smysle. S drugoæ storony, A imeet strogoe diagonal~- noe preobladanie porØdka 1 s vesom α = 1 v tom i tol~ko tom sluqae, kogda dlØ vseh i ∈ ⟨ n ⟩ libo r^′_i(A) = 0, libo |a_{ii}| > r^′_i(A). V qastnosti, takaØ matrica A moßet imet~ nulevye stroki.

Zameqanie 4.4. DlØ proizvol~nogo α, 0 6 α 6 1, ponØtie diago-

nal~nogo preobladaniØ nulevogo porØdka s vesom α sovpadaet s obyqnym ponØtiem diagonal~nogo preobladaniØ.

Osnovnym rezul~tatom fftogo paragrafa ØvlØetsØ analog teoremy 3.1 (pri v = e) dlØ matric, oblada¸wih diagonal~nym preobladaniem porØdka k s vesom. Dokazatel~stvo fftogo rezul~tata budet osnovyvat~sØ na sledu¸wih verhnih ocenkah dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, zavisØwih ot puteæ.

Teorema 4.1 [4, sledstvie 6.1]. Esli X ∈ R^{n×n}, n > 1, – neotri-

catel~naØ matrica, to pri l¸bom α, 0 6 α 6 1, i l¸bom celom

k > 1 perronovskiæ koren~ X udovletvorØet verhneæ ocenke

ρ(X)6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(X) {[ r_{i1} (X) ]_α r_{i2} (X) · · · r_{ik} (X) [ r_{ik+1} (X) ]_{1−α}}_{1/k} , (4.3) priqem esli matrica X neprivodima, to neravenstvo (4.3) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda [ r_{i1}(X) ]_α r_{i2}(X) · · · r_{ik} (X) [ r_{ik+1} (X) ]_{1−α} = [ ρ(X) ]_k

dlØ vseh (i_1, . . . , i_{k+1}) ∈ P_k(X).

DlØ obobweniØ teoremy 3.1 nam takße potrebuetsØ sledu¸wee ponØtie.

56 L. ı. KOLOTILINA

Opredelenie 4.2. Matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, nazyvaetsØ kvazi-

neprivodimoæ, esli kaßdaØ verxina G(A) prinadleßit nekotoromu prostomu konturu iz C(A).

Takim obrazom, v sootvetstvii s opredeleniem 4.2 verxiny grafa kvazineprivodimoæ matricy mogut prinadleßat~ ne tol~- ko konturam dliny ne men~xeæ dvuh (kak v sluqae slabo neprivodimyh matric), no i konturam dliny 1, t.e. petlØm.

Kak horoxo izvestno, l¸baØ privodimaØ matrica A moßet byt~ privedena simmetriqnoæ perestanovkoæ ee strok i stolbcov k verhneæ bloqno treugol~noæ matrice, diagonal~nye bloki kotoroæ sut~ neprivodimye komponenty A. ˚sno, qto kvazineprivodimost~ A oznaqaet v toqnosti to, qto vse ee neprivodimye komponenty porØdka 1 otliqny ot nulØ, qto ravnosil~no nevyroßdennosti sootvetstvu¸weæ qasti matricy D_A. V qastnosti, esli D_A nevyroßdena, to A kvazineprivodima. S drugoæ storony, my prihodim k sledu¸wemu trivial~nomu kriteri¸ nevyroßdennosti.

Lemma 4.1. KvazineprivodimaØ matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, nevy-

roßdena togda i tol~ko togda, kogda nevyroßdeny vse ee neprivodimye komponenty porØdkov bol~xe 1 (ili, koroqe, kogda nevyroßdena slabo neprivodimaØ qast~ A).

PrivodimaØ niße lemma daet nam usloviØ, dostatoqnye dlØ togo, qtoby glavnaØ diagonal~ kvazineprivodimoæ matricy byla by nevyroßdennoæ.

Lemma 4.2. Esli matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazineprivodima i

imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka k (k > 0) s vesom α, 0 6 α 6 1, to D_A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Pust~ i ∈ ⟨ n ⟩ i pust~ i ∈ γ, gde γ ∈ C(A).

Esli |γ| > 2, to pri l¸bom k > 1 P_k(A − D_A) soderßit put~

(i_1, . . . , i_{k+1}), gde i_1 = i, poskol~ku kontur γ prostoæ. Sledova-

tel~no, |a_{ii}| > 0 v silu (4.1). Esli ße |γ| = 1, to γ = {i}, tak qto

a_{ii} ≠ 0. Nakonec, esli k = 0, to iz diagonal~nogo preobladaniØ

porØdka 0 v A sleduet, qto |a_{ii}| > r^′_i(A). Sledovatel~no, esli r^′_i(A) > 0, to |a_{ii}| > 0, a esli r^′_i(A) = 0, to

|γ| = 1 i |a_{ii}| > 0 v silu kvazineprivodimosti A. �

Niße privoditsØ osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 57

Teorema 4.2. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima i imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka k s vesom α, gde k > 0 i 0 6 α 6 1. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli libo P_k(A − D_A) = ⊥, libo rassmatrivaemoe diagonal~- noe preobladanie ØvlØetsØ strogim, to A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda n > 2, vse neravenstva v (4.1) ØvlØ- ¸tsØ ravenstvami i dlØ l¸bogo kontura γ ∈ C(A) dliny

|γ| > 2 vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} > 0. Dokazatel~stvo. Vvidu zameqaniØ 4.4 pri k = 0 utverßdeniØ

(i) i (ii) sledu¸t iz sootvetstvu¸wih utverßdeniæ teoremy 3.1 s uqetom kvazineprivodimosti matricy A.

Pust~ k > 1. Po lemme 4.2 matrica D_A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ. Esli P_k(B) = ⊥, gde B = D_A − A, to my takße imeem

P_k(D^{−1}_A B) = ⊥, a togda λ_i(D^{−1}_A B) = 0, i = 1, . . . , n, v silu za-

meqaniØ 4.1. Sledovatel~no,

λ_i(D^{−1}_A A) = λ_i(I_n − D^{−1}_A B) = 1, i = 1, . . . , n,

i obe matricy D^{−1}_A A i A oqevidno nevyroßdeny.

Pust~ teper~ P_k(B) ≠ ⊥. Vvidu sootnoxeniæ r^′_i(A)/|a_{ii}| = r_i ( |D^{−1}_A B| ) , i = 1, . . . , n, uslovie (4.1) ravnosil~no uslovi¸ [ r_{i1} ( |D^{−1}_A B| )]α r_{i2} ( |D^{−1}_A B| ) · · · r_{ik} ( |D^{−1}_A B| )[ r_{ik+1} ( |D^{−1}_A B| )]1−α6 1 dlØ vseh (i_1, . . . , i_{k+1}) ∈ P_k(B). (4.4)

Bolee togo, esli vse neravenstva v (4.1) strogie, to i vse neravenstva v (4.4) takße strogie. PrimenØØ teoremu 4.1 k matrice

|D^{−1}_A B| i ispol~zuØ (4.4), my prihodim k vyvodu, qto ρ ( |D^{−1}_A B| ) 6 1,

58 L. ı. KOLOTILINA priqem ffto neravenstvo ØvlØetsØ strogim, esli vse neravenstva v (4.1) strogie. V fftom sluqae matrica A nevyroßdena po lemme 2.2 (i), qto i dokazyvaet utverßdenie (i).

Predpoloßim, qto matrica A neprivodima. Poskol~ku A odnovremenno i kvazineprivodima, pri n = 1 ona oqevidno nevyroßdena. Pust~ n > 2. Poskol~ku dlØ proizvol~nogo k > 1 mnoßestvo P_k(B) v fftom sluqae nepusto i vypolneno uslovie (4.4), iz teoremy 4.1 sleduet, qto ρ ( |D^{−1}_A B| ) 6 1, priqem ρ ( |D^{−1}_A B| ) = 1 togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (4.4) ili, qto to ße samoe, v (4.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami. Teper~ dokazatel~stvo

(ii) zaverxaetsØ primeneniem lemm 2.2 i 2.3. �

Analogom zaverxennoæ versii teoremy Tausski dlØ matric so slabym diagonal~nym preobladaniem porØdka k s vesom ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat, neposredstvenno vyteka¸wiæ iz teoremy 4.2 (ii).

Sledstvie 4.1. NeprivodimaØ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2,

oblada¸waØ slabym diagonal~nym preobladaniem porØdka k (k > 0) s vesom α (0 6 α 6 1), nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vypolneno odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ:

(i) hotØ by odno iz neravenstv v (4.1) strogoe;

(ii) suwestvuet kontur γ ∈ C(A), |γ| > 2, takoæ qto

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} ≠ | |Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} | |. (4.5)

Vvidu zameqaniØ 4.3, pri α = 1 i k > 1 iz teoremy 4.2 i sledstviØ 4.1 vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 4.2. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 2, kvazine-

privodima i pust~ k > 1. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli P_{k−1}(A − D_A) = ⊥ ili ße k∏ j=1 r^′_{ij} (A) < k∏ j=1 | |a_{ij ij} | | dlØ vseh (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A),

(4.6)

to A nevyroßdena;

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 59 (ii) esli matrica A neprivodima i udovletvorØet uslovi¸ k∏ j=1 r^′_{ij} (A) 6 k∏ j=1 | |a_{ij ij} | | dlØ vseh (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A),

(4.7)

to A vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda vse neravenstva v (4.7) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i dlØ vseh γ ∈ C(A),

|γ| > 2, vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} > 0;

(iii) esli matrica A neprivodima i udovletvorØet uslovi¸ (4.7), to A nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda libo hotØ by odno iz neravenstv v (4.7) strogoe, libo neravenstvo (4.5) spravedlivo dlØ nekotorogo γ ∈ C(A), |γ| > 2.

Niße my pokaßem, qto l¸baØ kvazineprivodimaØ matrica, udovletvorØ¸waØ nekotorym strogim smexannym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k, nevyroßdena. DlØ fftogo my vospol~zuemsØ sledu¸weæ verhneæ ocenkoæ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy.

Lemma 4.3. Pust~ X ∈ R^{n×n}, n > 1, – neotricatel~naØ matrica

i pust~

Δ_s = diag ( δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ) , s = 1, . . . , r, r > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Predpoloßim, qto

ρ(Δ^{−1}_s X) 6 1, s = 1, . . . , r. (4.8)

Togda pri l¸byh k > 1 i α, 0 6 α 6 1, i proizvol~nyh β_s > 0,

s = 1, . . . , r, takih qto^r ∑ s=1 β_s = 1, spravedliva ocenka

ρ(X)6 max (i1,... ,i_k+1) ∈P_k(X) [(_k∏ j=1 r∏ s=1 ( δ^{(s)}_{ij} )_{βs} )_α(_{k+1}∏ j=2 r∏ s=1 ( δ^{(s)}_{ij} )_{βs} )_{1−α}]_{1/k} , (4.9)

60 L. ı. KOLOTILINA iz kotoroæ (pri α = 1) sleduet ocenka

ρ(X) 6 max (i1,... ,i_k)∈P_k�1(X) [^k∏ j=1 r∏ s=1 ( δ^{(s)}_{ij} )_{βs} ]1/k . (4.10)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim

Δ ≡ diag(δ_1, . . . , δ_n) = r∏ s=1 Δ^{βs}_s . (4.11)

V silu lemmy 4.1 iz [4] i usloviæ (4.8) my imeem

ρ(Δ^{−1}X) 6 r∏ s=1 [ ρ ( Δ^{−1}X )]βs 6 1. (4.12)

S drugoæ storony, po teoreme 6.1 iz [4]

ρ(X) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(X) {(_k∏ j=1 δ_{ij} )_α(_{k+1}∏ j=2 δ_{ij} )_{1−α}}_{1/k} ρ(Δ^{−1}X). (4.13) Vvidu (4.13) i (4.12), my imeem

ρ(X) 6 max (i1,... ,i_k+1)∈P_k(X) {(_k∏ j=1 δ_{ij} )_α(_{k+1}∏ j=2 δ_{ij} )_{1−α}}_{1/k} , i dlØ dokazatel~stva (4.9) ostaetsØ lix~ vospol~zovat~sØ sootnoxeniem (4.11). �

Zametim, qto pri k = 1 i

Δ_s = { D_{r(D}�1_{s XDs)}, s = 1, . . . , r − p, D_{c(D}�1_{s XDs )}, s = r − p + 1, . . . , r, ocenka (4.10) svoditsØ k verhneæ ocenke (3.8).

Teorema 4.3. Pust~ k > 1 i pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1,

– kvazineprivodimaØ matrica. Esli dlØ vseh (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A) spravedlivo neravenstvo k∏ j=1 |a_{ij ij} | > k∏ j=1 [_{r−p}∏ s=1 ( r^′_{ij} (D^{−1}_s AD_s) )_{βs} ][^r∏ s=r−p+1 ( c^′_{ij} (D^{−1}_s AD_s) )_{βs} ] , (4.14)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 61

gde^r ∑ s=1 β_s = 1, β_s > 0, s = 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, r > 1, a D_s, s = 1, . . . , r,

– nevyroßdennye diagonal~nye matricy, to A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Kak i pri dokazatel~stve lemmy 4.2, netrud-

no ubedit~sØ, qto D_A nevyroßdena. Esli P_{k−1}(A − D_A) = ⊥, to nevyroßdennost~ matricy A ustanavlivaetsØ, kak v dokazatel~- stve teoremy 4.2. Pust~ P_{k−1}(A−D_A ) ≠ ⊥. V silu lemmy 2.2 dlØ dokazatel~stva nevyroßdennosti A dostatoqno pokazat~, qto

ρ(|D^{−1}_A B|) < 1, (4.15)

gde B = D_A − A.

Vvidu sootnoxeniæ (3.10) i (3.11), neravenstvo (4.14) ravnosil~no neravenstvu k∏ j=1 [_{r−p}∏ s=1 ( r_{ij} ( D^{−1}_s |D^{−1}_A B|D_s ))βs ]

× [_r∏ s=r−p+1 ( c_{ij} { (D^{−1}_A D_s)^{−1}|D^{−1}_A B|(D^{−1}_A D_s) })_{βs} ] < 1, (4.16)

priqem poslednee spravedlivo dlØ vseh (i_1, . . . , i_k) ∈

P_{k−1}(A−D_A). Zametim, qto levaØ qast~ neravenstva (4.16) sovpa-

daet s vyraßeniem, stoØwim v pravoæ qasti neravenstva (4.10) iz lemmy 4.3, esli poloßit~

δ^{(s)}_i = { r_i ( D^{−1}_s |D^{−1}_A B|D_s ) , s =1, . . . , r − p, c_i [( D^{−1}_A D_s )_{−1} |D^{−1}_A B| ( D^{−1}_A D_s )] , s = r − p + 1, . . . , r, i = 1, . . . , n, a diagonal~nye matricy

Δ_s ≡ diag ( δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ) , s = 1, . . . , r, vse ime¸t poloßitel~nye diagonal~nye fflementy pri uslovii, qto matrica A neprivodima. Dalee, v silu lemmy 3.1 iz [4] my imeem sootnoxeniØ ρ ( Δ^{−1}_s |D^{−1}_A B|) = ρ ( D^{−1}_{r(|Ds |}�_{1|D}�_{1A B| |Ds|)}|D^{−1}_A B| ) = 1, s =1, . . . , r − p,

62 L. ı. KOLOTILINA i ρ ( Δ^{−1}_s |D^{−1}_A B|) = ρ ( D^{−1}_{c(|D}�_{1A Ds|}�_{1|D}�_{1A B| |D}�_{1A Ds|)}|D^{−1}_A B| ) = 1, s = r − p + 1, . . . , r. Takim obrazom, esli A neprivodima, my moßem primenit~ lemmu 4.3, a v silu (4.16) verhnØØ ocenka (4.10) daet nam (4.15).

Nakonec, esli matrica A privodima, to ona nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda nevyroßdeny vse ee neprivodimye komponenty. Poskol~ku kaßdaØ iz neprivodimyh komponent A oqevidno udovletvorØet vsem usloviØm teoremy, vse oni nevyroßdeny po uße dokazannomu. Tem samym teorema dokazana polnost~¸. �

˚sno, qto pri k = 1 teorema 4.3 svoditsØ k teoreme 3.2 (a trebovanie kvazineprivodimosti izlixne) i obobwaet posledn¸¸ na sluqaæ proizvol~nogo k > 1. Niße my privodim nekotorye sledstviØ iz teoremy 4.3, obobwa¸wie sootvetstvu¸wie sledstviØ iz teoremy 3.2.

Sledstvie 4.3. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima. Esli dlØ nekotoryh k > 1 i α, 0 6 α 6 1, k∏ j=1 |a_{ijij} | > [_k∏ j=1 r^′_{ij} (A) ]_α[_k∏ j=1 c^′_{ij} (A) ]_{1−α}

dlØ vseh ( i_1, . . . , i_k ) ∈ P_{k−1}(A − D_A), (4.17)

to A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 4.3 pri r = 2,

p = 1, D_1 = D_2 = I_n i β_1 = α. �

Sledstvie 4.4. Pust~ matrica A = (aij) = DA −B ∈ C^{n×n} , n > 1,

kvazineprivodima. Esli matrica B ne imeet ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov i vypolneno uslovie k∏ j=1 |a_{ij ij} | > [_k∏ j=1 r_{ij} (|B|^{s+1}) r_{ij} (|B|^s) ]_α[_k∏ j=1 c_{ij} (|B|^{q+1}) c_{ij} (|B|^q) ]_{1−α}

dlØ vseh ( i_1, . . . , i_k ) ∈ P_{k−1}(A − D_A) (4.18)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 63

ili ße B ne imeet nulevyh strok i vypolneno uslovie k∏ j=1 |a_{ijij} | > [_k∏ j=1 r_{ij} (|B|^{s+1}) r_{ij} (|B|^s) ]_α[_k∏ j=1 r_{ij} (|B|^{q+1}) r_{ij} (|B|^q) ]_{1−α}

dlØ vseh ( i_1, . . . , i_k ) ∈ P_{k−1}(A − D_A), (4.19)

gde 0 6 α 6 1 i s, q > 0, to matrica A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Primenim teoremu 4.3, poloßiv r = 2, p = 1,

D_1 = D_{r(|B|}s_), D_2 = D^{−1}_{c(|B|q )}, β_1 = α i r = 2, p = 0, D_1 = D_{r(|B|}s_), D_2 = D_{r(|B|}q_), β_1 = α, i vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi (3.6) i

(3.15). �

§5. ObobwennaØ teorema Ostrovskogo–Brauffra

V fftom paragrafe my specializiruem rezul~taty §4 i rassmatrivaem problemu vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, oblada¸wih diagonal~nym preobladaniem porØdka 1, bolee podrobno. V qastnosti, my privodim polnoe opisanie vyroßdennyh neprivodimyh matric, udovletvorØ¸wih usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ porØdka 1 s vesom α, iz kotorogo, v qastnosti, sleduet, qto takie matricy neobhodimo ime¸t specifiqesku¸ strukturu razreßennosti, a imenno, oni ØvlØ- ¸tsØ 2-cikliqeskimi. Dalee, poluqennye rezul~taty sravniva¸tsØ s klassiqeskoæ teoremoæ Ostrovskogo–Brauffra, i pri fftom podqerkivaetsØ vaßnost~ neposredstvennogo uqeta struktury razreßennosti matricy. Nakonec, privodØtsØ nekotorye smexannye usloviØ, vyteka¸wie iz obwih rezul~tatov §4, kotorye obespeqiva¸t nevyroßdennost~ matricy.

V sootvetstvii s opredeleniem 4.1 matrica A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} ,

n > 2, imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka 1 s ve-

som α, 0 6 α 6 1, esli [ r^′_i(A) ]_α[ r^′_j(A) ]_{1−α} 6 |a_{ii}|^α|a_{jj}|^{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠0.

(5.1) Pri k = 1 teorema 4.2 i sledstvie 4.1 da¸t sledu¸wie usloviØ vyroßdennosti/nevyroßdennosti.

Teorema 5.1 (ObobwennaØ teorema Ostrovskogo–Brauffra).

Pust~ matrica A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazineprivodima

64 L. ı. KOLOTILINA i imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka 1 s vesom α,

0 6 α 6 1. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli A diagonal~na ili vse neravenstva v (5.1) strogie, to A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima, to ona vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda n > 2, vse neravenstva v (5.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} > 0 dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2; (5.2)

(iii) esli A neprivodima i n > 2, to A nevyroßdena togda i tol~- ko togda, kogda libo hotØ by odno iz neravenstv v (5.1) ØvlØetsØ strogim, libo dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2,

(−1)^{|γ|}Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} ≠ | |Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} | |. Zametiv, qto vse neravenstva v (5.1) vypolnØ¸tsØ s ravenstvom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda [ r_i ( |D^{−1}_A B| )]_α[ r_j ( |D^{−1}_A B| )]_{1−α} =1 dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠0,

primeniv sledstvie 5.1 iz [4] k neotricatel~noæ matrice |D^{−1}_A B| i vospol~zovavxis~ utverßdeniem (ii) teoremy 5.1, my prihodim k sledu¸wemu polnomu opisani¸ vyroßdennyh neprivodimyh matric, ime¸wih slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka 1 s vesom α.

Sledstvie 5.1. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 2, nepri-

vodima i udovletvorØet usloviØm (5.1). Matrica A ØvlØetsØ vyroßdennoæ togda i tol~ko togda, kogda vypolneny usloviØ (5.2) i libo r^′_i(A) = |a_{ii}|, i = 1, . . . , n, (5.3) libo α = 1/2, ⟨ n ⟩ = S_1 ∪ S_2, (5.4)

gde dlØ nekotorogo c > 1

S_1 = { i ∈ ⟨ n ⟩ : r^′_i(A) = c|a_{ii}| } , (5.5)

S_2 = { i ∈ ⟨ n ⟩ : r^′_i(A) = c^{−1}|a_{ii}| } , (5.6)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 65

i obe glavnye podmatricy

A[S_1] i A[S_2] diagonal~ny. (5.7)

Zameqanie 5.1. DlØ neprivodimoæ matricy A iz usloviæ (5.4)–

(5.7) sleduet, qto oba podmnoßestva S_1 i S_2 nepusty. Deæstvitel~no, esli, skaßem, S_1 bylo by pusto, to v silu (5.4) i (5.7) my by imeli ⟨ n ⟩ = S_2, i A = A[S_2] byla by diagonal~noæ matriceæ, qto protivoreqilo by neprivodimosti A.

Zametim, qto sledstvie 5.1 obobwaet obobwennu¸ teoremu Ostrovskogo–Brauffra, ustanovlennu¸ v [13] (sm. takße [3]) i da¸wu¸ opisanie vyroßdennyh neprivodimyh matric, kotorye udovletvorØ¸t usloviØm

r^′_i(A)r^′_j (A) 6 |a_{ii}| |a_{jj}| dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0.

PoslednØØ teorema sama usilivaet kak klassiqesku¸ teoremu Ostrovskogo–Brauffra [16, 6], tak i ee prØmye obobweniØ, vstreqa¸wiesØ v literature (sm. [13]).

Teorema Ostrovskogo–Brauffra utverßdaet, qto matrica A nevyroßdena, esli vse n(n − 1)/2 neravenstv r^′_i(A)r^′_j(A) 6 |a_{ii}| |a_{jj}|, i ≠ j, i, j = 1, . . . , n, (5.8) vypolneny i ØvlØ¸tsØ strogimi. ˚sno, qto ona nemedlenno sleduet iz teoremy 5.1 (i). Krome togo, teorema 5.1 pokazyvaet, qto dlØ matricy A, u kotoroæ ime¸tsØ simmetriqno raspoloßennye nulevye vnediagonal~nye fflementy (a_{ij} = a_{ji} = 0, i ≠ j), sootvetstvu¸wie neravenstva v (5.8) mogut byt~ opuweny.

Po analogii s teoremoæ Tausski bylo vyskazano predpoloßenie, qto esli matrica A neprivodima i udovletvorØet usloviØm (5.8), priqem hotØ by odno iz poslednih vypolneno so strogim neravenstvom, to A nevyroßdena. Odnako, ffto predpoloßenie, “dokazannoe” Brauffrom [7], neverno (sm., naprimer, [14, 18]). Kak sleduet iz sledstviØ 5.2, privodimogo niße, dlØ togo, qtoby ispravit~ “teoremu” Brauffra, neobhodimo dopolnitel~no potrebovat~, qtoby strogoe neravenstvo v (5.8) vypolnØlos~ dlØ pary indeksov i ≠ j takih, qto a_{ij} i a_{ji} ne obrawa¸tsØ v nol~ odnovremenno, t.e. dlØ nekotoryh verxin i i j, svØzannyh v orgrafe matricy A dugoæ. V protivnom sluqae neprivodimaØ matrica, ime¸waØ stroki s vnediagonal~nym preobladaniem, moßet byt~ vyroßdena.

66 L. ı. KOLOTILINA

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ pereformulirovkoæ utverßdeniØ (iii) teoremy 5.1 s uqetom sledstviØ 5.1 i daet usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ togo, qtoby neprivodimaØ matrica so slabym diagonal~nym preobladaniem porØdka 1 byla nevyroßdennoæ. Takße fftot rezul~tat obobwaet utverßdenie sledstviØ 3.1 so sluqaØ k = 0 na sluqaæ k = 1.

Sledstvie 5.2. Pust~ matrica A = (aij) udovletvorØet uslovi-

Øm sledstviØ 5.1. Opredelim mnoßestva

S_{diag} = { i ∈ ⟨ n ⟩ : r^′_i(A) < |a_{ii}| } , S_{off} = { i ∈ ⟨ n ⟩ : r^′_i(A) > |a_{ii}| } . Matrica A nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ:

(i) C(A) soderßit prostoæ kontur γ, |γ| > 2, takoæ, qto

(−1)^{|γ|}Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} ≠ | Π_γ (A)/ ∏ i∈γ a_{ii} | ; (ii) S_{off} = ⊥ i S_{diag} ≠ ⊥, t.e. |a_{ii}| > r^′_i(A), i = 1, . . . , n, (5.9) i po kraæneæ mere odno iz neravenstv v (5.9) ØvlØetsØ strogim;

(iii) S_{off} ≠ ⊥, S_{diag} ≠ ⊥ i libo α ≠ 1/2, libo hotØ by odno iz neravenstv v (5.1) ØvlØetsØ strogim.

DlØ polnoty izloßeniØ niße my privodim nekotorye smexannye usloviØ, zavisØwie ot mnoßestva dug v orgrafe G(A), kotorye ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi dlØ nevyroßdennosti kvazineprivodimoæ matricy A. �ti usloviØ vyteka¸t iz teoremy 4.3 i sledstviæ 4.3 i 4.4 pri k = 2.

Sledstvie 5.3. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima. Esli |a_{ii}| |a_{jj}| > r−p∏ s=1 [ r^′_i ( D^{−1}_s AD_s ) r^′_j ( D^{−1}_s AD_s )]βs

× r∏ s=r−p+1 [ c^′_i ( D^{−1}_s AD_s ) c^′_j ( D^{−1}_s AD_s )]βs

dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0,

(5.10)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 67

gde^r ∑ s=1 β_s = 1, β_s > 0, s = 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, r > 1, a matricy D_s,

s = 1, . . . , r, nevyroßdeny i diagonal~ny, to A nevyroßdena.

Sledstvie 5.4. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima. Esli pri nekotorom α, 0 6 α 6 1, |a_{ii}| |a_{jj}| > [ r^′_i(A)r^′_j(A) ]_α[ c^′_i(A)c^′_j (A) ]_{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0,

(5.11)

to A nevyroßdena.

Zametim, qto usloviØ (5.11) oslablØ¸t dostatoqnye usloviØ Ostrovskogo [17] |a_{ii}| |a_{jj}| > [ r^′_i(A)r^′_j (A) ]_α[ c^′_i(A)c^′_j (A) ]_{1−α} , i ≠ j, i, j = 1, . . . , n, (5.12) za sqet neposredstvennogo uqeta razreßennosti matricy A. Odnako, dlØ obespeqeniØ nevyroßdennosti D_A prihoditsØ dopolnitel~no trebovat~, qtoby A byla kvazineprivodimoæ.

Sledstvie 5.5. Pust~ matrica A = (aij) = DA −B ∈ C^{n×n} , n > 1,

kvazineprivodima. Esli B ne imeet ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov i |a_{ii}| |a_{jj}| > [ r_i(|B|^{s+1})r_j (|B|^{s+1}) r_i(|B|^s)r_j (|B|^s) ]_α[ c_i(|B|^{q+1})c_j(|B|^{q+1}) c_i(|B|^q)c_j(|B|^q) ]_{1−α}

dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0 (5.13)

ili ße B ne imeet nulevyh strok i |a_{ii}| |a_{jj}| > [ r_i(|B|^{s+1})r_j (|B|^{s+1}) r_i(|B|^s)r_j (|B|^s) ]_α[ r_i(|B|^{q+1})r_j(|B|^{q+1}) r_i(|B|^q)r_j(|B|^q) ]_{1−α}

dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0, (5.14)

to A nevyroßdena.

§6. Matricy, oblada¸wie konturnym

diagonal~nym preobladaniem PonØtie obobwennogo konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ vvoditsØ sledu¸wim opredeleniem.

68 L. ı. KOLOTILINA

Opredelenie 6.1. Budem govorit~, qto matrica A = (aij) ∈

C^{n×n} , n > 1, obladaet slabym obobwennym konturnym diagonal~nym preobladaniem (po strokam), esli dlØ nekotoroæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D vypolneno uslovie ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ r^′_i(D^{−1}AD) dlØ l¸bogo γ ∈ C(A) dliny |γ| > 2. (6.1)

Esli ße vse neravenstva v (6.1) strogie, to budem govorit~, qto matrica A obladaet strogim obobwennym konturnym diagonal~- nym preobladaniem. Pri D = I_n v (6.1) budem govorit~ o konturnom, slabom ili strogom, diagonal~nom preobladanii.

Matricy s konturnym diagonal~nym preobladaniem byli vvedeny v rassmotrenie R. Brual~di, ustanovivxim sledu¸wie znamenitye dostatoqnye usloviØ nevyroßdennosti matric.

Teorema 6.1 [8]. Pust~ A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, i predpoloßim,

qto vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ:

(i) matrica A ØvlØetsØ slabo neprivodimoæ i obladaet strogim konturnym diagonal~nym preobladaniem;

(ii) matrica A neprivodima i obladaet slabym konturnym diagonal~nym preobladaniem, priqem hotØ by odno iz neravenstv v (6.1), gde D = I_n, strogoe.

Togda A nevyroßdena.

Neprivodimye matricy, oblada¸wie slabym konturnym diagonal~nym preobladaniem, issledovalis~ v rabote [3], gde dlØ nih byl ustanovlen sledu¸wiæ kompaktno formuliruemyæ kriteriæ vyroßdennosti.

Teorema 6.2 [3]. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, ne-

privodima i obladaet slabym konturnym diagonal~nym preobladaniem. Togda matrica A vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ravenstvo (−1)^{|γ|} Π_γ (A) Π_γ (|A|) = ∏ i∈γ a_{ii} r^′_i(A) (6.2)

spravedlivo dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2.

Niße my budem issledovat~ problemu vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, oblada¸wih obobwennym konturnym diagonal~nym preobladaniem, primenØØ obwiæ dlØ fftoæ stat~i

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 69 podhod, osnovannyæ na ocenkah ρ(|D^{−1}_A B|) sverhu. Nam ponadobitsØ sledu¸waØ verhnØØ ocenka.

Teorema 6.3 [5]. Pust~ X ∈ R^{n×n}, n > 1, – neotricatel~naØ ma-

trica bez nulevyh strok i pust~ D – diagonal~naØ matrica porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. DlØ perronovskogo kornØ matricy X spravedliva ocenka ρ(X) 6 max_{γ∈C(X)} [ ∏ i∈γ r_i(D^{−1}XD) ]_{1/|γ|} , (6.3)

priqem esli X neprivodima, to neravenstvo (6.3) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda [ ∏ i∈γ r_i(D^{−1}XD) ]_{1/|γ|} = ρ(X) dlØ vseh γ ∈ C(X).

Zametim, qto pri D = I_n teorema 6.3 vpervye byla dokazana ı. A. Al~pinym [1].

Sledu¸wiæ rezul~tat analogiqen lemme 4.2 i poqti oqeviden.

Lemma 6.1. Esli matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazineprivodima i

obladaet slabym obobwennym konturnym diagonal~nym preobladaniem, to D_A nevyroßdena.

Teper~ my gotovy dokazat~ konturnyæ analog teoremy 4.2.

Teorema 6.4. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima i udovletvorØet uslovi¸ (6.1). Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli C(A) ne soderßit konturov dliny bol~xeæ 1 ili ße vse neravenstva v (6.1) ØvlØ¸tsØ strogimi, to A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda n > 2, vse neravenstva v (6.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivo neravenstvo

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} > 0. (6.4)

Dokazatel~stvo. Dokaßem sperva utverßdenie (i). Snaqala my

rassmotrim sluqaæ, kogda C(A) ne soderßit konturov dliny

70 L. ı. KOLOTILINA bol~xeæ 1, t.e. tot sluqaæ, kogda C(B) = ⊥, gde B = D_A − A. Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [10, teorema 6.1]), v fftom sluqae matrica B perestanovoqno podobna verhneæ treugol~noæ matrice, tak qto vse neprivodimye komponenty matric B i A = D_A −B ime¸t porØdok 1. Poskol~ku matrica A kvazineprivodima, vse ee neprivodimye komponenty nevyroßdeny, tak qto nevyroßdena i sama A.

Teper~ predpoloßim, qto C(B) ≠ ⊥, a znaqit n > 2. V fftom sluqae matrica D_A nevyroßdena v silu lemmy 6.1, i my moßem pereæti k matrice D^{−1}_A B. S drugoæ storony, vvidu lemmy 4.1, matrica A nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda nevyroßdena kaßdaØ iz eœ neprivodimyh komponent porØdka bol~xego 1. Pust~ A[S], gde S ⊆ ⟨ n ⟩, takaØ neprivodimaØ komponenta. PrimenØØ k matrice D_A[S]^{−1}B[S] (ne ime¸weæ nulevyh strok) teoremu 6.3 i ispol~zuØ (6.1), my vyvodim: ρ ( |D_A[S]^{−1}B[S]| )

6 max_{γ∈C(B[S])}^{[ ∏}_{i∈γ} ri^(D[S]^{−1}DA[S]^{−1}B[S]D[S]^{)]1/|γ|}

= max γ∈C(B[S]) [ ∏ i∈γ r^′_i ( D[S]^{−1}A[S]D[S] )/ ∏ i∈γ |a_{ii}| ]

6 1, (6.5)

priqem poslednee neravenstvo v (6.5) ØvlØetsØ strogim, esli vse neravenstva v (6.1) strogie. Takim obrazom, v rassmatrivaemom sluqae ρ ( |D_A[S]^{−1}B[S]| ) < 1, tak qto v silu lemmy 2.2 (i) kaßdaØ neprivodimaØ komponenta

A[S] porØdka |S| > 2 nevyroßdena, qto i zaverxaet dokazatel~-

stvo (i).

Nakonec, pust~ matrica A kvazineprivodima i neprivodima. Esli n = 1, to A oqevidno nevyroßdena. Esli ße n > 2, to, v silu (6.5) s S = ⟨ n ⟩, my imeem ρ ( |D^{−1}_A B| ) 6 1, a po teoreme 6.3 ffto neravenstvo ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda ∏ i∈γ r_i ( D^{−1}D^{−1}_A BD ) = 1 dlØ vseh γ ∈ C(B)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 71 ili, drugimi slovami, togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (6.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami. Teper~ utverßdenie (ii) sleduet iz lemm 2.2 i 2.3. �

˚sno, qto oba utverßdeniØ teoremy 6.4 uluqxa¸t sootvetstvu¸wie utverßdeniØ teoremy 6.1 Brual~di. Qto ße kasaetsØ teoremy 6.2, to ona ravnosil~na utverßdeni¸ (ii) teoremy 6.4 pri n > 2 i D = I_n. Deæstvitel~no, my dolßny ubedit~sØ, qto dlØ l¸bogo γ ∈ C(A), |γ| > 2, ravenstvo (6.2) ravnosil~no sisteme sootnoxeniæ ∏ i∈γ |a_{ii}| = ∏ i∈γ r^′_i(A), (6.6)

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} > 0. (6.7)

PerehodØ v (6.2) k modulØm, my poluqaem ravenstvo (6.6), a neravenstvo (6.7) legko sleduet iz (6.2) i (6.6). Obratno, iz (6.6) vytekaet, qto ∏ i∈γ a_{ii} r^′_i(A) = ∏ i∈γ a_{ii} |a_{ii}| , tak qto ravenstvo (6.2) okazyvaetsØ ravnosil~nym sootnoxeni¸ (−1)^{|γ|} Π_γ (A) ∏ i∈γ a_{ii} = Π_γ (|A|) ∏ i∈γ |a_{ii}| , kotoroe sleduet iz (6.7).

DvigaØs~ vpered po toæ ße sheme, qto i v predyduwih paragrafah, niße my privodim kriteriæ nevyroßdennosti dlØ neprivodimyh matric, oblada¸wih obobwennym konturnym diagonal~nym preobladaniem, kotoryæ oqevidnym obrazom vytekaet iz teoremy 6.4 (ii).

Sledstvie 6.1. NeprivodimaØ matrica A ∈ C^{n×n} , n > 2, udovle-

tvorØ¸waØ usloviØm (6.1), nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda spravedlivo odno iz sledu¸wih utverßdeniæ:

(i) po kraæneæ mere odno iz neravenstv v (6.1) ØvlØetsØ strogim;

(ii) neravenstvo

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} ≠ | | |Πγ (A) / ∏ i∈γ a_{ii} | | | (6.8)

72 L. ı. KOLOTILINA

spravedlivo dlØ hotØ by odnogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2.

PolagaØ v teoreme 6.4 i sledstvii 6.1 D = I_n i D = D_{r(|B|}s_), ispol~zuØ sootnoxeniØ (3.6) i uqityvaØ tot fakt, qto esli B ne imeet nulevyh strok, to A imeet neprivodimu¸ komponentu porØdka bol~xego 1, my prihodim k sledu¸wemu konturnomu analogu sledstviØ 3.2.

Sledstvie 6.2. Pust~ s > 0, matrica A = (aij ) = DA − B ∈ C^{n×n} , n > 2, kvazineprivodima, B ne imeet nulevyh strok i pust~ ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ r_i(|B|^{s+1}) / r_i(|B|^s) dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2. (6.9)

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli vse neravenstva v (6.9) strogie, to A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (6.9) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, a uslovie (6.4) vypolneno dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2;

(iii) esli matrica A neprivodima, to ona nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda libo hotØ by odno iz neravenstv (6.9) ØvlØetsØ strogim, libo uslovie (6.8) vypolneno dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A), |γ| > 2.

Zameqanie 6.1. Pri s = 0 predpoloßenie ob otsutstvii u ma-

tricy B nulevyh strok v sledstvii 6.2 ØvlØetsØ izlixnim.

V ostavxeæsØ qasti fftogo paragrafa my predstavim nekotorye smexannye konturnye usloviØ, dostatoqnye dlØ nevyroßdennosti kvazineprivodimyh matric. �ti usloviØ budut poluqeny, ishodØ iz sledu¸wego konturnogo analoga lemmy 4.3.

Lemma 6.3. Pust~ X ∈ R^{n×n}, n > 1, – neotricatel~naØ matrica

i pust~

Δ_s = diag ( δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ) , s = 1, . . . , r, r > 1, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Predpoloßim, qto

ρ(Δ^{−1}_s X) 6 1, s = 1, . . . , r. (6.10)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 73

Togda dlØ proizvol~nyh β_s > 0, s = 1, . . . , r, takih, qto^r ∑ s=1 β_s = 1,

spravedlivo neravenstvo ρ(X) 6 max_{γ∈C(X)} [ ∏ i∈γ r∏ s=1 (δ^{(s)}_i )^{βs} ]_{1/|γ|} . (6.11)

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 3.1 iz [5] i usloviæ (6.10) my

imeem: ρ(X) 6 max_{γ∈C(X)} [ ∏ i∈γ r∏ s=1 (δ^{(s)}_i )^{βs} ]_{1/|γ|}^r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s X) ]_{βs}

6 max_{γ∈C(X)}^{[ ∏}_{i∈γ}^{r∏}_{s=1}(δ^{(s)}_i )^{βs ]1/|γ|}. �

Sledu¸waØ teorema obobwaet utverßdenie (i) teoremy 6.4 na sluqaæ smexannyh usloviæ konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ.

Teorema 6.5. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima, i predpoloßim, qto libo C(A) ne soderßit konturov dliny bol~xeæ 1, libo dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivy strogie neravenstva ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ {^{r−p}∏ s=1 [ r^′_i ( D^{−1}_s AD_s )]_{βs}^r∏ s=r−p+1 [ c^′_i ( D^{−1}_s AD_s )]_{βs} } , (6.12)

gde^r ∑ s=1 β_s = 1, β_s > 0, s = 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, r > 1, a D_s, s =

1, . . . , r, – nevyroßdennye diagonal~nye matricy. Togda matrica A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. Zametim sperva, qto v usloviØh teoremy ma-

trica D_A nevyroßdena. Vvidu lemmy 4.1, nam dostatoqno pokazat~, qto nevyroßdeny vse neprivodimye komponenty matricy A porØdka bol~xego 1.

Pust~ A[S], gde S ⊆ ⟨ n ⟩ i |S| > 2, – neprivodimaØ komponenta A. DlØ i ∈ S poloßim

δ^{(s)}_i = r_i ( D_s[S]^{−1}D_A[S]^{−1}B[S]D_s[S] ) , s = 1, . . . , r − p, c_i [( D_A[S]^{−1}D_s[S] )_{−1} D_A[S]^{−1}B[S] ( D_A[S]^{−1}D_s[S] )] , s = r − p + 1, . . . , r,

74 L. ı. KOLOTILINA gde A = D_A − B, i opredelim diagonal~nye matricy porØdka |S|

Δ_s = diag ( δ^{(s)}_i ) i∈S , s = 1, . . . , r. ˚sno, qto vse matricy Δ_s ime¸t poloßitel~nye diagonal~nye fflementy, i vypolneny sootnoxeniØ (sm. lemmu 3.1 v [4]) ρ ( Δ^{−1}_s |D_A[S]^{−1}B[S]| ) = 1, s = 1, . . . , r. PrimenØØ lemmu 6.3 i ispol~zuØ (6.12), my vyvodim: ρ ( |D_A[S]^{−1}B[S]| ) 6 max_{γ∈C(B[S])}^{[ ∏}_{i∈γ}^{r∏}_{s=1}(δ^{(s)}_i )^{βs ]1/|γ|} < 1, otkuda nevyroßdennost~ neprivodimoæ komponenty A[S] sleduet v silu lemmy 2.2 (i). �

Privedem nekotorye sledstviØ teoremy 6.5.

Sledstvie 6.3. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazine-

privodima, i predpoloßim, qto libo C(A) ne soderßit konturov dliny bol~xeæ 1, libo dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2, ∏ i∈γ |a_{ii}| > [ ∏ i∈γ r^′_i(A) ]_α[ ∏ i∈γ c^′_i(A) ]_{1−α} , (6.13)

gde 0 6 α 6 1. Togda A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. V teoreme 6.5 sleduet poloßit~ r = 2, p = 1,

D_1 = D_2 = I_n, β_1 = α. �

Zameqanie 6.2. DlØ slabo neprivodimoæ matricy A utverßde-

nie sledstviØ 6.3 ravnosil~no sledstvi¸ 2.13 iz [8].

Sledstvie 6.4. Pust~ matrica A = (aij) = DA − B ∈ C^{n×n} , n >

1, kvazineprivodima. Esli u matricy B net ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov i dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivy neravenstva ∏ i∈γ |a_{ii}| > [ ∏ i∈γ r_i(|B|^{s+1}) r_i(|B|^s) ]_α[ ∏ i∈γ c_i(|B|^{q+1}) c_i(|B|^q) ]_{1−α} , (6.14)

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 75

ili ße u B net nulevyh strok i dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2, spravedlivy neravenstva ∏ i∈γ |a_{ii}| > [ ∏ i∈γ r_i(|B|^{s+1}) r_i(|B|^s) ]_α[ ∏ i∈γ r_i(|B|^{q+1}) r_i(|B|^q) ]_{1−α} , (6.15)

gde s, q > 0 i 0 6 α 6 1, to matrica A nevyroßdena.

Dokazatel~stvo. V teoreme 6.5 sleduet poloßit~ r = 2, p = 1,

D_1 = D_{r(|B|}s_), D_2 = D^{−1}_{c(|B|q )}, β_1 = α v pervom sluqae i r = 2, p = 0, D_1 = D_{r(|B|}s_), D_2 = D_{r(|B|}q_), β_1 = α vo vtorom sluqae. �.

§7. Oblasti, soderßawie sobstvennye znaqeniØ matricy

Kak horoxo izvestno, utverßdeniØ o tom, qto matricy, udovletvorØ¸wie opredelennym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ, nevyroßdeny, mogut byt~ pereformulirovany kak teoremy ob oblastØh, soderßawih vse sobstvennye znaqeniØ takih matric. Naprimer, pust~ A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~

λ ∈ Spec(A). Poskol~ku matrica A − λI_n ØvlØetsØ vyroßdennoæ,

po kraæneæ mere odno iz neravenstv |a_{ii} − λ| > r^′_i(A), i = 1, . . . , n, ne moßet byt~ vernym, tak kak v protivnom sluqae matrica

A − λI_n byla by nevyroßdennoæ v silu teoremy 3.1 (i). Takim

obrazom,

Spec(A) ⊆ n⋃ i=1 { z ∈ C : |a_{ii} − z| 6 r^′_i(A) } ≡ G, (7.1)

qto i sostavlØet utverßdenie znamenitoæ teoremy o krugah Gerxgorina.

Obratno, esli matrica A obladaet strogim diagonal~nym preobladaniem, to toqka z = 0 ne prinadleßit oblasti G, opredelennoæ v (7.1), kotoraØ soderßit vse sobstvennye znaqeniØ A. Sledovatel~no, matrica A ne imeet nulevogo sobstvennogo znaqeniØ, t.e. ona nevyroßdena.

Analogiqno, teorema Ostrovskogo–Brauffra, utverßda¸waØ, qto pri n > 2 matrica A, udovletvorØ¸waØ usloviØm |a_{ii}| |a_{jj}| > r^′_i(A)r^′_j (A), i ≠ j, i, j = 1, . . . , n, (7.2)

76 L. ı. KOLOTILINA nevyroßdena, moßet interpretirovat~sØ kak utverßdenie

Spec(A) ⊆ ⋃ i≠j { z ∈ C : |a_{ii} − z| |a_{jj} − z| 6 r^′_i(A)r^′_j (A) } , (7.3)

oznaqa¸wee, qto kaßdoe sobstvennoe znaqenie A prinadleßit hotØ by odnomu iz n(n − 1)/2 ovalov Kassini. Na osnovanii privedennyh rezul~tatov estestvenno predpoloßit~, qto, vozmoßno, vse sobstvennye znaqeniØ matricy A takße prinadleßat i ob¨- edineni¸ oblasteæ D_{i1,... ,ir} = { z ∈ C : r∏ j=1 |a_{ijij} − z| 6 r∏ j=1 r^′_{ij} (A) } , (7.4)

gde r > 3 – nekotoroe fiksirovannoe celoe, a i_1, . . . , i_r ∈ ⟨ n ⟩ vse razliqny. �ta gipoteza obsußdaetsØ, naprimer, v rabotah [15, 8, 11], v kotoryh ona oprovergaetsØ na primere kvazineprivodimoæ matricy

A = 1 1 1 1 . . O . . . . . . . . . O . . I_{n−2} (7.5)

dlØ kotoroæ Spec(A) = {0, 1, 2}, togda kak pri r > 3 vse oblasti (7.4) sostoØt iz edinstvennoæ toqki z = 1.

Obobwenie (7.1) i (7.3) bylo predloßeno Brual~di [8], dokazavxim, qto dlØ slabo neprivodimoæ matricy A ∈ C^{n×n} , n > 2,

Spec(A) ⊆ ⋃ γ∈C(A), |γ|¿2 { z ∈ C : ∏ i∈γ |a_{ii} − z| 6 ∏ i∈γ r^′_i(A) } . (7.6)

Kak sleduet iz teoremy 6.5, spravedlivo takße i sledu¸wee bolee obwee utverßdenie.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 77

Teorema 7.1. Pust~ A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1. Togda

Spec(A) ⊆ ⋃ γ∈C(A), |γ|¿2 { z ∈ C : ∏ i∈γ |a_{ii} − z|

6^∏_{i∈γ}^{[ r−p∏}_{s=1}^[r^′_i^(D^{−1}_s ADs^{)]βs r∏}_{s=r−p+1}^[c^′_i^(D^{−1}_s ADs^{)]βs }}

⋃ { a_{ii}, i ∈ ⟨ n ⟩ : i /∈ ⋃ γ∈C(A), |γ|¿2 γ } , (7.7)

gde^r ∑ s=1 β_s = 1, β_s > 0, s = 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, r > 1, a D_s, s = 1, . . . , r,

– proizvol~nye nevyroßdennye diagonal~nye matricy.

Dokazatel~stvo. Pust~ λ ∈ Spec(A). Esli λ = ai_0i_0 , i0 ∈ ⟨ n ⟩, to

libo i_0 ∈ γ, gde γ ∈ C(A) i |γ| > 2, libo i_0 /∈ ⋃ γ∈C(A), |γ|¿2 γ. V oboih slu-

qaØh λ trivial~nym obrazom soderßitsØ v pravoæ qasti (7.7).

Esli ße λ ≠ a_{ii}, i = 1, . . . , n, to n > 2, a vyroßdennaØ matrica A − λI_n imeet nevyroßdennu¸ glavnu¸ diagonal~, a znaqit (sm. §4) ona kvazineprivodima. Sledovatel~no, po teoreme 6.5 mnoßestvo konturov C(A − λI_n ) neobhodimo soderßit po kraæneæ mere odin prostoæ kontur dliny ne men~xeæ 2, i dlØ nekotorogo

γ ∈ C(A−λI_n), |γ| > 2, spravedlivo neravenstvo ∏ i∈γ |a_{ii} − λ| 6 ∏ i∈γ {^{r−p}∏ s=1 [ r^′_i ( D^{−1}_s AD_s )]_{βs}^r∏ s=r−p+1 [ c^′_i ( D^{−1}_s AD_s )]_{βs} } . Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ lix~ zametit~, qto { γ ∈ C(A − λI_n): |γ| > 2 } = { γ ∈ C(A): |γ| > 2 } .

�

V qastnosti, polagaØ v teoreme 7.1 r = 2, p = 1, β_1 = α,

0 6 α 6 1, i D1 = D2 = In, my prihodim k sledu¸wemu rezul~ta-

tu, obobwa¸wemu sledstvie 2.13 v rabote [8] na proizvol~nye matricy.

78 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 7.1. Esli A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1 i 0 6 α 6 1, to

Spec(A) ⊆ ⋃ γ∈C(A), |γ|¿2 { z ∈ C : ∏ i∈γ |a_{ii} − z| 6 [ ∏ i∈γ r^′_i(A) ]_α[ ∏ i∈γ c^′_i(A) ]_{1−α}}

⋃ { a_{ii}, i ∈ ⟨ n ⟩ : i /∈ ⋃ γ∈C(A), |γ|¿2 γ } . (7.8)

˚sno, qto, polagaØ v sledstvii 7.1 α = 1, my poluqaem obobwenie (7.6) so slabo neprivodimyh na proizvol~nye matricy.

HotØ teorema Brual~di i teorema 7.1 nesomnenno ØvlØ¸tsØ obobweniØmi (7.1) i (7.3), ffti obobweniØ ne ØvlØ¸tsØ prØmymi. Tem ne menee, v protivopoloßnost~ sloßivxemusØ mneni¸, prØmye obobweniØ vse ße suwestvu¸t i vyteka¸t iz teoremy 4.2 (i) v sluqae qistyh usloviæ s vesom i iz teoremy 4.3 v sluqae smexannyh usloviæ. Obobwenie, vyteka¸wee iz teoremy 4.3, imeet sledu¸wiæ vid.

Teorema 7.2. Pust~ k > 1 – celoe i pust~ A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1.

Togda

Spec(A) ⊆ ⋃ (i1,... ,i_k)∈P_k�1(A−D_A) { z ∈ C : k∏ j=1 |a_{ij ij} − z|

6^{k∏}_{j=1}^{[ r−p∏}_{s=1}^[r^′_{ij}^(D^{−1}_s ADs^{)]βs r∏}_{s=r−p+1}^[c^′_{ij}^(D^{−1}_s ADs^{)]βs ]}}

⋃ { a_{ii}, i ∈ ⟨ n ⟩ : A[i] — neprivodimaØ komponenta A } ,

(7.9)

gde^r ∑ s=1 β_s = 1, β_s > 0, s = 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, r > 1, a D_s, s = 1, . . . , r,

– proizvol~nye nevyroßdennye diagonal~nye matricy.

PolagaØ v teoreme 7.2 r = 1, p = 0 i D_1 = I_n, my nemedlenno prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Sledstvie 7.2. DlØ l¸bogo k > 1 i proizvol~noæ matricy A =

(a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1,

Spec(A) ⊆ ⋃ (i1,... ,i_k)∈P_k�1(A−D_A) { z ∈ C : k∏ j=1 |a_{ij ij} − z| 6 k∏ j=1 r^′_{ij} (A) }

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 79 ⋃ { a_{ii}, i ∈ ⟨ n ⟩ : A[i] — neprivodimaØ komponenta A } . (7.10)

˚sno, qto pri k = 1 vkl¸qenie (7.10) svoditsØ k (7.1) (poskol~ku po opredeleni¸ P_0(A − D_A) = ⟨ n ⟩), togda kak pri k = 2 formula (7.10) prinimaet vid

Spec(A) ⊆ ⋃ i≠j : a_{ij} ≠0 { z ∈ C : |a_{ii} − z| |a_{jj} − z| 6 r^′_i(A) r^′_j(A) } ⋃ { a_{ii}, i ∈ ⟨ n ⟩ : A[i] — neprivodimaØ komponenta A } . (7.11)

Koneqno ße, pri n > 2 oblast~, figuriru¸waØ v pravoæ qasti (7.11), soderßitsØ v oblasti, figuriru¸weæ v pravoæ qasti (7.3), tak qto (7.11) utoqnØet (7.3), a sledstvie 7.2 obobwaet na sluqaæ k > 3 imenno utoqnennu¸ formulirovku (7.11), obobwa¸wu¸ utverßdenie (i) teoremy 3.1 iz [13] na proizvol~nye matricy.

VozvrawaØs~ k matrice (7.5), legko ponØt~, qto v fftom sluqae sledstvie 7.2 pri vseh k > 1 daet odin i tot ße vernyæ rezul~tat

Spec(A) ⊆ { z ∈ C : |1 − z| 6 1 } . Sleduet podqerknut~, qto sledstvie 7.2 podpravlØet mnoßestvo oblasteæ (7.4) v dvuh otnoxeniØh. Vo-pervyh, poskol~ku

(i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A ), vse stroqnye summy r^′_{ij} (A), vstreqa¸-

wiesØ v (7.10), otliqny ot nulØ, tak qto nulevye proizvedeniØ

r^′_{ij} (A), kotorye mogut poØvit~sØ v (7.4), iskl¸qeny iz (7.10).

Vo-vtoryh, v (7.10) sredi indeksov i_1, . . . , i_k (no ne sredi par sosednih) mogut vstreqat~sØ ravnye, blagodarØ qemu v ob¨edinenie, stoØwee v pravoæ qasti (7.10), vhodØt dopolnitel~nye oblasti, otsutstvu¸wie sredi oblasteæ (7.4).

Zametim, qto iz teoremy 5.1 (i) legko sleduet, qto dlØ proizvol~nogo α, 0 6 α 6 1,

Spec(A) ⊆ ⋃ i≠j : a_{ij} ≠0 { z ∈ C : |a_{ii} − z|^α|a_{jj} − z|^{1−α} 6 [ r^′_i(A) ]_α[ r^′_j(A) ]_{1−α}}

⋃ { a_{ii}, i ∈ ⟨ n ⟩ : A[i] — neprivodimaØ komponenta A } , (7.12)

qto daet nam nekotoroe usilenie utverßdeniØ (7.11), kotoroe sootvetstvuet sluqa¸ α = 1/2 v (7.12).

80 L. ı. KOLOTILINA

V zakl¸qenie rassmotrim sobstvennye znaqeniØ neprivodimyh matric, kotorye ØvlØ¸tsØ graniqnymi toqkami dlØ nekotoryh iz oblasteæ rassmotrennyh vyxe.

Iz sledstviØ 4.2 (ii) legko sleduet takoæ rezul~tat, dopolnØ- ¸wiæ sledstvie 7.2.

Teorema 7.3. Pust~ k > 1 – celoe qislo i pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, – neprivodimaØ matrica. Esli toqka λ ∈ C udovletvorØet

usloviØm k∏ j=1 |a_{ij ij} −λ| > k∏ j=1 r^′_{ij} (A) dlØ vseh (i_1, . . . , i_k) ∈ P_{k−1}(A−D_A ) (7.13)

i dlØ nekotorogo puti (i^∗_1, . . . , i^∗_k) ∈ P_{k−1}(A − D_A) k∏ j=1 |a_i�_{j i}�_j − λ| = k∏ j=1 r^′_i�_j (A), (7.14)

to λ ∈ Spec(A) togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (7.13) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i

Π_γ (A) / ∏ i∈γ (λ − a_{ii}) > 0 dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2. (7.15)

Pri k = 1 iz teoremy 7.3 nemedlenno vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat, vpervye predstavlennyæ v [12].

Sledstvie 7.3. Esli A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, – neprivodimaØ

matrica i toqka λ ∈ C udovletvorØet usloviØm |a_{ii} − λ| > r^′_i(A), i = 1, . . . , n, (7.16) priqem

|a_{i0i0} − λ| = r^′_{i0}(A) dlØ nekotorogo i_0 ∈ ⟨ n ⟩, (7.17)

to toqka λ ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem A togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ obweæ graniqnoæ toqkoæ vseh krugov Gerxgorina {z ∈ C : |a_{ii} − z| 6 r^′_i(A)}, i = 1, . . . , n, t.e. kogda vse neravenstva v (7.16) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i, krome togo, vypolneno uslovie (7.15).

DlØ k = 2 rezul~tat, vyteka¸wiæ iz teoremy 7.3, moßet byt~ uluqxen s pomow~¸ sledstviØ 5.1. Toqnee, spravedliva sledu- ¸waØ teorema.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 81

Teorema 7.4. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, neprivodi-

ma i pust~ 0 6 α 6 1. Toqka λ ∈ C , udovletvorØ¸waØ usloviØm | |a_{ii} − λ | |^α | |a_{jj} − λ | |^{1−α} > [r^′_i(A)]^α[r^′_j(A)]^{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0 i | |a_{i0i0} − λ | |^α | |a_{j0j0} − λ | |^{1−α} = [r^′_{i0} (A)]^α[r^′_{j0} (A)]^{1−α}, gde i_0 ≠ j_0 i a_{i0j0} ≠ 0,

ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem A togda i tol~ko togda, kogda vypolneno uslovie (7.15) i libo |a_{ii} − λ| = r^′_i(A), i = 1, . . . , n, t.e. λ – ffto obwaØ graniqnaØ toqka vseh krugov Gerxgorina, libo α = 1/2, ⟨ n ⟩ = S_1 ∪ S_2, gde dlØ nekotorogo c > 1

S_1 = { i ∈ ⟨ n ⟩ : r^′_i(A) = c|a_{ii} − λ| } , (7.18)

S_2 = { i ∈ ⟨ n ⟩ : r^′_i(A) = c^{−1}|a_{ii} − λ| } , (7.19)

i obe glavnye podmatricy A[S_1] i A[S_2] diagonal~ny.

Zametim, qto iz (7.18) i (7.19) sleduet, qto λ – vnutrennØØ toqka krugov Gerxgorina { z ∈ C : |a_{ii} − z| 6 r^′_i(A) } , i ∈ S_1, leßawaØ vne ostal~nyh krugov. Krome togo, λ ØvlØetsØ obweæ graniqnoæ toqkoæ ovalov Kassini { z ∈ C : |a_{ii} − z| |a_{jj} − z| 6 r^′_i(A) r^′_j(A) } dlØ vseh i ∈ S_1 i j ∈ S_2.

Zametim takße, qto dlØ α = 1/2 utverßdenie teoremy 7.4 vpervye bylo dokazano v [13].

Posledniæ nax rezul~tat, vkl¸qennyæ dlØ polnoty izloßeniØ, kasaetsØ graniqnyh toqek oblasteæ Brual~di. On nemedlenno sleduet iz teoremy 6.2 i vpervye byl opublikovan v rabote [3].

82 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 7.5. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, neprivodi-

ma i pust~ toqka λ ∈ C udovletvorØet usloviØm ∏ i∈γ |a_{ii} − λ| > ∏ i∈γ r^′_i(A) dlØ vseh γ ∈ C(A), |γ| > 2, i ∏ i∈γ0 |a_{ii} − λ| = ∏ i∈γ0 r^′_i(A) dlØ nekotorogo γ_0 ∈ C(A), |γ_0| > 2.

Toqka λ ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem A v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ravenstvo

Π_γ (A) / Π_γ (|A|) = ∏ i∈γ (λ − a_{ii}) / ∏ i∈γ r^′_i(A) spravedlivo dlØ vseh γ ∈ C(A) dliny |γ| > 2.

Literatura

1. ı. A. Al~pin, Granicy dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, uqityva¸wie svoæstva ee grafa. — Mat. zametki, 58 (1995), 635–637.

2. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M. (1953).

3. L. ı. Kolotilina, O teoreme Brual~di. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 48–63.

4. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 77–122.

5. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. II. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 60–88.

6. A. Brauer, Limits for the characteristic roots of a matrix: II. — Duke Math. J.,

14 (1947), 21–26.

7. A. Brauer, Limits for the characteristic roots of a matrix: IV. — Duke Math. J.,

19 (1952), 75–91.

8. R. Brualdi, Matrices, eigenvalues, and directed graphs. — Linear and Multilinear Algebra, 11 (1982), 143–165.

9. M. Fiedler, V. Pták, Cyclic products and an inequality for determinants. — Czechoslovak Math. J., 19 (1969), 428–450.

10. F. Harary, Graph Theory. Addison-Wesley Publ Co. (1969). 11. R. Horn, C. R. Johnson, Matrix Analysis. Cambridge University Press (1985). 12. L. Yu. Kolotilina, Nonsingularity/singularity criteria for nonstrictly block diagonally dominant matrices. — Linear Algebra Appl., 359 (2003), 133–159.

13. L. Yu. Kolotilina, Generalizations of the Ostrowski–Brauer theorem. — Linear Algebra Appl., 364 (2003), 65–80.

PROBLEMA VYROȷDENNOSTI/NEVYROȷDENNOSTI 83

14. B. Li, M. J. Tsatsomeros, Doubly diagonally dominant matrices. — Linear Algebra Appl., 261 (1997), 221–235.

15. M. Marcus, H. Minc, A Survey of Matrix Theory and Matrix Inequalities. — Boston, Allyn and Bacon, Inc. (1964).

16. A. Ostrowski, Über die Determinanten mit überwiegender Hauptdiagonale. — Comment. Math. Helv., 10 (1937), 69–96.

17. A. Ostrowski, Über das Nichtverschwinden einer Klasse von Determinanten und die Lokalisierung der charakteristischen Wurzeln von Matrizen. — Compositio Math., 9 (1951), 209–226.

18. Z. Xian, Gu Dunhe, A note on A. Brauer’s theorem. — Linear Algebra Appl.,

196 (1994), 163–174.

Kolotilina L. Yu. The singularity/nonsingularity problem for matrices satisfying diagonal dominance conditions in terms of directed graphs.

The paper considers the singularity/nonsingularity problem for matrices satisfying certain conditions of diagonal dominance. The conditions considered extend the classical diagonal dominance conditions and involve the directed graph of the matrix in question. Furthermore, in the case of the so-called mixed diagonal dominance, the corresponding conditions are allowed to involve both row and column sums for an arbitrary finite set of matrices diagonally conjugated to the original matrix. Conditions sufficient for the nonsingularity of matrices strictly diagonally dominant in certain senses are established, as well as necessary and sufficient conditions of singularity/nonsingularity for weakly diagonally dominant matrices in the irreducible case. The results obtained are used to describe inclusion regions for eigenvalues of arbitrary matrices. In particular, a direct extension of the Gerschgorin (r = 1) and Ostrowski–Brauer (r = 2) theorems to r > 3 is presented.

Postupilo 6 ØnvarØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN