Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 4. AB–ALGORITM I EGO PRIMENENI˚

Vvedenie

V stat~e prodolßa¸tsØ issledovaniØ po primeneni¸ metodov faktorizacii k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry (sm. [1, 4]). RassmatrivaetsØ obobwenie AB-algoritma (ranee predloßennogo dlØ rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ puqkov matric [5]) na sluqaæ q-parametriqeskih (q ¿ 1) polinomial~- nyh matric. PrivoditsØ opisanie AB-algoritma, dostatoqnye usloviØ ego shodimosti i primenenie k rexeni¸ sledu¸wih zadaq: vyqislenie posledovatel~nosti nasledstvennyh polinomov i ih isqerpyvanie iz regulØrnogo spektra q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, postroenie svobodnogo (ne soderßawego regulØrnogo spektra) bazisa nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ; postroenie nesokratimyh faktorizaciæ racional~nyh q-parametriqeskih matric. Stat~Ø sostoit iz treh paragrafov. V §1 privoditsØ AB-algoritm, ego obosnovanie i svoæstva dlØ q-parametriqeskih polinomial~nyh matric, koneqnye i beskoneqnye regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry kotoryh ne ime¸t obwih toqek. §§2, 3 posvØweny primeneniØm AB-algoritma k rexeni¸ pereqislennyh vyxe zadaq dlØ qparametriqeskih polinomial~nyh i racional~nyh matric.

Niße budut ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ. F^{m×n}_ρ – mnoßestvo q-parametriqeskih polinomial~nyh m × n

matric F := F (μ_1, . . ., μ_q) ≡ F (λ, μ) =^s ∑ k=0 C_k(μ)λ^k ranga ρ.

f := f[F ] – harakteristiqeskiæ polinom matricy F , t.e. obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F ; f_k := f_k[F ] – OND vsevozmoßnyh minorov po-

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI (02-01–00095) i NX- 2268. 2003. 1. 127

128 V. N. KUBLANOVSKA˚ rØdka ρ − k matricy F .

PredstavleniØ vida f[F ] = φ[F ]g[F ], f_k[F ] = φ_k[F ]g_k[F ] sut~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ [4] polinomov f i f_k sootvetstvenno. Zdes~ g i g_k sut~ primitivnye polinomy nad kol~- com C^{q−1} polinomov ot q−1 peremennoæ iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}.

ε[F ] :=^{f[F ]}_f1_{[F ]} – minimal~nyæ polinom matricy F . Nuli ε[F ] budem nazyvat~ sobstvennymi znaqeniØmi matricy F ; ε[F ] = ψ_1[F ]h_1[F ], gde ψ_1[F ] =^{φ[F ]}_φ1_{[F ]} est~ minimal~nyæ nasledstvennyæ polinom matricy F , t.e. polinom, ime¸wiæ svoimi nulØmi sobstvennye znaqeniØ q-parametriqeskoæ matricy F , zavisØwie ot

k 6 q − 1 parametrov; h1[F ] =^{g[F ]}_{g1[F ]} – polinom, nuli kotorogo est~

sobstvennye znaqeniØ F , zavisØwie ot q parametrov.

Ψ_k[F ] =^{φk}�1^{[F ]}_{φk[F ]} ≠ const est~ nasledstvennyæ polinom porØdka k matricy F ; {Ψ_k[F ]}, k = 1, . . ., u_1 − 1 (φ_0 = φ, φ_u1 = const) est~ posledovatel~nost~ nasledstvennyh polinomov matricy F .

N_c[F ] – nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F ; W_0[F ] est~ bazisnaØ matrica N_c[F ], regulØrnyæ spektr kotoroæ ne zavisit, po kraæneæ mere, ot odnogo parametra.

σ[F ] – koneqnyæ spektr matricy F , t.e. mnoßestvo rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1, . . . , i_ρ j_1, . . . , j_ρ ) = 0, 1 6 i, < · · · < i_ρ 6 n, 1 6 j_1 < · · · < j_ρ 6 m. σ[F ] = σ_r[F ]∪σ_s[F ], gde σ_r[F ] est~ koneqnyæ regulØrnyæ spektr F , σ_s[F ] est~ koneqnyæ singulØrnyæ spektr F ;

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ], gde σ_{r1}[F ] = {μ | ε[F ] = 0}, σ_{r2}[F ] = {μ | φ_1[F ] = 0} ≡ {σ_r[F ] ∩ σ[W_0]}.

M[F ] = {σr[F ] ∩ σs[F ]}, M1[F ] = M[Φ], gde Φ := [φ[F ]I, F1], F1 =

F^T , esli ρ = n i F_1 = F , esli ρ = m.

V dal~neæxem budut oboznaqat~sØ odnoæ i toæ ße bukvoæ operator, matrica, bazis podprostranstva, sostavlennyæ iz stolbcov matricy. Ravenstvo meßdu polinomami opredelØetsØ s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ.

V osnove AB-algoritma leßat metody ΔW -q faktorizacii i nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii q-parametriqeskih polinomial~nyh matric polnogo ranga.

ΔW -q faktorizaciØ matricy F ∈ F^{m×n}_m , F = F (λ, μ) imeet vid F W = [Δ, O]. Zdes~ O est~ nulevaØ m × (n − m) matrica,

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 129

W = [W_1, W_0] est~ n × n matrica s blokami W_1 ∈ F^{n×m}_m i W_0 ∈ F^{n×(n−m)} n−m , W_0 = span W_0 = N_c[F ]. Pri fftom toqki mnoßestv σ_r[W ] i σ_r[W_i], i = 1, 0, ne zavisØt ot veduwego parametra λ.

NepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ (NOF) matricy F imeet vid F = P̄ F̄ , esli F ∈ F^{m×n}_m i F = F̂ P̂ , esli F ∈ F^{m×n}_n . Zdes~ P̄ i P̂ sut~ regulØrnye q-parametriqeskie polinomial~- nye matricy porØdka m i n sootvetstvenno, toqki koneqnyh spektrov kaßdoæ iz kotoryh zavisØt ot q − 1 parametra i sovpada¸t s nulØmi minimal~nogo polinoma matricy F ; F̄^T i F̂ sut~ q-parametriqeskie polinomial~nye m × n matricy polnogo stolbcovogo ranga. Pri fftom esli g[F ] = const, to σ_r[F̃ ] = σ_{r2}[F ] pri F ∈ F^{m×n}_m i σ_r[F̂ ] = σ_{r2}[F ] pri F ∈ F^{m×n}_n ; uravneniØ F̄^T (μ_1, . . . , μ_q)x = 0 i F̂ (μ_1, . . . , μ_q)y = 0 ne ime¸t v kaqestve rexeniæ nenulevyh postoØnnyh vektorov. Opisanie i svoæstva algoritmov ΔW -q faktorizacii i NOF predstavleny v [1], [4].

§1. AB-algoritm i ego svoæstva

Pust~ F = F (μ_1, . . . , μ_q) = F (λ, μ) = ∑ C_k(μ)λ^k, λ = μ_1, μ = μ_2, . . . , μ_q, est~ q – parametriqeskaØ m × n matrica polnogo ranga. DlØ opredelennosti budem predpolagat~, qto F ∈ F^{m×n}_n . Pust~ R_0 := R_0[F ] = (φ[F ])^{−1}F , gde φ[F ] – polinom ot q − 1 peremennoæ, vhodØwiæ v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ polinoma f[F ] : f[F ] = φ[F ]g[F ]. Esli f[F ] neizvesten, v kaqestve φ[F ] moßno vzØt~ polinom, vhodØwiæ v nepolnu¸ otnositel~- nu¸ faktorizaci¸ l¸bogo minora porØdka n matricy F . Budem predpolagat~, qto φ[F ] ≠ const. V qastnosti, rassmatriva¸tsØ matricy F , dlØ kotoryh f[F ] = φ[F ], t.e. koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy F ne zavisit, po kraæneæ mere, ot odnogo (veduwego) parametra λ. Niße rassmatrivaetsØ AB-algoritm i ego primeneniØ v predpoloßenii suwestvovaniØ nesokratimoæ faktorizacii matricy R_0[F ].

AB-algoritm sostoit iz koneqnogo qisla tipiqnyh xagov. Naqal~nymi dannymi dlØ kaßdogo k-go xaga ØvlØetsØ matrica Φ = Φ_k, k = 0, 1, . . ., p.

DlØ pervogo xaga v kaqestve Φ beretsØ matrica Φ_0, poluqennaØ v rezul~tate primeneniØ metoda levoæ nepolnoæ otnositel~- noæ faktorizacii k matrice

Φ_0 = [φ[F ]I, F^T ] ≡ [B^T_0 , A^T_0 ], B_0 = φI, A_0 = F, Φ_0 = P Φ_0, Φ := Φ_0.

130 V. N. KUBLANOVSKA˚ VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) NahoditsØ bazisnaØ matrica W_0 := W_0[Φ] pravogo nul~- prostranstva N_c[Φ]. DlØ fftogo ispol~zuetsØ metod ΔW -q faktorizacii matricy Φ.

(2) NahoditsØ pravaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy W_0:

W_0 = ^W_0 ^P .

Matrica ^W_0 predstavlØetsØ v bloqnom vide kak ^W_0 = [ B A ] dlØ qetnogo xaga i kak ^W_0 = [ A B ] dlØ neqetnogo xaga algoritma

AB, gde B est~ kvadratnaØ matrica.

(3) VyqislØetsØ det ^P . DlØ fftogo ispol~zuetsØ, naprimer, metod sledov D. K. Faddeeva [2].

Esli det ^P ≠ const, osuwestvlØetsØ perehod k sledu¸wemu xagu. V kaqestve naqal~nyh dannyh beretsØ matrica Φ := [^W_0]^T , tak qto

Φ := Φ_{2k} = [B^T_{2k}, A^T_{2k}], Φ := Φ_{2k+1} = [A^T_{2k+1}, B^T_{2k+1}].

Usloviem okonqaniØ raboty AB-algoritma na xage k = p ØvlØetsØ ravenstvo det P̂_k = const.

Teorema 1.1. AB-algoritm, primenennyæ k q-parametriqeskoæ

polinomial~noæ matrice F polnogo ranga (ili, qto to ße, k racional~noæ matrice R_0 := R_0[F ] = φ^{−1}[F ]F ), pri uslovii M[F ] = ⊥ shoditsØ za koneqnoe qislo p xagov, gde p est~ qislo netrivial~nyh nasledstvennyh polinomov matricy F . Pri fftom ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ.

a) Posledovatel~nost~ {det P̂_k}, k = 1, . . . , p (P̂_1 = P̂^T ), sovpadaet s posledovatel~nost~¸ nasledstvennyh polinomov {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , p, matricy F .

b) Koneqnyæ regulØrnyæ spektr kaßdoæ iz matric Φ_p i W^{(p)}_0 est~ pustoe mnoßestvo, tak qto predstavlenie racional~noæ matricy R_0[F ] v vide R_0[F ] = A_pB^{−1}_p pri qetnom p i R_0[F ] = B^{−T}_p A^T_p pri neqetnom p est~ sootvetstvenno pravaØ i levaØ nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_0[F ].

v) Koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy A_p = A_p(λ, μ) sovpadaet s nulØmi polinoma g[F ].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 131 Dokazatel~stvu teoremy predpoxlem rassmotrenie nekotoryh svoæstv AB-algoritma.

1.2. Svoæstva AB-algoritma.

1.1^∘. f[Φ_0] = φ[F ] = φ[Φ_0], f_k[Φ_0] = f_k[F ], ψ_k[Φ_0] = ψ_k[F ]. (1.1) Koneqnye regulØrnye spektry matric ^W^{(k+1)}_0 (matric Φ_k) ne zavisØt ot veduwego parametra λ:

f[^W^{k+1)}_0 ] = φ[^W^{(k+1)}_0 ]; f[Φ_k] = φ[Φ_k]. (1.2)

1.2^∘. σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ] = σ_r [^W^{(k+1)}_0 ]; (1.3) σ_r[Φ_k] ⊇ σ_r[^W^{(k+1)}_0 ]; (1.4) σ_r[F ] ⊇ σ_r[Φ_k] ⊇ σ_r[Φ_{k+1}]; (1.5) σ^−_s [F ] ⊇ σ^+_s [Φ_0] = σ^+_s [Φ_k] (1.6)

M[F ] ⊇ M[Φk], (1.7)

tak qto pri M[F ] = ⊥ imeem M[Φ_k] = ⊥.

1.3^∘. f[Φ_k] = φ_{k+1}[F ], ψ_1[Φ_k] = ψ_{k+1}[F ], (1.8) 1.4^∘. R_0[F ] := φ^{−1}[F ]F = R_{2k−1}[F ] = R_{2k}[F ], (1.9) gde R_{2k}[F ] = A_{2k}B^{−1}_{2k} , R_{2k−1}[F ] = −B^{−T}_{2k−1}A^T_{2k−1}, B_k est~ regulØrnaØ matrica dlØ l¸bogo xaga k.

1.5^∘. Qislo p xagov AB-algoritma, primenennogo k matrice F polnogo ranga, koneqnye regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry kotoroæ ne ime¸t obwih toqek, sovpadaet s qislom p = u_1 − 1 netrivial~nyh nasledstvennyh polinomov matricy F . Pri fftom ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ: σ_r[Φ_p] = ⊥, σ_r [^W^{(p)}_0 ] = ⊥. (1.10) PredstavleniØ R_0 = R_0[F ] v vide R_0 = A_pB^{−1}_p i R_0 = B^{−T}_p A^T_p (1.11) ØvlØ¸tsØ pravoæ i levoæ nesokratimymi faktorizaciØmi matricy R_0 pri qetnom i neqetnom p sootvetstvenno.

132 V. N. KUBLANOVSKA˚

1.6^∘. Esli f[F ] = φ[F ], to σ_r[A_p] = ⊥, matrica B_p ØvlØetsØ unimodulØrnoæ. Drugimi slovami, esli f[F ] = φ[F ]g[F ], g[F ] ≠ const, to koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy A_p sovpadaet s toqkami σ_r[F ], zavisØwimi ot vseh q parametrov: σ_r[A_p] = {(λ, μ)|g[F ] = 0}.

1.3. Dokazatel~stvo svoæstv AB-algoritma. Spravedlivost~

(1.1) sleduet iz vida matricy Φ_0 i opredeleniæ harakteristiqeskogo i nasledstvennyh polinomov. Spravedlivost~ (1.2) sleduet iz sposoba postroeniØ bazisnoæ matricy W_0, osnovannogo na primenenii ΔW -q algoritma. Dokaßem spravedlivost~ ravenstv (1.3)–(1.5). Iz svoæstv algoritma NOF s uqetom togo, qto f[W^{(k+1)}_0 ] = φ[W^{(k+1)}_0 ], sleduet spravedlivost~ (1.3). Deæstvitel~no, po postroeni¸ W^{(k+1)}_0 = ^W^{(k+1)}_0 P̂_{k+1}. Togda iz ravenstva σ_r[W^{(k+1)}_0 ] = σ_{r1}[W^{(k+1)}_0 ] ∪ σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ] s uqetom togo, qto σ_{r1}[W^{(k+1)}_0 ] sovpadaet s mnoßestvom nuleæ det P̂_{k+1}, sleduet spravedlivost~ (1.3). Po opredeleni¸ σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ] s uqetom sootnoxeniØ Φ̂^T_k = N_c[(W^{(k+1)}_0 )^T ] imeem σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ] = σ_r [W^{(k+1)}_0 ] ∩ σ[^Φ^T_k ]. Ots¸da, s uqetom (1.3), nahodim

σ_r[Ŵ^{(k+1)}_0 ] = σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ] = {σ_r[W^{(k+1)}_0 ] ∩ σ[^Φ_k]}

= {σ_r[W^{(k+1)}_0 ] ∩ σ_r[Φ_k]} ∪ {σ_r[W^{(k+1)}_0 ] ∩ σ^+_s [Φ_k]},

tak qto σ_r[Ŵ^{(k+1)}_0 ] ⊇ {σ_r[W^{(k+1)}_0 ] ∩ σ_r[Φ_k]}. No [σ_r[W^{(k+1)}_0 ] ⊇ σ_r[Ŵ^{(k+1)}_0 ]. Sledovatel~no, σ_r[Φ_k] ⊇ σ_r[W^{(k+1)}_0 ] ⊇ σ_r[Ŵ^{(k+1)}_0 ] = σ_r[Φ_{k+1}]. Spravedlivost~ (1.4) i (1.5) ustanovlena. Ustanovim vkl¸qenie σ^+_s [Φ_0] ⊆ σ^−_s [F ]. (1.12)

DlØ ego dokazatel~stva rassmotrim sledu¸wie tri sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (SNAU): 1 φ[Φ_0]

Φ_0 ( 1, . . . , n i_1, . . . , i_n ) = 0, 1 6 i_1 < · · · < i_n 6 n + m; (a) 1 f[F ] Φ_0 ( 1, . . . , n i_1, . . . , i_n ) = 0, 1 6 i_1 < · · · < i_n 6 n + m; (b) 1 f[F ] F^T ( 1, . . . , n i_1, . . . , i_n ) = 0, 1 6 i_1 < · · · < i_n 6 m; (v)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 133 Oboznaqim qerez γ[k] sovokupnost~ koneqnyh rexeniæ SNAU (k). Po opredeleni¸ singulØrnogo spektra q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy imeem: γ[a] = σ^+_s [Φ_0], γ[v] = σ^+_s [F ]. UqityvaØ, qto f[F ] = φ[F ]g[F ] est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma f[F ], iz vida levyh qasteæ SNAU (a)–(v) imeem: γ[a] ⊆ γ[b] ⊆ γ[v]. Ots¸da sleduet (1.12).

Ustanovim spravedlivost~ ravenstv

σ^+_s [Φ_k] = σ^+_s [Φ_{k+1}]. (1.13)

Po postroeni¸ Ŵ^{k+1}_0 = N_c[Φ_k] = Φ^T_{k+1}, tak qto (sm., naprimer, [6]) σ^+_s [Φ_k] = σ^−_s [Ŵ^{k+1}_0 ] = σ^+_s [Φ_{k+1}]. Spravedlivost~ (1.7) sleduet iz (1.13) s uqetom (1.5) i (1.6).

Dokazatel~stvo svoæstva 1.3^∘ provoditsØ po indukcii. Pri k = 0 spravedlivost~ 1.3^∘ sleduet iz svoæstv 1.1^∘ i algoritma NOF matricy Φ_0. Dopustim, qto svoæstvo 1.3^∘ spravedlivo dlØ

i 6 k i dokaßem ego dlØ i = k + 1. Po predpoloßeni¸ imeem:

f[Φ_k] = φ_{k+1}[F ], ψ_1[Φ_k] = ψ_{k+1}[F ]. (1.14) Nado dokazat~, qto

f[Φ_{k+1}] = φ_{k+2}[F ], ψ_1[Φ_{k+1}] = ψ_{k+2}[F ]. (1.15) Snaqala dokaßem spravedlivost~ ravenstv

{| · |φ[Ŵ^{k+1}_0 ] = 0} = {| · |φ_1[Ŵ^{k+1}_0 ] = 0} = {| · |φ_1[Φ_k] = 0}. (1.16) S uqetom togo, qto koneqnye regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry matricy Φ_k ne ime¸t obwih toqek i W^{(k+1)}_0 = N_c[Φ_k], na l¸bom xage k imeet mesto ravenstvo

σ_{r2}[Φ_k] = σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ].

Ots¸da v terminah nasledstvennyh polinomov spravedlivy sledu¸wie ravenstva:

σ_{r2}[Φ_k] = {| · |φ_1[Φ_k] = 0}, σ_{r2}[W^{(k+1)}_0 ] = {| · |φ_1[W^{(k+1)}] = 0}.

Po postroeni¸ φ_1[W^{(k+1)}_0 ] = φ[Ŵ^{(k+1)}_0 ], tak qto spravedlivost~ (1.16) ustanovlena. S uqetom svoæstva 1.1^∘ i ravenstva (1.16) imeem:

f[Φ_{k+1}] = φ[Φ_{k+1}] = φ[Ŵ^{(k+1)}_0 ] = φ_1[Φ_k] = f[Φ_k] Ψ_1[Φ_k] .

134 V. N. KUBLANOVSKA˚ Ots¸da nahodim f[Φ_{k+1}] =^{φk}+1^{[F ]}_{Ψk}+1_{[F ]} = φ_{k+2}[F ], i spravedlivost~ pervogo ravenstva iz (1.15) ustanovlena. Dalee s uqetom (1.15) i svoæstv nasledstvennyh polinomov imeem:

ψ_1[Φ_{k+1}] = ψ_1[Ŵ^{(k+1)}_0 ] = φ[W^{(k+1)} 0 ] φ_1[Ŵ^{(k+1)}_0 ]

= ψ_2[W^{(k+1)}_0 ] = ψ_2[Φ_k] = ψ_{k+2}[F ],

qto i zaverxaet dokazatel~stvo (1.15). Spravedlivost~ 1.3^∘ ustanovlena.

Spravedlivost~ svoæstva 1.4^∘ sleduet iz ravenstva Φ_kŴ^{k+1}_0 = O, gde Φ_k = (Ŵ^{(k)}_0 )^T .

Deæstvitel~no, po postroeni¸ na qetnyh xagah AB-algoritma ime¸t mesto sootnoxeniØ N_c[Φ_0] = N_c[Φ_2] = · · · = N_c[Φ_{2k}], gde

N_c[Φ_{2k}] = Ŵ^{(2k+1)}_0 = [ B_{2k+1} A_{2k+1} ] , Φ_{2k}Ŵ^{(2k+1)}_0 = 0, Φ_{2k} = [B^T_{2k}, A^T_{2k}], tak qto B^T_{2k}A_{2k+1} = −A^T_{2k}B_{2k+1}. (1.17)

Analogiqno na neqetnyh xagah AB-algoritma ime¸t mesto sootnoxeniØ N_c[Φ_1] = N_c[Φ_3] = · · · = N_c[Φ_{2k−1}], gde N_c[Φ_{2k−1}] = Ŵ^{(2k)}_0 = [ A_{2k} B_{2k} ] = Ŵ^{(2k)}_0 , tak qto Φ_{2k−1}Ŵ^{(2k)}_0 = 0, Φ_{2k−1} = [A^T_{2k−1}, B^T_{2k−1}] ili, v razvernutom vide,

A^T_{2k−1}B_{2k} = −B^T_{2k−1}A_{2k}. (1.18)

Iz (1.18) i (1.17) s uqetom togo, qto B_0 = φ[F ]I est~ regulØrnaØ matrica, sleduet: na l¸bom xage algoritma AB matrica B_k ØvlØ¸tsØ regulØrnoæ, tak qto (1.9) vypolnØetsØ. Spravedlivost~ svoæstva 1.4^∘ ustanovlena.

Pereædem k dokazatel~stvu svoæstva 1.5^∘. Soglasno algoritmu AB i dokazannym svoæstvam pri perehode ot Φ_k k Φ_{k+1} proishodit isqerpyvanie iz σ_r[Φ_k] nuleæ minimal~nogo nasledstvennogo polinoma ψ_1[Φ_k] = ψ_{k+1}[F ]. Tak qto na xage p = u_1 budem imet~ σ_r[Φ_p] = σ_r[W^{(p)}_0 ] = ⊥, t.e. vypolnØetsØ sootnoxenie det P̂_p = const. Iz skazannogo sleduet, qto predstavlenie R_0[F ] v vide A_pB^{−1}_p ili B^{−T}_p A^T_p (v zavisimosti ot qetnosti qisla p) est~ pravaØ ili levaØ nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_0[F ].

DlØ dokazatel~stva svoæstva 1.6^∘ ispol~zuem ravenstvo f [ A B ] = f [ B A ] , spravedlivost~ kotorogo sleduet iz opredele-

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 135 niØ harakteristiqeskogo polinoma f[C] matricy C. Vvidu svoæstva 1.5^∘ spravedlivy sledu¸wie ravenstva: f [ F φ[F ]I ] = ψ_1[F ]f [ ψ^{−1}_1 [F ]F φ_1[F ]I ]

= · · · = ψ_1[F ] . . .ψ_k[F ]f [ ψ^{−1}_1 [F ] . . .ψ^{−1}_k [F ]F φ_k[F ]I ] . Zdes~ f [ ψ^{−1}_1 [F ] . . .ψ^{−1}_k [F ]F φ_k[F ]I ] = f [ A_k B_k ] , k = 1, . . ., p. Ots¸da s uqetom svoæstva 1.2^∘ s toqnost~¸ do unimodulØrnogo mnoßitelØ sovpada¸t matricy [ A_k B_k ] i [ ψ^{−1}_1 [F ] . . .ψ^{−1}_k [F ]F φ_k[F ]I ] , tak

qto pri k = p imeem [ φ^{−1}[F ]F I ] = [ A_p B_p ] U , gde U – unimodulØr-

naØ matrica. Ots¸da f[A_p] = φ^{−1}[F ]f[F ], f[B_p] = φ[B_p] = const, qto i zaverxaet dokazatel~stvo svoæstva 1.6^∘.

VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy. Spravedlivost~ utverßdeniØ a) sleduet iz svoæstv 1.1^∘ − 1.3^∘. Utverßdenie b) sleduet iz svoæstv 1.4^∘, 1.5^∘. Svoæstvo 1.6^∘ zaverxaet dokazatel~stvo punkta v) teoremy.

SledstviØ. 1.2. Esli F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ

matrica polnogo ranga,

f[F ] = φ[F ], M[F ] = ⊥, to σ_r[A_p] = ⊥.

Spravedlivost~ sleduet iz svoæstva 1.6^∘ s uqetom togo, qto toqki koneqnogo regulØrnogo spektra matricy F ne zavisØt ot veduwego parametra λ.

1.3. Esli F est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~-

naØ matrica i f[F ] = φ[F ], to σ_r[A_p] = const, t.e. A_p est~ unimodulØrnaØ matrica.

Utverßdenie sleduet iz sledstviØ 1.2, tak kak dlØ regulØrnoæ matricy uslovie M[F ] = ⊥ vsegda vypolnØetsØ.

1.4. Pust~ R1 :=^1_{k1(μ)} F , k1(μ) est~ skalØrnyæ polinom, dlØ

kotorogo φ[F ] ØvlØetsØ delitelem, f[F ] = φ[F ], M[F ] = ⊥. Togda nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_1 imeet vid: R_1 = A_pB̄^{−1}_p

136 V. N. KUBLANOVSKA˚

(R_1 = B̄^{−T}_p A^T_p ), gde σ_r[A_p] = ⊥, B̄_p = k_1(μ)B_p – regulØrnaØ matrica, A_pB^{−1}_p est~ nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_0[F ] = 1 φ[F ] F . Spravedlivost~ sleduet iz ravenstva R_1 =^1_k1_{(μ)} R_0, tak kak po uslovi¸ R_0 predstavima v vide nesokratimoæ faktorizacii A_pB^{−1}_p (ili B^{−T}_p A^T_p ), gde po svoæstvu 1.6^∘ σ_r [A_p] = ⊥.

1.5. Pust~ W est~ q-parametriqeskaØ regulØrnaØ polino-

mial~naØ matrica, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ f[W ] = φ[W ] ≡ det W ; R_0[W ] =^W_{det W} . Pust~ R_0[W ] = A_pB^{−1}_p (R_0[W ] = B̄^{−T}_p A^{−T}_p ) est~ rezul~tat primeneniØ algoritma AB k matrice R_0[W ], t.e. levaØ (ili pravaØ) nesokratimaØ faktorizaciØ R_0[W ]. Qerez C[W ] oboznaqim prisoedinennu¸ matricu dlØ matricy W . Togda ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva:

W^{−1} = A_pB^{−1}_p (W^{−1} = B̄^{−T}_p Ā^T_p ),

C[W ] = B_pA^{−1}_p (C[W ] = B̄^T_p Ā^{−T}_p ).

Zdes~ A_p i Ā_p sut~ unimodulØrnye matricy.

Spravedlivost~ sleduet iz svoæstva 1.6^∘ algoritma AB i ravenstv W^{−1} =^{C[W ]}_{det W} , W C[W ] = C[W ]W = (det W )I.

ZameqaniØ. 1. Uslovie M[F ] = ⊥ ØvlØetsØ dostatoqnym kak

dlØ shodimosti AB-algoritma, primenennogo k matrice Φ_0 = [φ[F ]I, F^T ], tak i dlØ postroeniØ nesokratimoæ faktorizacii racional~noæ matricy R_0[F ] = φ^{−1}[F ]F pri uslovii ee suwestvovaniØ.

2. Esli polinom φ[F ] neizvesten, to dlØ vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov matricy F ∈ F^{m×n}_n sleduet primenit~ ABalgoritm k matrice ~Φ_0 = [h(μ)I, F^T ]. Zdes~ h(μ) est~ skalØrnyæ polinom, delitelem kotorogo ØvlØetsØ polinom φ[F ]. Polinom h(μ) moßno vyqislit~, naprimer, ispol~zuØ sledu¸wie operacii.

(1) Vyqislit~ k(λ, μ), t.e. l¸boæ minor porØdka n ishodnoæ matricy F polnogo stolbcovogo ranga.

(2) Naæti nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ polinoma k(λ, μ) : k(λ, μ) = ~φ(μ)g̃(λ, μ), ispol~zuØ NOF algoritm [4]. V kaqestve h(μ) vzØt~ polinom ~φ(μ).

Pri vypolnenii usloviØ M[F ] = ⊥ AB-algoritm, primenennyæ k matrice ~Φ_0 = [ ~φ^{−1}(μ)I, F^T ], shoditsØ. Rezul~tatom budut

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 137 nasledstvennye polinomy ψ_k[~Φ_0] = ψ_k[F ], k = 1, . . . , p, matricy F i pravaØ i levaØ nesokratimaØ faktorizaciØ R̃ := h^{−1}(μ)F : R̃ = Ã_pB̃−1_p (R̃ = B̃^{−T}_{p+1}ÃT_{p+1}). Pri fftom budut vypolneny ravenstva: Ã_p = A_p (Ã_{p+1} = A_{p+1}), B̃_p = r(μ)B_p (B̃_{p+1} = r(μ)B_{p+1}), gde qerez A_p, B_p (A_{p+1}, B_{p+1}) oboznaqeny matricy, vhodØwie v nesokratimu¸ faktorizaci¸ matricy R_0 = φ^{−1}[F ]F ; r(μ) est~ skalØrnyæ polinom ot q − 1 peremennoæ, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ {| · | : r(μ) = 0} = {| · | : h(μ) = 0} ∩ {| · | : φ(μ) = 0}. Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv matricy ~Φ_0 = [h(μ)I, F^T ].

3. Primenenie AB-algoritma k vyqisleni¸ nesokratimoæ faktorizacii racional~noæ matricy R_0[F ] pozvolØet vyqislit~ kak pravu¸, tak i levu¸ nesokratimye faktorizacii.

Spravedlivost~ sleduet iz ravenstv

R_0 = A_0B^{−1}_0 = −B^{−T}_1 A^T_1 = · · · = −B^{−T}_{2i−1}A^T_{2i−1} = A_{2i}B^{−1}_{2i} .

Tak, naprimer, esli na qetnom xage okonqaniØ AB-algoritma poluqeno R_0 = A_pB^{−1}_p , p = 2i, t.e. pravaØ nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_0, to perehod k sledu¸wemu xagu daet R_0 = B^{−T}_{p+1}A^T_{p+1} – levu¸ nesokratimu¸ faktorizaci¸ matricy R_0.

4. DlØ regulØrnoæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F vsegda imeet mesto ravenstvo M[F ] = ⊥.

Spravedlivost~ sleduet iz sootnoxeniæ N_c[F ] = N_c[F^T ] = ⊥.

§2. Primenenie AB-algoritma k vyqisleni¸ nesokratimyh faktorizaciæ 2.1. Postanovka zadaqi. Rassmotrim primenenie AB-algorit-

ma dlØ vyqisleniØ nesokratimyh faktorizaciæ bolee xirokogo klassa racional~nyh matric, qem klass matric, rassmotrennyh v §1.

Pust~ R := ST^{−1} est~ racional~naØ q-parametriqeskaØ matrica polnogo ranga: S = S(λ, μ) ∈ F^{m×n}_n , T = T (λ, μ) ∈ F^{n×n}_n , nuli det T ne zavisØt ot λ, t.e. f[T ] = φ[T ], Φ_0[R] := [T^T , S^T ]. V dal~neæxem polinomial~nu¸ q-parametriqesku¸ matricu Φ_0 := Φ_0[R] budem nazyvat~ nasledstvennoæ dlØ racional~noæ matricy R. Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 2.1. Esli nasledstvennaØ dlØ R matrica Φ0[R] udovle-

tvorØet usloviØm

f[Φ_0] = φ[Φ_0], (2.1)

M[Φ0] = ⊥, (2.2)

to AB-algoritm, primenennyæ k matrice R s naqal~nymi dannymi Φ_0 = [B^T_0 , A^T_0 ], B_0 := T , A_0 := S, shoditsØ za koneqnoe qislo xagov p. Pri fftom vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ.

a) Posledovatel~nost~ {det P̂_{k+1}}, k = 0, 1, . . ., p, sovpadaet s posledovatel~nost~¸ {ψ_k[Φ_0]}, k = 1, . . ., p, nasledstvennyh polinomov matricy Φ_0[R].

b) RegulØrnyæ spektr kaßdoæ iz matric Φ_p i ^W^{(p)}_0 est~ pustoe mnoßestvo.

v) R_p = A_pB^{−1}_p pri qetnom p i R_p = B^{−T}_p A^T_p pri neqetnom p est~ sootvetstvenno pravaØ i levaØ nesokratimye faktorizacii matricy R = ST^{−1}.

2.2. Svoæstva AB-algoritma dlØ matricy Φ0[R]. Dokazatel~-

stvo teoremy osnovano na sledu¸wih svoæstvah AB-algoritma, primenennogo k matrice Φ_0[R].

2.1^∘. f[Φ_{k+1}] = φ[Φ_{k+1}], f[Ŵ^{(k+1)}_0 ] = φ[Ŵ^{(k+1)}_0 ], t.e. na l¸bom xage AB-algoritma koneqnye regulØrnye spektry matric Φ_k, Ŵ^{(k)}_0 ne zavisØt ot veduwego parametra λ.

2.2^∘. σ_{r2}[Φ_k] = σ_r[Ŵ^{(k+1)}_0 ]; σ_r[Φ_k] ⊇ σ_r[Φ_{k+1}], σ^+_s [Φ_k] = σ^+_s [Φ_{k+1}] = σ^+_s [Φ_0]; M[Φ_0] ⊇ M[Φ_k], tak qto M[Φ_k] = ⊥, esli M[Φ_0] = ⊥.

2.3^∘. ψ_1[Φ_k] = ψ_{k+1}[Φ_0], φ_1[Φ_k] = φ_{k+1}(Φ_0].

2.4^∘. R = ST^{−1} = R_{2i−1} = R_{2i}, R_{2i−1} := −B^{−T}_{2i−1}A^T_{2i−1}, R_{2i} = A_{2i}B^{−1}_{2i} ; B_k est~ regulØrnaØ polinomial~naØ matrica dlØ l¸bogo xaga k algoritma AB.

2.5^∘. Perehod ot xaga k k xagu k + 1 algoritma AB sostoit v isqerpyvanii iz σ_r[Φ_k] minimal~nogo nasledstvennogo polinoma ψ_1[Φ_k] matricy Φ_k. Qislo p xagov AB-algoritma sovpadaet s qislom nasledstvennyh polinomov matricy Φ_0[R]. Pri fftom ime- ¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ: σ_r[Φ_p] = ⊥, σ_r[Ŵ^{(p)}_0 ] = ⊥, tak qto predstavlenie racional~noæ matricy R v vide R = A_pB^{−1}_p pri p qetnom ili v vide R = B^{−T}_p A^T_p pri p neqetnom ØvlØetsØ nesokratimoæ faktorizacieæ naqal~noæ matricy R = ST^{−1}.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 139 Dokazatel~stvo svoæstv 2.1^∘ −2.5^∘ algoritma AB dlØ matricy Φ_0[R] provoditsØ po tomu ße planu, kak i dokazatel~stvo analogiqnyh svoæstv AB-algoritma dlØ matricy R_0[F ], rassmotrennyh v §1.

2.3. SledstviØ k teoreme 2.1. Pust~ R = ST^{−1} – racional~-

naØ matrica polnogo ranga, nesokratimaØ faktorizaciØ dlØ kotoroæ suwestvuet. Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ.

Sledstvie 2.2. Esli vypolneny usloviØ f[T ] = φ[T ], σr [T ] ⊆ σr[S]

i M[S] = ⊥, to AB-algoritm, primenennyæ k matrice R = ST^{−1}

(ili, qto to ße, k nasledstvennoæ dlØ R matrice Φ_0 = [T^T , S^T ]), shoditsØ za p xagov, gde p est~ qislo nasledstvennyh polinomov matricy Φ_0. Rezul~tatom ØvlØetsØ nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R vida A_pB^{−1}_p (ili vida B^{−T}_p A^T_p ).

DlØ dokazatel~stva dostatoqno proverit~ vypolnenie usloviæ teoremy 2.1. Uslovie (2.1) imeet mesto, tak kak σ_r[Φ_0] = σ_r[T ] ∩ σ_r[S] = σ_r[T ] i, sledovatel~no, f[Φ_0] = φ[Φ_0]. Vypolnenie usloviØ (2.2) sleduet iz sootnoxeniØ M[S] = σ_r[S] ∩ σ_s[S] ⊇

M[Φ0], tak kak σr[S] ⊇ σr[T ] = σr[Φ0] i imeet mesto vkl¸qenie

σ_s[S] ⊇ σ_s[Φ_0]. Dokazatel~stvo poslednego vkl¸qeniØ provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu vkl¸qeniæ (1.6) svoæstva 1.2^∘ iz §1. Sledstvie 2.3. Esli R = ST^{−1} est~ predstavlenie^1 q-para-

metriqeskoæ polinomial~noæ matricy v vide racional~noæ rpmatricy, to dlØ vyqisleniØ nesokratimoæ faktorizacii R = A_pB^{−1}_p (R = B^{−T}_p A^T_p ) s ispol~zovaniem AB-algoritma dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ uslovie M[S] = ⊥. Pri fftom spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

a) NesokratimaØ faktorizaciØ rp-matricy est~ polinomial~- naØ matrica, tak qto v predstavlenii R = A_pB^{−1}_p (R = B^{−T}_p A^T_p ) matrica B_p ØvlØetsØ unimodulØrnoæ.

b) Uslovie M[s] = ⊥ vsegda vypolnØetsØ, esli R = ST^{−1} est~ regulØrnaØ rp-matrica.

Spravedlivost~ sleduet iz sledstviØ 2.2, poskol~ku dlØ rpmatric uslovie σ_r[T ] ⊆ σ_r[S] vsegda vypolnØetsØ.

1Predstavlenie polinomial~noæ matricy v vide racional~noæ matricy budem dlØ kratkosti nazyvat~ rp-matriceæ.

140 V. N. KUBLANOVSKA˚

2.4. ZameqaniØ.

2.1. L¸baØ racional~naØ q-parametriqeskaØ matrica R(λ, μ) polnogo ranga, pol¸sa kotoroæ ne zavisØt ot veduwego parametra λ, moßet byt~ predstavlena v forme R = ST^{−1} (ili R = T^{−1}S), gde T – regulØrnaØ matrica, det T = φ[T ]. DlØ fftogo nadleßit vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Zapisat~ matricu R v odnom iz vidov R = P Q^{−1} ili R = Q^{−1}P , ispol~zuØ, naprimer, predstavlenie R = R(λ, μ) v vide bazovoæ faktorizacii (sm. [ 2]): R = q^{−1}(λ, μ)C(λ, μ), P := C(λ, μ), Q := q^{−1}(λ, μ)I. (2) K matrice A(λ, μ) := [Q, P ] ili A(λ, μ) = [Q^T , P^T ] sootvetstvenno dlØ predstavleniæ R v forme P Q^{−1} ili Q^{−1}P primenit~ algoritm ΔW -q faktorizacii dlØ vyqisleniØ matricy

W_0 ≡ [ S T ] , obrazu¸weæ bazis N_c[A] takoæ, qto f[W_0] = φ[W_0],

f[T ] = φ[T ].

Iz ravenstva AW_0 = 0 poluqaem trebuemoe predstavlenie R v vide ST^{−1} ili T^{−T} S^T .

2.2. Pust~ R̃ = (h(μ))^{−1}S, gde h(μ) est~ skalØrnyæ polinom takoæ, qto φ[S] est~ delitel~ h(μ).

Togda pri M[S] = ⊥ algoritm AB, primenennyæ k matrice Φ̃_0 := [h(μ)I, S^T ], shoditsØ. Rezul~tatom ØvlØetsØ nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R̃ vida R̃ = Ã_pB̃^{−1}_p (ili R̃ = B̃^{−T}_p Ã^T_p ).

Pri fftom s toqnost~¸ do unimodulØrnyh mnoßiteleæ vypolnØ- ¸tsØ ravenstva Ã_p = A_p; B̃_p = r(μ)B_p, gde A_pB^{−1}_p (B^{−T}_p A^T_p ) sut~ pravaØ (levaØ) nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_0[S] = (φ[S])^{−1}S, vyqislennaØ AB-algoritmom.

Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv matricy ~Φ_0 i ravenstv R̃ = h^{−1}(μ)S = Ã_{2k}B̃^{−1}_{2k} = −B̃^{−T}_{2k+1}Ã^T_{2k+1},

ime¸wih mesto pri primenenii AB-algoritma. Zametim, qto v kaqestve polinoma h(μ) moßno vzØt~ polinom ~φ[S], vhodØwiæ v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ ~φ(μ)g̃(λ, μ), vyqislennu¸ dlØ l¸bogo minora porØdka n matricy S.

2.3. Pust~ mnoßestvo {σ_r[S] ∩ σ_r [T ]} nepusto i ego toqki ne zavisØt ot parametra λ; Φ_0 := Φ_0[R] = [T^T , S^T ], M[Φ_0] = ⊥. Primenim AB-algoritm k matrice Φ_0[R], nasledstvennoæ dlØ matricy R = ST^{−1}. Rassmotrim sledu¸wie situacii.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 141

K_p := {σ_r[A_p] ∩ σ_r [B]} est~ nepustoe mnoßestvo. V fftom sluqae l¸boæ obweæ toqke mnoßestv σ_r[A_p] i σ_r [B_p] dlØ matric A_p i B_p sootvetstvu¸t razliqnye sobstvennye vektory.

K_p = ⊥, σ_r[A_p] = ⊥, σ_r[B_p] ≠ ⊥. V fftom sluqae koneqnymi osobymi toqkami racional~noæ matricy R ØvlØ¸tsØ tol~ko pol¸sy, t.e. sobstvennye znaqeniØ matricy B_p.

K_p = ⊥, σ_r[A_p] ≠ ⊥, σ_r [B_p] ≠ ⊥, t.e. B_p est~ unimodulØrnaØ matrica. V fftom sluqae R est~ rp-matrica; koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy R sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom matricy A_p.

Spravedlivo i obratnoe utverßdenie. Esli racional~naØ matrica R = ST^{−1} ØvlØetsØ rp-matriceæ, to v nesokratimoæ faktorizacii R, postroennoæ s pomow~¸ AB-metoda, matrica B_p ØvlØetsØ unimodulØrnoæ. Pri fftom regulØrnyæ spektr rpmatricy ne soderßit toqek, zavisØwih ot vseh q parametrov, esli σ_r [A_p] = ⊥. V protivnom sluqae pri σ_r[A_p] ≠ ⊥ regulØrnyæ spektr rp-matricy sostoit iz toqek, zavisØwih ot vseh q parametrov. V qastnosti, esli R = ST^{−1} est~ regulØrnaØ rp-matrica i nesokratimaØ faktorizaciØ R takova, qto σ_r[A_p] = ⊥, to R est~ predstavlenie unimodulØrnoæ polinomial~noæ matricy v vide racional~noæ matricy.

Spravedlivost~ fftih utverßdeniæ osnovana na sledu¸wih oqevidnyh svoæstvah.

a) rp-matrica ne imeet koneqnyh pol¸sov.

b) Matricy S i T iz nesokratimoæ faktorizacii racional~- noæ matricy opredelØ¸tsØ s toqnost~¸ do umnoßeniØ sprava na unimodulØrnu¸ matricu.

§3. Postroenie svobodnogo bazisa

Pust~ F ∈ F^{m×n}_ρ est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ, ρ 6 min(m, n). Sleduet naæti svobodnye bazisy nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ F v predpoloßenii ih suwestvovaniØ. DlØ opredelennosti budem vyqislØt~ svobodnyæ bazis N_c[F ].

Rexenie zadaqi s primeneniem AB-algoritma sostoit iz dvuh stadiæ.

Na pervoæ stadii nahodim bazis W_0 podprostranstva N_c[F ], primenØØ k matrice F algoritm ΔW -q faktorizacii:

F W = [Δ, O], W = [W_1, W_0].

142 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ W_0 est~ matrica, sostavlennaØ iz n−ρ poslednih stolbcov matricy W , kotoraØ po svoæstvam ΔW -q faktorizacii imeet regulØrnyæ spektr, ne zavisØwiæ ot parametra λ.

Na vtoroæ stadii sleduet primenit~ algoritm AB dlØ postroeniØ nesokratimoæ faktorizacii matricy R_0[W_0] := φ^{−1}[W_0]W_0. Zdes~ φ[W_0] = f[W_0] – harakteristiqeskiæ polinom matricy W_0. V kaqestve naqal~nyh dannyh AB-algoritma berutsØ A_0 = W_0, B_0 = φ[W_0]I. V rezul~tate primeneniØ ABalgoritma budet postroena nesokratimaØ faktorizaciØ: R = A_pB^{−1}_p , esli p qetnoe; R = B^{−T}_p A^T_p , esli p neqetnoe.

Dostatoqnym usloviem shodimosti AB-algoritma ØvlØetsØ:

M[W0] = σr[W0] ∩ σs[W0] = ⊥.

Nas interesuet pravaØ nesokratimaØ faktorizaciØ R_0[W_0]. Tak esli AB-algoritm zakanqivaetsØ na qetnom xage p, to v kaqestve nesokratimoæ faktorizacii R_0[W_0] berem R_0 = A_pB^{−1}_p . Esli p neqetnoe, to dlØ postroeniØ pravoæ nesokratimoæ faktorizacii vypolnØetsØ (p + 1)-yæ xag (sm. zameqanie 3 iz §1).

Po svoæstvu 1.6^∘ iz §1 s uqetom togo, qto matrica W_0 imeet regulØrnyæ spektr, ne zavisØwiæ ot λ, koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy A_p ØvlØetsØ pustym mnoßestvom. Tak qto s uqetom ravenstva φ^{−1}[W_0]W_0 = A_pB^{−1}_p ili φ^{−1}[W_0]W_0 = A_{p+1}B^{−1}_{p+1}, gde B_i – regulØrnaØ matrica, sleduet, qto stolbcy A_p (stolbcy A_{p+1}) obrazu¸t iskomyæ svobodnyæ bazis N_c[F ]. S uqetom zameqaniØ 2 iz §1 dlØ postroeniØ svobodnogo bazisa N_c[F ] moßno primenØt~ AB-algoritm k racional~noæ matrice R̃_0 = ~φ^{−1}[W_0]W_0. Zdes~ ~φ_0[W_0] – polinom ot q − 1 peremennoæ, kotoryæ nahoditsØ iz nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii l¸bogo minora porØdka n − ρ matricy W_0.

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI, 238 (1997), 3–329.

3. V. N. Kublanovskaya, Rank division algorithms and their applications. — J. Nu-

mer. Lin. Algebra Appl., 1, No. 2 (1992), 199–213.

4. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 2.

Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii i ego primenenie. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 89–107.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 4 143 5. V. N. Kublanovskaya, The AB-algorithm and its modifications for spectral prob-

lems of linear pencils of matrices. — Numer. Math., 43 (1984), 329–342.

6. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 245 (1998), 165–186.

7. V. N. Kublanovskaya, Solving spectral problems for two-parameter polynomial ma-

trices. Methods and algorithms. — J. Numer. Anal. Math. Modeling, 9, No. 2 (1994), 111–120.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 4. The AB-algorithm and its applications.

The paper continues investigations of methods for factorizing qparameter polynomial matrices and considers their applications to solving multiparameter problems of algebra. An extension of the AB-algorithm, suggested earlier as a method for solving spectral problems for matrix pencils of the form A − λB, to the case of q-parameter (q ¿ 1) polynomial matrices of full rank is proposed. In accordance with the AB-algorithm, a finite sequence of q-parameter polynomial matrices such that every subsequent matrix provides a basis of the null-space of polynomial solutions of its transposed predecessor is constructed. A certain rule for selecting specific basis matrices is described. Applications of the AB-algorithm to computing hereditary polynomials of a q-parameter polynomial matrix and exhausting them from the regular spectrum of the matrix, to constructing irreducible factorizations of rational matrices satisfying certain assumptions, and to computing “free” bases of the null-spaces of polynomial solutions of an arbitrary q-parameter polynomial matrix are considered.

Postupilo 4 fevralØ 2004 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova