Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 5. ALGORITM ∇V –q FAKTORIZACII I EGO PRIMENENI˚ Vvedenie

V stat~e prodolßa¸tsØ issledovaniØ po razrabotke i primeneni¸ metodov faktorizacii k postroeni¸ algoritmov rexeniØ sledu¸wih mnogoparametriqeskih zadaq algebry: razdelenie regulØrnogo i singulØrnogo spektrov q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, vyqislenie nesokratimoæ faktorizacii q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy, postroenie svobodnyh bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ qparametriqeskih polinomial~nyh i racional~nyh matric, vydelenie deliteleæ matriqnogo polinoma po izvestnym delitelØm harakteristiqeskogo polinoma matricy.

DlØ rexeniØ pereqislennyh zadaq predlagaetsØ algoritm ∇V -q faktorizacii, obobwa¸wiæ izvestnyæ algoritm [2,3] dlØ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric. Budem predpolagat~, qto regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry F ne ime¸t obwih toqek.

Stat~Ø sostoit iz dvuh paragrafov. V §1 rassmatrivaetsØ algoritm ∇V -q faktorizacii, ego svoæstva i obosnovanie. V §2 predlaga¸tsØ metody rexeniØ pereqislennyh vyxe zadaq. Ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ stat~i [4] nastoØwego sbornika.

§1. ∇V -q faktorizaciØ i ee vyqislenie 1.1. Postanovka zadaqi. Pust~ F = F (μ1, . . . , μq) est~ q-

parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga m (F ∈ F^{m×n}_m ); M[F ] := {σ_r[F ]∩σ_s[F ]} mnoßestvo toqek pereseqeniØ sootvetstvenno koneqnogo regulØrnogo σ_r[F ] i koneqnogo singulØrnogo σ_s[F ] spektrov matricy F . Rassmotrim razloßenie matricy

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI (02-01-00095) i NX- 2268.2003.1. 144

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 5 145

F vida F = ∇V. (1.1)

Zdes~ ∇ = ∇(μ_1, . . . , μ_q) ∈ F^{m×m}_m est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ regulØrnaØ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom matricy F ; V = V (μ_1, . . . , μ_4) ∈ F^{m×n}_m est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga m, koneqnyæ regulØrnyæ spektr kotoroæ est~ pustoe mnoßestvo. SingulØrnyæ spektr V sovpadaet s singulØrnym spektrom matricy F . Na razloßenie (1.1) budem ssylat~sØ kak na ∇V -q faktorizaci¸ matricy F . StavitsØ zadaqa vyqisleniØ ∇V -q faktorizacii matricy F v predpoloßenii ee suwestvovaniØ. StavitsØ zadaqa vyqisleniØ ∇V −q faktorizacii matricy F v predpoloßenii ee suwestvovaniØ.

1.2. Algoritm ∇V -q faktorizacii. Algoritm predstavleniØ

F ∈ F^{m×n}_m , n > m, v vide ∇V -q faktorizacii (1.1) sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ matrica W , realizu¸waØ ΔW -q faktorizaci¸

matricy F = F (λ, μ) =^s ∑ k=0 C_k(μ)λ^k:

F W = [Δ, O], (1.2)

i vyqislØetsØ det W . Zdes~ W := W (λ, μ) est~ regulØrnaØ qparametriqeskaØ n × n matrica takaØ, qto f[W ] ≡ det W = φ[W ]. OperaciØ (1) vypolnØetsØ primeneniem algoritma ΔW -q faktorizacii. Opredelitel~ det W moßet byt~ vyqislen^1 kak proizvedenie opredeliteleæ levyh treugol~nyh matric, obrazu¸wih matricu W (sm. [1]).

(2) VyqislØetsØ matrica C[W ], prisoedinennaØ dlØ matricy W , naprimer, metodom sledov D. K. Faddeeva [2] ili primeneniem AB-algoritma [4] k matrice R_0[W ] = φ^{−1}[W ]W .

(3) FormiruetsØ polinomial~naØ q-parametriqeskaØ matrica Φ_0[R_1] = [φ[W ]I, C_m], nasledstvennaØ dlØ racional~noæ matricy R_1 := (φ[W ])^{−1}C^T_m, gde qerez C_m := C_m(λ, μ) oboznaqena matrica, sostavlennaØ iz pervyh m strok matricy C[W ].

(4) VyqislØ¸tsØ matricy A i B, vhodØwie v levu¸ nesokratimu¸ faktorizaci¸ matricy R_1, primeneniem AB-algoritma

1DlØ vyqisleniØ det W moßno takße ispol~zovat~ metod sledov D. K. Faddeeva [2].

146 V. N. KUBLANOVSKA˚ [4] k matrice Φ_0[R_1]. Rezul~tatom ØvlØetsØ predstavlenie R_1 v vide levoæ nesokratimoæ faktorizacii R^T_1 = B^{−T} A^T ≡ B^{−T} V . Zdes~ po svoæstvam AB-algoritma V := A^T est~ qparametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga m, ne ime¸waØ koneqnogo regulØrnogo spektra; B est~ regulØrnaØ racional~naØ m × m matrica.

(5) FormiruetsØ polinomial~naØ q-parametriqeskaØ matrica Φ_0[R_2] = [B^T , Δ^T ], nasledstvennaØ dlØ regulØrnoæ racional~noæ matricy R_2 = ΔB^{−1}.

(6) VyqislØ¸tsØ matricy A_p i B_p, vhodØwie v nesokratimu¸ faktorizaci¸ matricy R_2, dlØ qego k matrice Φ_0[R_2] primenØetsØ algoritm AB.

Rezul~tatom ØvlØetsØ predstavlenie R_2 v vide pravoæ nesokratimoæ faktorizacii R_2 = A_pB^{−1}_p (ili levoæ nesokratimoæ faktorizacii R_2 = B^{−T}_p A^T_p ), gde A_p i B_p – regulØrnye qparametriqeskie polinomial~nye matricy, B_p – unimodulØrnaØ matrica.

(7) NahoditsØ matrica U = B^{−1}_p , obratnaØ k unimodulØrnoæ matrice B_p, primeneniem algoritma obraweniØ unimodulØrnoæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, naprimer, ispol~- zovaniem sposoba obraweniØ unimodulØrnyh matric iz p. 1.5 nastoØweæ stat~i. Iskomymi dlØ ∇V -faktorizacii (1.1) ØvlØ¸tsØ matricy V = V (λ, μ) = A^T i ∇ = ∇(λ, μ) = A_pU (ili ∇ = U^T A^T_p ), gde σ_r[V ] = ⊥, σ_r[∇] = σ_r [F ].

Teorema 1.1. DlØ postroeniØ ∇V -q faktorizacii matricy F ∈

F^{m×n}_m dostatoqno, qtoby bylo vypolneno uslovie M[F ] = {σ_r[F ] ∩ σ_s[F ]} = ⊥.

Dokazatel~stvo teoremy provedem, ispol~zuØ indukci¸ po qislu parametrov q. Bazoæ indukcii ØvlØetsØ ∇V -1 faktorizaciØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n-matricy ranga m (sm. [2,3]). Budem predpolagat~, qto ∇V -k faktorizaciØ vida (1.1) imeet mesto dlØ l¸boæ k-parametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy polnogo stroqnogo ranga (1 6 k 6 q − 1), esli ee regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry ne pereseka¸tsØ.

Dokazatel~stvo razloßeniØ (1.1) dlØ k = q provedem konstruktivno, analiziruØ xagi algoritma vyqisleniØ ∇V -q faktorizacii (1.1). Predvaritel~no rassmotrim lemmy, kotorye budut ispol~zovany pri obosnovanii algoritma ∇V -q faktori-

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 5 147 zacii.

1.3. Teoretiqeskie predposylki dlØ algoritma ∇V -q faktorizacii.

Pust~ F ∈ F^{m×n}_n , M[F ] = ⊥, W est~ matrica, realizu¸waØ ΔW -q razloßenie matricy F ; C_m := C_m[W ] – matrica, sostavlennaØ iz pervyh m strok matricy C, prisoedinennoæ dlØ W ; Φ_0 := [φ[W ]I, C_m].

Lemma 1.2. Spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ:

f[C_m] = φ[C_m]; (1.3)

M[Cm] = ⊥; (1.4) M[Cm] = ⊥; (1.5) M[Φ0] = ⊥. (1.6)

Zdes~ C_m = P̄ C̄_m est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy C_m

Spravedlivost~ (1.3) i (1.4) sleduet iz svoæstv matricy W i ravenstv CW = W C = f[W ]I, harakterizu¸wih prisoedinennu¸ matricu. Deæstvitel~no, iz svoæstv ΔW -q metoda imeem f[W ] = φ[W ]. Vvidu togo, qto mnoßestva σ[C] i σ[C_m] otliqa¸tsØ ot σ[W ] tol~ko kratnost~¸ toqek, spravedlivy ravenstva M[W ] =

M[C] = M[Cm], gde M[W ] = ⊥. Spravedlivost~ (1.5) sleduet iz

(1.4) i svoæstv metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii: σ_r[C_m] ⊇ σ_r[C_m]; σ_s[C_m] = σ_s[C_m].

Dokaßem (1.6). Iz vida matricy Φ_0 sleduet, qto σ_r[Φ_0] = σ_r[C_m], σ_s[Φ_0] ⊆ σ_s[C_m]. Ots¸da s uqetom (1.4) sleduet (1.6). Lemma dokazana.

Lemma 1.3. Pust~ matrica F ∈ F^{m×n}_m predstavlena v vide F =

RV , gde R regulØrnaØ q-parametriqeskaØ racional~naØ matrica, V ∈ F^{m×n}_m est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica i σ_r[V ] = ⊥. Togda nesokratimaØ faktorizaciØ R est~ polinomial~naØ matrica, koneqnyæ regulØrnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom F .

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ koneqnogo regulØrnogo spektra F . Deæstvitel~no, primenØØ formulu Bine–Koxi

148 V. N. KUBLANOVSKA˚ dlØ F = RV , poluqim ravenstvo F ( 1, . . ., m i_1, . . . , i_m ) = R ( 1, . . . , m 1, . . . , m ) V ( 1, . . . , m i, . . . , i_m ) . Ots¸da, s uqetom togo, qto NOD { V ( 1, . . . , m i_1, . . ., i_m ) } = const,

imeem f[F ] := NOD{F ( 1, . . . , m i, . . . , i_m ) } = R ( 1, . . ., m 1, . . ., m ) , tak qto R

est~ rp-matrica,^2 koneqnyæ regulØrnyæ spektr R sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom F , qto i trebovalos~ dokazat~.

Lemma 1.4. AB-algoritm [4], primenennyæ k racional~noæ ma-

trice R_1 = C^T_m/φ[W ], pozvolØet vyqislit~ nesokratimu¸ faktorizaci¸ R_1 vida R^T_1 = B^{−T} A^T , gde σ_r[A] = ⊥.

Deæstvitel~no, usloviØ shodimosti AB-algoritma dlØ matricy Φ_0 := [φ[W ]I, C_m], nasledstvennoæ dlØ R_1, vypolnØ¸tsØ v silu lemmy 1.2. Dalee, prinimaØ vo vnimanie ravenstvo f[C_m] = φ[C_m] i svoæstva AB-algoritma (sm. svoæstvo 1.6^∘ iz §1 stat~i [4]), zakl¸qaem, qto koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy A, vhodØweæ v nesokratimu¸ faktorizaci¸ R_1, est~ pustoe mnoßestvo.

Lemma 1.5. AB-algoritm, primenennyæ k regulØrnoæ racional~-

noæ q-parametriqeskoæ matrice R_2 := ΔP B^{−1}, shoditsØ. Rezul~- tatom ØvlØetsØ nesokratimaØ faktorizaciØ R_2 = A_pB^{−1}_p (ili R_2 = B^{−T}_p A^T_p ), gde B_p est~ unimodulØrnaØ matrica.

Deæstvitel~no, matrica R_2 vhodit v razloßenie matricy F : F = ΔP B^{−1}V = R_2V , gde F , R_2 i V ime¸t odinakovye rangi, F i V ØvlØ¸tsØ q-parametriqeskimi polinomial~nymi matricami polnogo stroqnogo ranga i σ_r [V ] = ⊥. Togda po lemme 1.3 racional~naØ matrica R_2 ØvlØetsØ regulØrnoæ rp-matriceæ. Tak qto spravedlivost~ utverßdeniØ lemmy sleduet iz sledstviØ 2.3 algoritma AB, rassmotrennogo v §2 stat~i [4].

1.4. Obosnovanie algoritma.

VernemsØ k obosnovani¸ algoritma iz p. 1.2. Po uslovi¸ F ∈ F^{m×n}_m , m < n i M[F ] = ⊥. Obosnovani¸ podleßat tol~ko operacii (4) i (7).

2Pod rp-matriceæ ponimaetsØ predstavlenie polinomial~noæ matricy v vide racional~noæ matricy.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 5 149 Preßde vsego zametim, qto operacii (4) i (7) trebu¸t primeneniØ metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii k qparametriqeskim polinomial~nym matricam, t.e. primeneniØ ∇V -faktorizaciæ dlØ (q − 1)-parametriqeskih matric. Poslednie v silu indukcionnogo predpoloßeniØ vypolnØ¸tsØ.

V operacii (4) nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_1 vypolnØetsØ primeneniem AB-algoritma k matrice [φ[W ]I, C_m ]. Pri fftom dostatoqnye usloviØ realizacii AB algoritma udovletvoreny (po lemme 1.4 imeem f[Φ_0] = φ[Φ_0] i M[Φ_0] = ⊥, tak

kak M[Φ0] ⊆ M[F ] = ⊥).

VyqislennaØ nesokratimaØ faktorizaciØ R_1 = B^{−T} A^T takova, qto matrica V := A^T ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra. Spravedlivost~ sleduet iz svoæstva 1.6^∘ algoritma AB [4].

DlØ obosnovaniØ operacii (7) snaqala ustanovim, qto matrica R_2 := ∇B^{−1} ØvlØetsØ regulØrnoæ rp-matriceæ. Spravedlivost~ sleduet iz ravenstva F = R_2V i lemmy 1.3 s uqetom togo, qto σ_r [V ] = ⊥ i B – regulØrnaØ matrica.

RegulØrnost~ rp-matricy R_2 pozvolØet utverßdat~ (sm. svoæstvo 1.6^∘ iz [4]), qto nesokratimaØ faktorizaciØ matricy R_2 moßet byt~ naædena primeneniem AB-algoritma i imeet matricu B_p unimodulØrnoæ (det B_p = const). Skazannoe zaverxaet obosnovanie operaciæ (4) i (7).

Takim obrazom, poluqeno obosnovanie algoritma ∇V -q faktorizacii matricy F pri vypolnenii usloviØ M[F ] = ⊥ i v predpoloßenii suwestvovaniØ ∇V -k faktorizaciæ k-parametriqes-kih polinomial~nyh matric polnogo ranga s qislom parametrov

k 6 q − 1.

Zameqanie. Esli M[F ] ≠ ⊥ i vypolneny usloviØ teoremy 1.1,

to rezul~tatom primeneniØ algoritma iz p. 1.2 k matrice F ∈ F^{m×n}_m ØvlØetsØ razloßenie vida F = ~∇ ~V , gde ~∇ est~ regulØrnaØ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s σ_r[F ] za iskl¸qeniem toqek, prinadleßawih mnoßestvu M[F ]; Ṽ est~ q-parametriqeskaØ matrica iz mnoßestva F^{m×n}_m , ime¸waØ σ_s[Ṽ ] = σ_s[F ], σ_r[Ṽ ] =

M[F ]._{1.5. Obrawenie unimodulØrnoæ matricy.}

Pust~ U := U (λ, μ) est~ unimodulØrnaØ polinomial~naØ q-parametriqeskaØ matrica, dlØ kotoroæ sleduet vyqislit~ obratnu¸ matricu U^{−1}.

150 V. N. KUBLANOVSKA˚

Izvestno, qto obratnaØ matrica k regulØrnoæ matrice F predstavima v vide racional~noæ matricy F^{−1} =^{C[F ]}_{det[F ]} , gde C[F ] est~ prisoedinennaØ dlØ F matrica, f[F ] := det F est~ harakteristiqeskiæ polinom F . V sluqae F = U imeem

U^{−1} = dC[U ], d^{−1} := det U ≡ const .

Takim obrazom, vyqislenie U^{−1} svoditsØ k vyqisleni¸ det U i prisoedinennoæ matricy C[U ], qto moßno osuwestvit~ metodom sledov D. K. Faddeeva [2].

1.6. Postroenie prisoedinennoæ matricy dlØ matricy W (λ, μ). Prisoedinennu¸ matricu C [W ] dlØ regulØrnoæ q-parametri-qeskoæ matricy W predstavim v vide racional~noæ matricy R = φ[W ]W^{−1}. K matrice R primenim algoritm AB dlØ predstavleniØ R v vide nesokratimoæ faktorizacii:

R = A_pB^{−1}_p ili R = B^{−T}_p A^T_p .

S uqetom togo, qto R est~ predstavlenie prisoedinennoæ matricy C[W ] v vide racional~noæ matricy, po svoæstvam ABalgoritma zakl¸qaem, qto nesokratimaØ faktorizaciØ R ØvlØetsØ polinomial~noæ matriceæ, tak qto B_p est~ unimodulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica. PrimenØØ k B algoritm obraweniØ unimodulØrnyh matric, poluqim prisoedinennu¸ matricu v vide proizvedeniØ dvuh regulØrnyh qparametriqeskih polinomial~nyh matric.

§2. Primenenie algoritma ∇V -q faktorizacii 2.1. Vyqislenie nesokratimoæ faktorizacii racional~noæ matricy.

Pust~ R(λ, μ) = P (λ, μ)Q^{−1}(λ, μ) est~ q-parametriqeskaØ racional~naØ matrica, nesokratimu¸ faktorizaci¸ kotoroæ sleduet vyqislit~. Zdes~ Q := Q(λ, μ) – regulØrnaØ n × n matrica, P := P (λ, μ) – polinomial~naØ q-parametriqeskaØ m × n matrica, m ¿ n. DlØ vyqisleniØ nesokratimoæ faktorizacii R sleduet k matrice Φ := [Q^T , P^T ] polnogo stroqnogo ranga primenit~ algoritm ∇V -q faktorizacii.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 5 151 V predpoloßenii, qto M[Φ] = ⊥, t.e. dostatoqnye usloviØ teoremy 1.1 dlØ matricy Φ = [Q^T , P^T ] vypolneny, poluqim predstavlenie Φ v vide ∇V -q faktorizacii:

Φ = ∇V, V = [V_1, V_2]. (2.1)

Ots¸da imeem ( P Q ) = ( V^T_2 V^T_1 ) ∇^T , t.e. P = V^T_2 ∇^T , Q = V^T_1 ∇^T ,

priqem po svoæstvam algoritma ∇V -q faktorizacii ime¸t mesto sootnoxeniØ: σ_r [Φ] = σ[∇], σ_r[V ] = ⊥. Iskomoæ nesokratimoæ faktorizacieæ matricy R = P Q^{−1} budet R = V^T_2 V^{−T}_1 . Kak sledstvie teoremy 1.1 spravedlivo utverßdenie.

Sledstvie 2.1. DlØ postroeniØ nesokratimoæ faktorizacii q-

parametriqeskoæ racional~noæ matricy R = P Q^{−1}, gde Q ∈ F^{n×n}_n , P ∈ F^{m×n}_n , dostatoqno, qtoby mnoßestvo M(Φ), t.e. pereseqenie koneqnogo regulØrnogo i koneqnogo singulØrnogo spektrov matricy Φ = [Q^T , P^T ] bylo pusto.

2.2. Postroenie svobodnogo bazisa.

Pust~ P := P (μ_1, . . . , μ_k) est~ bazisnaØ matrica podprostranstva iz k 6 q parametriqeskih polinomial~nyh vektorov. Zadaqa sostoit v preobrazovanii P v svobodnyæ bazis (t.e. bazis ne soderßawiæ koneqnogo regulØrnogo spektra) togo ße podprostranstva. Neobhodimost~ rexeniØ postavlennoæ zadaqi voznikaet, naprimer, pri postroenii svobodnogo bazisa nul~- prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy.

DlØ perestroæki bazisa P v svobodnyæ bazis predstavim matricu P^T v vide ∇V -q faktorizacii:

P^T = ∇V ili P = V^T ∇^T . (2.2)

Esli vypolneno uslovie M[P ] = ⊥, to matrica V^T ØvlØetsØ iskomym svobodnym bazisom. Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv ∇V -q faktorizacii (v razloßenii (2.2) matrica V^T ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra).

Kak sledstvie teoremy 1.1 spravedlivo utverßdenie.

152 V. N. KUBLANOVSKA˚

Sledstvie 2.2. DlØ preobrazovaniØ bazisa P podprostranstva

iz k 6 q parametriqeskih polinomial~nyh vektorov v svobodnyæ bazis togo ße podprostranstva dostatoqno vypolneniØ usloviØ

M[P ] = ⊥.

Zameqanie. Pri vyqislenii svobodnogo bazisa nul~-prostran-

stva N_c[F ] iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F ∈ F^{m×n}_ρ , ρ 6 min(m, n), v kaqestve matricy P moßno vzØt~ matricu W_0, poluqennu¸ primeneniem algoritma ΔW -q faktorizacii [1] k matrice F .

2.3. Vyqislenie deliteleæ matriqnogo polinoma.

Pust~ F ∈ F^{m×n}_m ; f[F ] – harakteristiqeskiæ polinom matricy F ; k_1[F ] i k_2[F ] sut~ deliteli f[F ] : f[F ] = k_1[F ]k_2[F ]. Pri fftom k_1[F ] i k_2[F ] ne ime¸t obwih nuleæ.

Zadaqa sostoit v predstavlenii matricy F v vide

F (μ_1, . . . , μ_k) = F_2(μ_1, . . . , μ_k)F_1(μ_1, . . . , μ_k) (2.3)

gde F_2 ∈ F^{m×n}_n , F_1 ∈ F^{n×n}_n , det F_1 = k_1[F ] , σ_r[F_2] = {(λ, μ)|k_2(λ, μ) = 0}. DlØ rexeniØ zadaqi sleduet k matrice

Φ := [k_1[F ]I, F^T ] (2.4)

primenit~ algoritm ∇V -q faktorizacii, t.e. predstavit~ Φ v vide Φ = ∇V ili Φ^T = [ V^T_1 V^T_2 ] ∇^T , (2.5)

gde V_1 i V_2 sut~ bloki matricy V , razmery kotoryh sootvetstvu¸t razmeram blokov matricy Φ. Iz (2.5) nahodim

k_1[F ]I = V^T_1 ∇^T , F = V^T_2 ∇^T . (2.6)

Iz opredeleniØ koneqnogo regulØrnogo spektra i vida matricy Φ sleduet, qto mnoßestvo σ_r[Φ] sovpadaet s mnoßestvom nuleæ polinoma k_1[F ]. S uqetom fftogo v predpoloßenii, qto M[Φ] = ⊥, iz ravenstv (2.6) sleduet, qto σ_r[Φ] = σ_r[∇] i mnoßestvo σ_r[V_2] dopolnØet σ_r[∇] do mnoßestva σ_r[F ]. Ots¸da predstavlenie matricy F v vide F = V^T_2 ∇^T rexaet postavlennu¸ zadaqu: F_1 = ∇^T , F_2 := V^T_2 .

Kak sledstvie teoremy 1.1 spravedlivo utverßdenie.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 5 153

Sledstvie 2.3. DlØ postroeniØ razloßeniØ (2.3) po zadannomu

delitel¸ k_1[F ] harakteristiqeskogo polinoma matricy F dostatoqno, qtoby regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry matricy Φ vida (2.4) ne peresekalis~.

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih

zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq

dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO-

MI, 238 (1997), 3–329.

3. V. N. Kublanovskaya, Rank division algorithms and their applications. — J. Numer

Lin. Algebra Appl., 1, No. 2 (1992), 199–213.

4. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 4.

AB-algoritm i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI, 309 (2004),

127–143.

5. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 2.

Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii i ego primenenie. — Zap.

nauqn. semin. POMI, 269 (2003), 89–107.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 5. The ∇V -q factorization algorithm and its applications.

The algorithm of ∇V -factorization suggested earlier for decomposing one- and two-parameter polynomial matrices of full row rank into a product of two matrices (a regular one, whose spectrum coincides with the finite regular spectrum of the original matrix, and a matrix of full row rank, whose singular spectrum coincides with the singular spectrum of the original matrix, whereas the regular spectrum is empty) is extended to the case of q-parameter (q ¿ 1) polynomial matrices. The algorithm of ∇V -q factorization is described, and its justification and properties for matrices with arbitrary number of parameters are presented. Applications of the algorithm to computing irreducible factorizations of q-parameter matrices, to determining a free basis of the null-space of polynomial solutions of the matrix, and to finding matrix divisors corresponding to divisors of its characteristic polynomial are considered.

Postupilo 4 fevralØ 2004 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova