Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 309, 2004 g.

V. B. Hazanov

O NEKOTORYH SPEKTRAL^NYH HARAKTERISTIKAH MNOGOPARAMETRIQESKIH POLINOMIAL^NYH MATRIC

1. AnalitiqeskaØ i geometriqeskaØ kratnosti toqki spektra

Koneqnyæ spektr σ_c[F ] mnogoparametriqeskoæ polinomial~- noæ m × n matricy F (˘) ranga ρ opredelØetsØ^1 kak geometriqeskoe mesto toqek ˘� = (λ�_1, λ�_2, . . . , λ�_q) ∈ C^q , koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sisteme nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1, i_2, . . . , i_ρ j_1, j_2, . . . j_ρ ) ≡ ε^{(ρ)}_{ij} (λ) = 0, 1 6 i1 < i2 < · · · < iρ 6 m 1 6 j1 < j2 < · · · < jρ 6 n.^{(1)} Levye qasti uravneniæ sistemy (1) predstavlØ¸t soboæ vsevozmoßnye minory porØdka ρ matricy F (λ) razmerov m × n. Qerez i i j oboznaqeny sootvetstvu¸wie mul~tiindeksy i =

(i_1, i_2, . . . , i_ρ), j = (j_1, j_2, . . . , j_ρ), kotorye opredelØ¸t nomera strok

i stolbcov rassmatrivaemogo minora. Sovokupnost~ (q − 1)- mernyh rexeniæ sistemy nazyvaetsØ regulØrnoæ qast~¸ σ_{cr}[F ], a sovokupnost~ (q −k)-mernyh rexeniæ pri k > 1 nazyvaetsØ singulØrnoæ qast~¸ σ_{cs}[F ] koneqnogo spektra matricy F (˘).

AnalitiqeskaØ (algebraiqeskaØ) kratnost~ toqki koneqnogo spektra σ_c[F ] opredelØetsØ kak kratnost~ nulØ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (1). Toqka ˘� ∈ σ_c[F ] mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘) imeet analitiqesku¸ kratnost~ r + 1, esli v fftoæ toqke obrawa¸tsØ v nul~ polnye differencialy vplot~ do porØdka r levyh qasteæ ε^{(ρ)}_{ij} (˘) vseh uravneniæ sistemy (1), i hotØ by dlØ odnogo uravneniØ

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 02-01-00095 i NX- 2268.2003.1.

1Zdes~ i dalee ispol~zu¸tsØ opredeleniØ spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric, ih oboznaqeniØ i svoæstva, privedennye v rabotah [2–4]. 166

O NEKOTORYH SPEKTRAL^NYH HARAKTERISTIKAH 167

znaqenie differenciala porØdka r + 1 v fftoæ toqke otliqno ot nulØ.

Vvedem ponØtie geometriqeskoæ kratnosti spektra. Geometriqeskoæ kratnost~¸ toqki ˘� ∈ σ_c[F ] mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ m×n matricy F (˘) ranga ρ, budem nazyvat~ qislo

ε_0 := ρ − ρ�, gde ρ� = rank F (˘�). Kak i v odnoparametriqeskom

sluqae, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Lemma. GeometriqeskaØ kratnost~ ε0 toqki ˘� ∈ σc[F ] mnogopa-

rametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘) ne prevoshodit ee analitiqesku¸ kratnost~ r + 1:

ε_0 6 r + 1.

Dokazatel~stvo. Differencial nekotorogo porØdka τ kaßdogo

minora ε^{(ρ)}_{ij} (˘) matricy F (˘) ranga ρ predstavim v vide summy opredeliteleæ porØdka ρ, u kotoryh ot odnoæ do τ strok sosto- Øt iz differencialov fflementov minora ε^{(ρ)}_{ij} (˘) porØdka ot τ do edinicy. Pri fftom fflementy, raspoloßennye v ostal~nyh strokah (ih qislo var~iruetsØ v predelah ot ρ−1 do ρ−τ ), sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi fflementami ishodnogo minora ε^{(ρ)}_{ij} (˘). Sledovatel~no, iz ravenstva nul¸ vseh minorov ε^{(ρ� +1)}_{ij} (˘�) porØdka ρ�_{+1} matricy_{F (}˘�_) sleduet ravenstvo nul¸ znaqeniæ vseh differencialov, vyqislennyh pri ˘ = ˘�, porØdok kotoryh men~xe ili raven ρ − ρ�, qto i trebovalos~ dokazat~.

V otliqie ot odnoparametriqeskogo sluqaØ geometriqeskaØ kratnost~ toqki spektra ne vsegda sovpadaet s maksimal~nym qislom lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektorov. Esli matrica F (˘) ne imeet singulØrnogo spektra, to geometriqeskaØ kratnost~ ε_0 opredelØet maksimal~noe qislo ee lineæno nezavisimyh pravyh i levyh sobstvennyh vektorov, otveqa¸wih fftoæ toqke: F (˘�)xi = 0, xi /∈ Nc(˘�), i = 1, . . . , ε0, yHi F (˘�) = 0^H , y_i /∈ N_r(˘�), i = 1, . . ., ε_0.

AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i dlØ singulØrnoæ matricy F (˘), esli λ� /∈ σ_{cs}[F ], tak kak dim N_c(˘�) = dim N_c(˘) = n−ρ, a

dim N_r (˘�) = dim N_r (˘) = m − p. V odnostoronnih sluqaØh, kogda

168 V. B. HAZANOV

˘� /∈ σcs + [F ] ili ˘� /∈ σcs �[F ], ε0 opredelØet maksimal~noe qislo

lineæno nezavisimyh pravyh ili levyh sobstvennyh vektorov matricy F (˘) sootvetstvenno.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda ˘� ∈ σ_{cs +}[F ] = σ_{cs} �[X], gde

X(˘) – bazisnaØ n × (n − ρ) matrica pravogo nul~-prostranstva

matricy F (˘). Oboznaqim qerez ε_{0X} geometriqesku¸ kratnost~

˘� kak toqki spektra matricy X(˘) : ε0X = n − ρ − ρX� , gde ρX� :=

rank X(˘�). Sledu¸wee utverßdenie vytekaet iz teoremy [4] o

svØzi singulØrnyh spektrov matric F (˘) i X(˘).

Sledstvie. Maksimal~noe qislo lineæno nezavisimyh pravyh

sobstvennyh vektorov polinomial~noæ m × n matricy F (˘) ranga ρ, otveqa¸wih toqke ˘� ∈ σ_{cs +} [F ], ravno summe geometriqeskih kratnosteæ ε_0 + ε_{0X} .

Deæstvitel~no, razmernost~ pravogo nul~-prostranstva matricy F (˘�) ravna n − ρ�. Razmernost~ podprostranstva

span X(˘�), bazis kotorogo obrazu¸t lineæno nezavisimye stol-

bcy matricy X(˘�), ravna ρ_X� . Sledovatel~no, razmernost~ raznosti fftih podprostranstv (kotoraØ i opredelØet maksimal~noe qislo lineæno nezavisimyh pravyh sobstvennyh vektorov matricy F (λ), otveqa¸wih λ�) opredelØetsØ veliqinoæ

n − ρ� − ρ_X� = (ρ − ρ�) + (n − ρ − ρ_X� ) = ε_0 + ε_{0X} .

Analogiqno maksimal~noe qislo lineæno nezavisimyh levyh sobstvennyh vektorov, otveqa¸wih toqke ˘� ∈ σ_{cs} �[F ], ravno ε_0 +

ε_{0Y} , gde ε_{0Y} – geometriqeskaØ kratnost~ ˘� kak toqki spektra

bazisnoæ m × (m − ρ) matricy Y (˘) levogo nul~-prostranstva matricy F (˘) : ε_{0Y} = m − ρ − ρ_Y � , gde ρ_Y � := rank Y (˘�). Takim ße svoæstvom oblada¸t sootvetstvu¸wie harakteristiki toqek beskoneqnoæ qasti spektra matricy F^π(−˘).

2. Ponißa¸wie podprostranstva

Budem govorit~, qto podprostranstva X ∈ C^n i Y ∈ C^m , razmernosti kotoryh udovletvorØ¸t neravenstvu dim X > dim Y , obrazu¸t pravu¸ paru ponißa¸wih podprostranstv polinomial~noæ m × n matricy F (˘) = ∑ k A_kλ^{k1}_1 λ^{k2}_2 . . . λ^{kq}_q , esli dlØ vseh

ee matriqnyh kofffficientov A_k vypolneno uslovie A_kX ⊂ Y . Pervoe iz fftih podprostranstv X budem takße nazyvat~ pravym ponißa¸wim podprostranstvom matricy F (˘). Estestvenno

O NEKOTORYH SPEKTRAL^NYH HARAKTERISTIKAH 169

iskl¸qit~ iz rassmotreniØ trivial~nye sluqai (X = Y = 0 i

X = C^n , Y = C^m pri n > m). Pofftomu budem polagat~ v dal~-

neæxem, qto razmernosti l = dim X, e = dim Y udovletvorØ¸t neravenstvam l > 0 i e < m. Znanie pravoæ ponißa¸weæ pary podprostranstv matricy F (˘) pozvolØet preobrazovyvat~ ee k bloqno treugol~nomu vidu. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 1. Pust~ X, Y – pravaØ ponißa¸waØ para podpro-

stranstv sootvetstvenno razmernosteæ l i e polinomial~noæ m × n matricy F (˘). Togda suwestvuet polinomial~naØ matrica, strogo ffkvivalentnaØ ishodnoæ, ime¸waØ bloqno treugol~nu¸ formu ~F (˘) := P^H F (˘)Q = [ ~ F_{11}(˘) ~F_{12}(˘) Om�e,l^~F22(˘) ] , gde ~F_{11}(˘), ~F_{12}(˘), ~F_{22}(˘) – polinomial~nye matricy razmerov e × l, e × (n − l) i (m − e) × (n − l) sootvetstvenno. Pri fftom (i) ob¨edinenie koneqnyh spektrov regulØrnyh matric ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘) sovpadaet s koneqnym spektrom matricy F (˘), a ob¨edinenie beskoneqnyh spektrov matric ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘) moßet otliqat~sØ ot beskoneqnogo spektra matricy F (λ) tol~ko sobstvennym polinomom −˘_0 nekotoroæ kratnosti;

(ii) pravye vektornye harakteristiki (polinomial~noe rexenie ili poroßda¸wiæ sobstvennyæ (kornevoæ) vektor) x̃_{11}(˘) matricy ~F_{11}(˘) i levye vektornye harakteristiki (polinomial~- noe rexenie ili poroßda¸wiæ sobstvennyæ (kornevoæ) vektor) ỹ_{22}(λ) matricy ~F_{22}(˘) svØzany s analogiqnymi ob¨ektami x(˘) i y(λ) matricy F (˘) sootnoxeniØmi

x(˘) = Q1x̃11(˘), y(˘) = P2ỹ22(˘),

gde Q_1 i P_2 – postoØnnye n×l i m×(m−e) matricy, obrazovannye sootvetstvenno iz pervyh i poslednih stolbcov nevyroßdennyh matric Q i P .

Dokazatel~stvo. Pust~ Q1 i P1 – postoØnnye n × l i m × e ma-

tricy polnogo stolbcovogo ranga, stolbcy kotoryh obrazu¸t bazisy podprostranstv X i Y sootvetstvenno. Togda, oqevidno, suwestvu¸t postoØnnye n × (n − l) i m × (m − e) matricy polnogo stolbcovogo ranga Q_2 i P_2 takie, qto matricy P = [P_1 P_2] i

170 V. B. HAZANOV

Q = [Q_1 Q_2] ØvlØ¸tsØ nevyroßdennymi, priqem P^H_2 P_1 = O_m�_{e,e}.

Bloki matricy ~F (˘) opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

~F_{ij}(˘) = P^H_i F (˘)Q_j, i, j = 1, 2,

tak qto P^H_2 A_kQ_1 = O_m�_{e,e}.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ (i) otmetim snaqala sledu- ¸wiæ oqevidnyæ fakt: rang ρ matricy ~F (˘) raven summe rangov

ρ_{11} i ρ_{22} matric ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘) sootvetstvenno. Sledovatel~no,

l¸boæ otliqnyæ ot toßdestvennogo nulØ minor porØdka ρ matricy ~F (˘) raven proizvedeni¸ sootvetstvu¸wih minorov porØdka

ρ_{11} i ρ_{22} matric ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘). Iz fftogo, v svo¸ oqered~, sledu-

et, qto koneqnyæ spektr matricy F (λ) sovpadaet s ob¨edineniem koneqnyh spektrov matric ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘).

Pri perehode ot affinnogo prostranstva k proektivnomu minor porØdka ρ matricy ~F^π(−˘) moßet otliqat~sØ ot proizvedeniØ sootvetstvu¸wih minorov porØdka ρ_{11} i ρ_{22} matric ~F^π_{11}(−˘) i ~F^π_{22}(−˘) tol~ko mnoßitelem −˘^r_0, gde r – summa raznosteæ stepeni matricy ~F (˘) i stepeneæ ee diagonal~nyh blokov ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘).

Esli x̃_{11}(˘) i ỹ_{22}(˘) ØvlØ¸tsØ polinomial~nymi rexeniØmi ili poroßda¸wimi (sobstvennymi ili kornevymi) vektorami matric ~F_{11}(˘) i ~F_{22}(˘), to sootvetstvu¸wie poroßda¸wie vektory matricy ~F (λ) ime¸t vid:

x̃(˘) = [ x̃_{11}(˘) 0 ] , ỹ(λ) = [ 0 ỹ_{22}(˘) ] . Teper~ spravedlivost~ utverßdeniØ (ii) vytekaet iz vida matric P i Q. Zameqanie. Pravyæ sobstvennyæ vektor matricy^~F11(˘) i le-

vyæ sobstvennyæ vektor matricy ~F_{22}(˘), a takße vektory iz sootvetstvu¸wih ßordanovyh polurexetok, otveqa¸wie toqke spektra ˘�, svØzany s sootvetstvu¸wimi vektorami matricy

F (˘) sootnoxeniØmi vida: x�_{= Q1x̃}�_{11, y}�_{= P2ỹ}�_{22.}

3. Bloqnye spektral~nye harakteristiki Sovokupnost~ kommutiru¸wih matric Λ_j, j = 1, . . ., q, porØdka n budem nazyvat~ pravym naborom matriqnyh rexe-

O NEKOTORYH SPEKTRAL^NYH HARAKTERISTIKAH 171

niæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy F (λ) = ∑ k A_kλ^{k1}_1 λ^{k2}_2 . . . λ^{kq}_q , esli imeet mesto sootnoxenie

F_R(Λ_1, Λ_2, . . . , Λ_q) := ∑ k A_kΛ^{k1}_1 Λ^{k2}_2 . . . Λ^{kq}_q = O_{mn}. (2)

Ustanovim nekotorye svoæstva pravogo nabora matriqnyh rexeniæ.

Teorema 2. Pust~ x� – obwiæ pravyæ sobstvennyæ vektor, otve-

qa¸wiæ sobstvennym znaqeniØm λ�_j matric Λ_j, j = 1, . . ., q:

Λ_jx� = λ�_j x�, j = 1, . . ., q, (3)

iz pravogo nabora matriqnyh rexeniæ polinomial~noæ matricy

F (˘). Togda dlØ matricy F (˘) vektor x� ØvlØetsØ

• libo pravym sobstvennym vektorom, otveqa¸wim toqke ee spektra ˘� = (λ�_1 , λ�_2, . . ., λ�_q ),

• libo znaqeniem ee pravogo polinomial~nogo rexeniØ, vyqislennym v toqke ˘� = (λ�_1 , λ�_2, . . ., λ�_q ).

Dokazatel~stvo. Umnoßim obe qasti sootnoxeniØ (2) sprava

na vektor x�: ∑ k A_kΛ^{k1}_1 Λ^{k2}_2 . . . Λ^{kq}_q x� = 0.

Togda, uqityvaØ ravenstva (3) i kommutativnost~ matric Λ_j , poluqaem ∑ k A_kλ�^{k1}_1 λ�^{k2}_2 . . . λ�^{kq}_q x� = 0.

Takim obrazom, nenulevoæ vektor x� udovletvorØet sootnoxe- ni¸ F (˘�)x� = 0,

iz kotorogo i sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ teoremy. � Teper~ pereædem k ,,bloqnym“ spektral~nym harakteristikam. Sovokupnost~ kommutiru¸wih matric Λ_j, j = 1, . . . , q, porØdka l budem nazyvat~ pravym bloqnym sobstvennym naborom porØdka l polinomial~noæ m × n matricy F (λ), esli suwestvuet

n × l matrica X polnogo stolbcovogo ranga takaØ, qto matri-

cy Λ_j, j = 1, . . ., q, obrazu¸t pravyæ nabor matriqnyh rexeniæ

172 V. B. HAZANOV

polinomial~noæ m × l matricy F (˘)X, t.e. imeet mesto sootnoxenie

{F X}_R(Λ_1, Λ_2, . . ., Λ_q) := ∑ k A_kXΛ^{k1}_1 Λ^{k2}_2 . . . Λ^{kq}_q = O_{ml}.

Matricu X budem nazyvat~ bloqnym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸wim naboru Λ_j, j = 1, . . ., q. Iz teoremy 2 vytekaet

Sledstvie. Pust~ x̂� – obwiæ pravyæ sobstvennyæ vektor, ot-

veqa¸wiæ sobstvennym znaqeniØm λ�_j matric Λ_j , j = 1, . . ., q, iz pravogo bloqnogo sobstvennogo nabora porØdka l:

Λ_jx̂� = λ�_j x̂�, j = 1, . . . , q,

a X – sootvetstvu¸wiæ pravyæ bloqnyæ sobstvennyæ vektor polinomial~noæ matricy F (˘). Togda dlØ matricy F (˘) vektor

x�_{:= Xx̂}�_{ØvlØetsØ}

• libo pravym sobstvennym vektorom, otveqa¸wim toqke ee spektra ˘� = (λ�_1 , λ�_2, . . ., λ�_q ),

• libo znaqeniem ee pravogo polinomial~nogo rexeniØ, vyqislennym v toqke ˘� = (λ�_1 , λ�_2, . . ., λ�_q ).

Analogiqnye svoæstva spravedlivy dlØ levogo nabora matriqnyh rexeniæ (sovokupnosti kommutiru¸wih matric Λ_j, j =

1, . . . , q, porØdka m) polinomial~noæ m × n matricy F (˘):

F_L(Λ_1, Λ_2, . . . , Λ_q) := ∑ k Λ^{k1}_1 Λ^{k2}_2 . . . Λ^{kq}_q A_k = O_{mn},

i dlØ levogo bloqnogo sobstvennogo vektora (m × l matricy polnogo stolbcovogo ranga Y ), otveqa¸wego levomu bloqnomu sobstvennomu naboru (sovokupnosti kommutiru¸wih matric Λ_j ,

j = 1, . . ., q, porØdka l):

{Y^H F }_L(Y ; Λ_1, Λ_2, . . . , Λ_q) := ∑ k Λ^{k1}_1 Λ^{k2}_2 . . . Λ^{kq}_q Y^H A_k = O_{ln}.

Privedem prosteæxiæ primer vvedennyh bloqnyh harakteristik. Pust~ kaßdyæ iz lineæno nezavisimyh vektorov x^i(y^i),

i = 1, . . ., l, ØvlØetsØ libo pravym (levym) sobstvennym vek-

torom, otveqa¸wim toqke ˘^i = (λ^i_1, λ^i_2, . . . , λ^i_q) spektra matricy F (λ), libo znaqeniem ee pravogo (levogo) polinomial~nogo rexeniØ, vyqislennym v nekotoroæ toqke ˘^i = (λ^i_1, λ^i_2, . . . , λ^i_q).

O NEKOTORYH SPEKTRAL^NYH HARAKTERISTIKAH 173

Togda matricy Λ_j = diag{λ^i_j}^l_{i=1}, j = 1, . . . , q, obrazu¸t pravyæ (levyæ) bloqnyæ sobstvennyæ nabor porØdka l, a matrica

X = row{x^i}^l_{i=1} (Y = row{y^i}^l_{i=1}) ØvlØetsØ sootvetstvu¸wim pra-

vym (levym) bloqnym sobstvennym vektorom.

Literatura

1. V. B. Hazanov, O nekotoryh spektral~nyh harakteristikah ˘-matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 139 (1984), 111–124.

2. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 284–321.

3. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 165–186.

4. V. B. Hazanov, O nekotorom svoæstve polinomial~nyh bazisov podprostranstv nad polem racional~nyh funkciæ mnogih peremennyh. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 177–191.

Khazanov V. B. On some spectral characteristics of multiparameter polynomial matrices.

The definitions of some spectral characteristics of polynomial matrices (such as the analytical (algebraic) and geometric multiplicities of a point of the spectrum, deflating subspaces, matrix solvents, and block eigenvalues and eigenvectors) are extended to the multiparameter case, and their properties are analyzed.

Postupilo 14 maØ 2004 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ tehniqeskiæ universitet