Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

L. V. Kantoroviq

O PEREMEWENII MASS

My budem sqitat~ R metriqeskim kompaktnym prostranstvom, hotØ nekotorye iz privedennyh opredeleniæ i rezul~tatov mogut byt~ vyskazany i dlØ prostranstv bolee obwego vida.

Pust~ Φ(e) raspredelenie mass, t.e. funkciØ sovokupnosti: 1) opredelennaØ dlØ borelevskih mnoßestv, 2) neotricatel~- naØ: Φ(e) ≥ 0, 3) absol¸tno-additivnaØ: esli e = e_1 + e_2 + · · · ;

e_i ∩ e_k = ∅ (i ≠ k), to Φ(e) = Φ(e_1 ) + Φ(e_2 ) + · · ·. Pust~ Φ^′(e^′)

drugoe raspredelenie mass, priqem Φ(R) = Φ^′(R). Peremeweniem mass budem nazyvat~ taku¸ funkci¸ Ψ(e, e^′), opredelennu¸ dlØ par (B)-sovokupnosteæ e, e^′ ∈ R: 1) neotricatel~nu¸ i absol¸tno-additivnu¸ po kaßdomu iz argumentov, 2) taku¸, qto

Ψ(e, R) = Φ(e); Ψ(R, e^′) = Φ^′(e^′).

Pust~ r(x, y) izvestnaØ nepreryvnaØ neotricatel~naØ funkciØ — rabota po peremeweni¸ edinicy massy iz x v y.

Rabotoæ po peremeweni¸ dannyh raspredeleniæ mass budem nazyvat~ veliqinu

W (Ψ, Φ, Φ^′) = ∫ R ∫ R r(x, x^′)Ψ(de, de^′) = lim_{λ→0} ∑ i,k r(x_i, x^′_k)Ψ(e_i, e^′_k), gde {e_i} diz¨¸nktny i ∑_n 1 e_i = R, {e^′_k} diz¨¸nktny i ∑_m 1 e^′_k = R, x_i ∈ e_i, x^′_k ∈ e^′_k, i λ naibol~xee iz qisel diam e_i (i = 1, 2, . . . , n), diam e^′_k (k = 1, 2, . . . , m).

Integral, oqevidno, suwestvuet. Veliqinu

W (Φ, Φ^′) = inf_Ψ W (Ψ, Φ, Φ^′)

budem nazyvat~ minimal~noæ rabotoæ po peremeweni¸. Tak kak mnoßestvo funkciæ {Ψ} kompaktno, to Øsno, qto suwestvuet funkciØ Ψ_0 , osuwestvlØ¸waØ fftot minimum, t.e. takaØ, qto

W (Φ, Φ^′) = W (Ψ_0 , Φ, Φ^′),

L. V. Kantoroviq, O peremewenii mass. Dokl. AN SSSR 37, No. 7–8 (1942), 227–229. Stat~Ø vosproizvoditsØ bez kakih-libo izmeneniæ. 11

12 L. V. KANTOROVIQ pravda, ffta funkciØ ne edinstvenna. Takoe peremewenie Ψ_0 budem nazyvat~ minimal~nym peremeweniem.

Dalee budem govorit~, qto peremewenie Ψ ot x k y ne ravno nul¸ i pisat~ x → y, esli dlØ l¸byh okrestnosteæ U_x i U_y toqek x i y budet Ψ(U_x, U_y) > 0. Nazovem peremewenie Ψ potencial~nym, esli suwestvuet takaØ funkciØ U (x), qto 1) |U (x)−U (y)| ≤ r(x, y), 2) U (y) − U (x) = r(x, y), esli x → y.

Togda imeet mesto teorema.

Teorema. Qtoby peremewenie Ψ_0 bylo minimal~no, neobhodimo

i dostatoqno, qtoby ono bylo potencial~no.

Dostatoqnost~. Pust~ Ψ_0 potencial~no i U potencial. Togda

po 2) svoæstvu U :

W (Ψ_0 , Φ, Φ^′) = ∫ R ∫ R r(x, y)Ψ_0 (de, de^′) = ∫ R ∫ R [U (y)−U (x)]Ψ_0 (de, de^′) =

= ∫ R ∫ R U (y)Ψ_0 (de, de^′) − ∫ R ∫ R U (x)Ψ_0 (de, de^′) =

= ∫ R U (y)Φ^′(de^′) − ∫ R U (x)Φ(de), esli ße Ψ kakaØ-libo drugaØ funkciØ, to

W (Ψ, Φ, Φ^′) = ∫ R ∫ R r(x, y)Ψ(de, de^′) ≥ ∫ R ∫ R [U (y) − U (x)]Ψ(de, de^′) =

= ∫ R U (y)Φ^′(de^′) − ∫ R U (x)Φ(de), t.e. W (Ψ, Φ, Φ^′) ≥ W (Ψ_0 , Φ, Φ^′) i Ψ_0 minimal~no.

Neobhodimost~. Pust~ Ψ_0 minimal~noe peremewenie. Voz~mem

mnoßestvo toqek ξ_0 , ξ_1 , . . . plotnoe v R. Oboznaqim qerez D_n naimen~xee mnoßestvo toqek, soderßawee ξ_n i takoe, qto esli

x ∈ D_n i x → y ili y → x, to y ∈ D_n. Oqevidno, qto esli y ∈ D_n,

to naædetsØ takaØ sistema toqek x_i, y_i, qto ξ_0 = x_0 → y_1 , x_1 → y_1,

x_2 → y_2, . . . , x_{n−1} → y_n, x_n → y_n (y_n = y) (ili shodnaØ cep~ s

O PEREMEWENII MASS 13 inym napravleniem strelok v naqale ili v konce). V privedennom sluqae poloßim

U (y) = n∑ 1 r(x_{i−1}, y_{i−1}) − n∑ 1 r(x_i, y_i). Netrudno proverit~, qto znaqenie U ne zavisit ot vybora soedinØ¸weæ cepi, a takße, qto dlØ U budut udovletvoreny svoæstva 1) i 2) potenciala, esli x, y ∈ D_0. Imenno, moßno pokazat~, qto nesobl¸denie kakogo-libo iz fftih obstoØtel~stv pozvolilo by zamenit~ Ψ_0 na drugoe peremewenie s ewe men~xeæ rabotoæ, qto protivoreqit minimal~nosti Ψ_0.

Predpoloßim, qto v oblastØh D_0, D_1, . . . , D_{n−1} funkciØ U uße opredelena.

Esli toqka ξ_n voxla v D_0 + D_1 + . . . + D_{n−1} , to dlØ nee i dlØ vseæ oblasti D_n funkciØ U uße opredelena. V protivnom sluqae opredelim V (x) na D_n tak ße, kak my opredelØli U v D_0, tol~ko rol~ ξ_0 budet igrat~ ξ_n. Dalee podbiraem qislo μ, zakl¸qennoe v predelah inf x∈D0 +D1 +...+Dn�1 y∈Dn {U (x) − V (y) − r(x, y)} ≤ μ ≤ inf x∈D0 +D1 +...+Dn�1 y∈Dn {U (x) − V (y) + r(x, y)} . Suwestvovanie μ opØt~ ustanavlivaetsØ na osnovanii minimal~- nosti Ψ_0. Dalee polagaem dlØ x ∈ D_n: U (x) = V (x) + μ. Itak, funkciØ U opredelena v D_0 + D_1 + . . . , a tak kak ffta sovokupnost~ v R vezde plotna, to U rasprostranØetsØ blagodarØ uslovi¸ 2) na vse R i obladaet svoæstvami 1) i 2), t.e. peremewenie potencial~no.

DokazannaØ teorema daet udobnyæ sposob proverki togo, qto dannoe peremewenie mass minimal~noe. Imenno, dlØ proverki dostatoqno popytat~sØ stroit~ potencial dlØ nego tem sposobom, kotoryæ priveden v dokazatel~stve neobhodimosti. Pri fftom, esli takoe postroenie okaßetsØ nevozmoßnym, t.e. esli peremewenie ne minimal~noe, to odnovremenno obnarußitsØ sposob umen~xeniØ raboty pri peremewenii, pozvolØ¸wiæ postepenno podoæti k minimal~nomu peremeweni¸.

14 L. V. KANTOROVIQ

PredstavlØet interes izuqenie prostranstva raspredeleniæ mass, esli v kaqestve rasstoØniØ prinØt~ veliqinu W (Φ, Φ^′) (dlØ sluqaØ r(x, y) = ρ(x, y) — rasstoØni¸). �tot sposob nam kaßetsØ v nekotorom otnoxenii naibolee estestvennym dlØ vvedeniØ metriki v dannom prostranstve.

V zakl¸qenie otmetim dve praktiqeskih zadaqi, pri rexenii kotoryh dannaØ teorema nahodit sebe primenenie.

Zadaqa 1. O prikreplenii punktov potrebleniØ k punktam pro-

izvodstva. Na ßeleznodoroßnoæ seti imeetsØ rØd punktov proizvodstva A_1, A_2, . . . , A_m, v kotoryh proizvoditsØ sootvetstvenno a_1, a_2, . . . , a_m vagonov dannogo massovogo gruza v sutki, i rØd punktov potrebleniØ B_1, B_2, . . . , B_n, v kotoryh potreblØetsØ sootvetstvenno b_1, b_2, . . . , b_n vagonov v sutki ( ∑ a_i = ∑ b_k).

TrebuetsØ tak prikrepit~ punkty potrebleniØ k punktam proizvodstva, qtoby summarnye zatraty po perevozke okazalis~ naimen~ximi. Zatraty r_{i,k} po perevozke odnogo vagona iz punkta A_i v kaßdyæ punkt B_k sqita¸tsØ zadannymi.

Podrobnoe izloßenie dannoæ, a takße bolee sloßnyh zadaq, otnosØwihsØ k fftomu ße voprosu, dano v rabote L. V. Kantoroviqa i M. K. Govurina,^1 kotoraØ nahoditsØ v peqati.^2

Zadaqa 2. O planirovke uqastka. Sqita¸tsØ zadannymi rel~ef

mestnosti — uravnenie zemnoæ poverhnosti z = f(x, y) do planirovki i posle planirovki z = f_1(x, y) (pri fftom ∫ ∫ f(x, y)dx dy = ∫ ∫ f_1(x, y)dx dy), a takße zatraty po peremeweni¸ 1 m^3 zemli iz

punkta (x, y) v punkt (x_1, y_1). TrebuetsØ ukazat~ takoæ plan peremeweniØ zemlØnyh mass, pri kotorom summarnye zatraty po peremeweni¸ okazalis~ by minimal~nymi.

(Predstavleno akademikom

˚roslavskoe vysxee inßenerno-tehniqeskoe uqiliwe S. L. Sobolevym 29 IX 1942)

1Do voæny M. K. Gavurin pisal svo¸ famili¸ qerez “o”. – Prim. red. 2Stat~Ø L. V. Kantoroviqa i M. K. Gavurina byla opublikovana v 1949 g. – Prim. red.