Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

L. V. Kantoroviq

OB ODNO` PROBLEME MONȷA

V 1942 g. mno¸ byla rassmotrena obwaØ zadaqa o naivygodneæxem peremewenii mass v kompaktnom metriqeskom prostranstve, kotoraØ zakl¸qaetsØ v sledu¸wem^1.

Dany dva raspredeleniØ mass, opredelØemye additivnymi funkciØmi sovokupnosti Φ(e) i Φ^0(e), priqem Φ(R) = Φ^0(R) = 1. Peremeweniem mass nazyvaetsØ funkciØ Ψ(e, e^0 ), harakterizu¸- waØ massu, peremewennu¸ iz sovokupnosti e v e^0 [Ψ(e, R) = Φ(e);

Ψ(R, e^0) = Φ^0(e^0)].

Rabota, svØzannaØ s osuwestvleniem dannogo peremeweniØ, opredelØetsØ integralom

W (Ψ) = Z R Z R r(x, y)Ψ(de, de^0) (gde r(x, y) — rasstoØnie meßdu toqkami x i y).

Ustanovlena teorema o tom, qto suwestvuet naivygodneæxee peremewenie Ψ_0, dlØ kotorogo W minimal~na. �to peremewenie harakterizuetsØ tem, qto dlØ nego imeetsØ svoeobraznyæ potencial — funkciØ U takogo roda, qto 1) vsegda |U (y) − U (x)| ≤ r(x, y), 2) esli proishodit peremewenie iz x v y, to U (y) − U (x) = r(x, y). DannaØ zadaqa voznikla, kak obobwenie rassmatrivavxeæsØ ranee praktiqeskoæ zadaqi o nahoßdenii prikrepleniØ punktov proizvodstva na ßeleznodoroßnoæ seti k punktam potrebleniØ, obespeqiva¸wego minimial~nye summarnye zatraty po perevozke dannogo produkta.

L. V. Kantoroviq, Ob odnoæ probleme Monßa. Uspehi mat. nauk 3, No. 2 (1948), 225–226. Stat~Ø vosproizvoditsØ bez kakih-libo izmeneniæ.

1DAN 37 (1942), str. 227. 15

16 L. V. KANTOROVIQ

�ta zadaqa, isqerpyva¸wie priemy rexeniæ kotoroæ byli razrabotany avtorom sovmestno s M. K. Gavurinym, predstavlØet, oqevidno, qastnyæ sluqaæ rassmotrennoæ obweæ zadaqi.

Lix~ nedavno Ø zametil, qto ta ße obwaØ zadaqa soderßit, kak qastnyæ sluqaæ, odnu zadaqu, rassmatrivavxu¸sØ ewe Monßem, i upomØnutaØ vyxe teorema moßet byt~ primenena s uspehom k ee issledovani¸.

Imenno, v memuare Monßa 1781 g.^2 v svØzi s voprosom o naibolee racional~nyh putØh perevozki iz nasypi v vyemku byla postavlena sledu¸waØ zadaqa: razbit~ dva ravnovelikih ob¨- ema na beskoneqno malye qasticy i sopostavit~ ih meßdu soboæ tak, qtoby summa proivedeniæ dlin puteæ na ob¨em qastic byla naimen~xeæ.

V svØzi s fftim voprosom Monßem byla sozdana geometriqeskaØ teoriØ kongruffnciæ. Qto kasaetsØ samoæ dannoæ zadaqi, to im byla vyskazana, no ne dokazana strogo, teorema o tom, qto puti peremeweniØ mass obrazu¸t semeæstvo normaleæ k nekotoromu semeæstvu poverhnosteæ.

Tem ße voprosom zanimalsØ vposledstvii D¸pen, no strogoe dokazatel~stvo teoremy Monßa bylo dano lix~ qerez 100 let, v 1884 g., v 200-straniqnom memuare AppelØ. Dokazatel~stvo poslednego, hotØ vposledstvii i neskol~ko uprowennoe im^3, vse ße dovol~no sloßno i baziruetsØ na ispol~zovanii tonkih teorem variacionnogo isqisleniØ.

Meßdu tem ffto predloßenie srazu sleduet iz privedennoæ vyxe abstraktnoæ teoremy, tak kak esli my voz~mem poverhnosti urovnØ U (x) = C, to puti peremeweniØ dolßny byt~ normal~- ny k nim. Deæstvitel~no, esli takoæ put~ xy peresekaet v toqke z poverhnost~ urovnØ, to poslednØØ, v silu usloviØ 1), dolßna leßat~ meßdu sferami s centrami v x i y, prohodØwimi qerez z, a potomu dolßna byt~ normal~na k puti xy.

Iz fftih ße soobraßeniæ mogut byt~ poluqeny i drugie rezul~taty po tomu ße voprosu, naprimer, teorema Monßa o haraktere oqertaniæ nasypi, esli ee forma zaranee neizvestna, vpervye strogo dokazannaØ Sen-ȷermenom.

2Memoires de Academie des Sciences, 1781 g.

3P. Appel, Le probleme geometrique des déblois et remlois. Memorial de Sc. Math.

Fasc. XXVII, Paris, 1928.