Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

V. I. Danilov, G. A. Koxevoæ

DISKRETNA˚ VYPUKLOST^

Vopros, kotoromu posvØwen fftot doklad, sostoit v sledu¸- wem: qto sqitat~ “vypuklym” podmnoßestvom v rexetke celyh qisel Z^n ili qto sqitat~ “vypukloæ” ili “vognutoæ” funkcieæ na Z^n? Izvestno, qto vypuklye mnoßestva i funkcii igra¸t bol~xu¸ rol~ v razliqnyh oblastØh matematiki i drugih nauk. PodhodØwee ponØtie diskretnoæ vypuklosti bylo by stol~ ße polezno dlØ razliqnyh celoqislennyh zadaq (sm. [3]).

Iz soobraßeniæ kratkosti my budem govorit~ tol~ko pro vognutye funkcii na Z^n. Tri klassiqeskih fakta opredelØ¸t mow~ vognutogo analiza. Summa i svertka vognutyh funkciæ vognuty; v kaßdoæ toqke vognutaØ funkciØ imeet superdifferencial. Sledstvie – teorema o sffndviqe. �ti svoæstva budut dlØ nas glavnymi orientirami pri opredelenii diskretnoæ vypuklosti.

1. Psevdovypuklost~. Itak, pust~ Z^n – rexetka celyh toqek v vewestvennom vektornom prostranstve R^n. Nas budut interesovat~ funkcii f, zadannye na rexetke Z^n ili na nekotorom podmnoßestve D ⊂ Z^n. Vne oblasti opredeleniØ funkciØ ravna −∞. AffinnaØ funkciØ a nazyvaetsØ superdifferencialom funkcii

f v toqke x, esli a ¿ f i a(x) = f(x).

Predloßenie. DlØ funkcii f sledu¸wie dva svoæstva ffkviva-

lentny:

(1) v l¸boæ toqke iz oblasti opredeleniØ funkcii f suwestvuet superdifferencial;

(2) f est~ ograniqenie na Z^n vognutoæ funkcii, zadannoæ na R^n. Opredelenie. Takie funkcii my nazyvaem psevdo-vognutymi.

Psevdo-vognutye funkcii oblada¸t mnogimi dostoinstvami. Nedostatok – oni ne stabil~ny otnositel~no operacii svertki. Napomnim, qto svertkoæ (toqnee, supremal~noæ konvol¸cieæ) 86

DISKRETNA˚ VYPUKLOST^ 87 dvuh funkciæ f i g nazyvaetsØ novaØ funkciØ f ∗ g, zadannaØ formuloæ

(f ∗ g)(z) = max(f(x) + g(y), x + y = z).

OsnovnaØ zadaqa, kotoroæ my sobiraemsØ zanØt~sØ: naæti situacii, kogda svertka vse ße okazyvaetsØ psevdo-vognutoæ. Poqemu ffto vaßno?

2. �konomiqeskoe otstuplenie. Predstavim sebe, qto funkciØ f – ffto funkciØ poleznosti ffkonomiqeskogo agenta, vyraßennaØ v “den~gah”. StalkivaØs~ s cenoæ p (lineænym funkcionalom

na Z^n), agent vybiraet potrebitel~skiæ nabor, maksimiziru-

¸wiæ “qistu¸ poleznost~” f − p. Uslovie psevdo-vognutosti – ffto uslovie “upravlØemosti” agenta s pomow~¸ cen: vyborom podhodØweæ ceny my moßem sklonit~ ego k potrebleni¸ l¸bogo napered zadannogo potrebitel~skogo nabora.

Svertka sootvetstvuet agregirovani¸ dvuh agentov v odnogo. Spros fftogo agregirovannogo agenta raven summe sprosov dvuh ishodnyh agentov. To obstoØtel~stvo, qto svertka ne psevdo-vognuta, oznaqaet, qto my ne moßet polnost~¸ upravlØt~ sprosom s pomow~¸ cen. �to skrytaØ priqina vseh naruxeniæ suwestvovaniØ ravnovesiØ na rynke nedelimyh (celoqislennyh) tovarov. Naprotiv, imeØ horoxie usloviØ, garantiru¸wie psevdo-vognutost~ svertok, my legko moßem prevratit~ ih v teoremy o suwestvovanii ffkonomiqeskogo ravnovesiØ s nedelimymi tovarami (sm. [2]).

3. Razmernost~ 1. �to ideal~nyæ sluqaæ. Tut svertka psevdovognutyh vsegda psevdo-vognuta. V ffkonomiqeskoæ situacii my poluqaem suwestvovanie ravnovesiæ, esli est~ vsego odin nedelimyæ tovar.

Kstati, uslovie psevdo-vognutosti v sluqae odnoæ peremennoæ imeet prostoæ smysl: ffto ubyvanie “predel~noæ” poleznosti. V matematike takie situacii toße ne redkost~: naprimer, stalkivaØs~ s naborom vewestvennyh qisel, qasto uporØdoqiva¸t ego po ubyvani¸. Dva primera, k kotorym my ewe vernemsØ: razbieniØ celogo qisla (i diagrammy ınga) i spektr ffrmitova operatora.

4. Razmernost~ 2: geksagonal~nye funkcii. V razmernosti 2 svertka dvuh psevdo-vognutyh funkciæ uße moßet okazat~sØ

88 V. I. DANILOV, G. A. KOXEVO` ne psevdo-vognutoæ. Tem ne menee suwestvuet interesnyæ klass psevdo-vognutyh funkciæ, stabil~nyæ otnositel~no svertok. On sostoit iz t.n. geksagonal~no-vognutyh (ili H-vognutyh) funkciæ.

Qtoby opredelit~ takie funkcii, rassmotrim standartnu¸ triangulØci¸ ploskosti R^2:

Nazovem funkci¸ f na dvumernoæ rexetke H-vognutoæ, esli ee konkavizaciØ co(f) affinna na kaßdom treugol~nike standartnoæ triangulØcii Z^2. Ili inaqe. Prodolßim po affinnosti funkci¸ f na kaßdyæ simpleks triangulØcii; togda dolßna poluqit~sØ vognutaØ funkciØ. �to pozvolØet opredelit~ Hvognutye funkcii bez apellØcii k prodolßeni¸: dolßny vypolnØt~sØ neravenstva treh tipov (svØzannyh s dvumØ sosednimi treugol~nikami), a imenno

(1) f(a_1, a_2) + f(a_1 + 1, a_2 + 1) ¿ f(a_1 + 1, a_2) + f(a_1, a_2 + 1);

(2) f(a_1, a_2) + f(a_1 + 2, a_2 + 1) 6 f(a_1 + 1, a_2) + f(a_1 + 1, a_2 + 1);

(2^0) f(a_1, a_2) + f(a_1 + 1, a_2 + 2) 6 f(a_1, a_2 + 1) + f(a_1 + 1, a_2 + 1).

NaglØdno ffti neravenstva sootvetstvu¸t trem risunkam, gde razdelØ¸wee rebro ukazyvaet paru verxin s bol~xim (ili ravnym) znaqeniem summy znaqeniæ f:

DISKRETNA˚ VYPUKLOST^ 89 H-vognutye funkcii oblada¸t vsemi horoximi svoæstvami klassiqeskih vognutyh funkciæ: est~ teorema o sffndviqe, svertka i summa kommutiru¸t s operacieæ konkavizacii co i t.d. Tak qto klass takih funkciæ po pravu moßno nazyvat~ klassom diskretno-vognutyh funkciæ.

Kak uße otmeqalos~ vyxe, ispol~zuØ takie funkcii, moßno poluqat~ teoremy suwestvovaniØ ravnovesiæ na rynkah s dvumØ nedelimymi tovarami. �konomiqeskiæ smysl usloviæ geksagonal~nosti tesno svØzan s takimi svoæstvami tovarov, kak zamenimost~ i(ili) dopolnitel~nost~.

Odnako H-vognutye funkcii poØvlØ¸tsØ i v zadaqah, dalekih ot matematiqeskoæ ffkonomiki ili celoqislennogo programmirovaniØ, takih, kak teoriØ predstavleniæ, samosoprØßennye operatory ili moduli nad kol~cami diskretnogo normirovaniØ. 5. Primer: ffrmitovy operatory. Pust~ A – simmetriqnaØ matrica. Vse ee sobstvennye znaqeniØ – vewestvennye qisla. Obyqno ih uporØdoqiva¸t po ubyvani¸ (Sp(A)).

Staryæ vopros, ewe iz 19 veka: pust~ izvestny spektry matric A i B (razmera n); kakim moßet byt~ spektr ih summy

C = A + B? Zdes~ mnogo sdelali G. Veæl~, Ki Fan, Lidskiæ,

Horn. Rexa¸wiæ xag sdelal KlØqko (1998) i zatem Knutson i Tao (1998). Otvet (v nußnoæ dlØ nas forme) takoæ: togda i tol~- ko togda, kogda na celyh toqkah treugol~nogo grida s verxinami v (0, 0), (n, 0) i (0, n) suwestvuet H-vognutaØ funkciØ, ograniqeniØ kotoroæ na storony treugol~nika ime¸t priraweniØ Sp(A), Sp(B) i Sp(C).

Naxa gipoteza (sm. [6]) sostoit v tom, qto dolßna suwestvovat~ nekaØ kanoniqeskaØ konstrukciØ nußnoæ H-vognutoæ funkcii po matricam A i B.

6. PredstavleniØ obweæ lineænoæ gruppy. Rassmotrim koneqnomernye kompleksnye polinomial~nye predstavleniØ gruppy GL(n, C ). Oni parametrizu¸tsØ n-qastnymi razbieniØmi λ =

(λ_1 ¿ . . . ¿ λ_n ¿ 0); sootvetstvu¸wee predstavlenie oboznaqaet-

sØ V (λ). Vopros: kogda V (λ) vhodit v predstavlenie V (μ) ⊗ V (ν)? Otvet: togda i tol~ko togda, kogda na tom ße treugol~nom gride suwestvuet CELOZNAQNA˚ H-vognutaØ funkciØ s graniqnymi “znaqeniØmi-priraweniØmi” μ, ν i λ (poslednee – na gipotenuze). Bolee togo, KRATNOST^ c^λ_{μ,ν} vhoßdeniØ V (λ) v

V (μ)⊗V (ν) ravna QISLU takih funkciæ s dannymi graniqnymi

90 V. I. DANILOV, G. A. KOXEVO` znaqeniØmi. Kstati, ffto qislo c^λ_{μ,ν} nazyvaetsØ kofffficientom Littlvuda–Riqardsona i vstreqaetsØ vo mnogih kombinatornyh zadaqah (naprimer, v isqislenii Xuberta).

Pohoßiæ otvet imeet mesto dlØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp S_n.

7. Bazis Gel~fanda–Cetlina. VernemsØ snova k neprivodimomu predstavleni¸ V (λ) gruppy GL(n). Gel~fand i Cetlin predloßili nekotoryæ special~nyæ bazis prostranstva V (λ). �lementy bazisa parametrizu¸tsØ (celoznaqnymi) funkciØmi na tom ße treugol~nike s takimi usloviØmi:

(a) vnizu stoit 0, (b) priraweniØ na pravom katete ravny λ, (c) na kaßdoæ gorizontal~noæ polose funkciØ H-vognuta.

8. Moduli nad kol~cami diskretnogo normirovaniØ. Pust~ M – modul~ koneqnoæ dliny nad kol~com K[[T ]], to est~ faktiqeski koneqnomernoe K-prostranstvo s nil~potentnym deæstviem operatora T . I pust~ dany dva podmodulØ N_1 i N_2. Obrazuem funkci¸ c = c(M ; N_1, N_2) : Z^2_+ −→ Zpo formule

c(k_1, k_2) = dim(M/T^{k1} N_1 + T^{k2} N_2).

Udobno sqitat~, qto N_1 + N_2 = M ; v fftom sluqae c(0, 0) = 0. (Otmetim, qto na nißnem osnovanii stoit funkciØ “emkosti” faktormodulØ M/N_2.) Koneqno, funkciØ c monotonna, no glavnoe ee svoæstvo daetsØ sledu¸weæ teoremoæ (sm. [4]). Teorema 1. FunkciØ c H-vognuta.

Verno i obratnoe:

Teorema 2. Pust~ c : Z^2_+ −→ Z– monotonnaØ H-vognutaØ funk-

ciØ, c(0) ¿ 0. Togda suwestvu¸t modul~ M i dva ego podmodulØ N_1 i N_2, takie, qto c = c(M ; N_1, N_2).

9. Razmernost~ ¿ 3. Do sih por my imeli delo s odnim klassom H diskretnoæ vypuklosti na “ploskosti”. Moßno pokazat~, qto v kakom-to smysle ffto edinstvennyæ klass diskretno vognutyh funkciæ na dvumernoæ rexetke. Qto ße moßno skazat~ pro funkcii ot bol~xego (qem dva) qisla peremennyh?

ImeetsØ (i daße dva) obobweniØ na sluqaæ n > 2. V pervom sluqae my rassmatrivaem standartnu¸ triangulØci¸ prostranstva R^n. Vypuklyæ poliffdr P v R^n nazyvaetsØ

DISKRETNA˚ VYPUKLOST^ 91

∗A n -vypuklym, esli on sostavlen iz simpleksov naxeæ trian-

gulØcii. Takoæ poliffdr avtomatiqeski celyæ. Klass takih poliffdrov zamknut otnositel~no pereseqeniæ, no ne otnositel~no summ (esli n > 2).

Drugoæ klass PM sostoit iz (celyh) polimatroidov. Tak my nazyvaem poliffdry, u kotoryh vse REBRA parallel~ny vektoram e_k ili e_i − e_j . Klass PM zamknut uße otnositel~no summ, no ne otnositel~no pereseqeniæ. Krome togo, dlØ (celyh) polimatroidov verno svoæstvo (Add), tak qto oni takße obrazu¸t klass diskretnoæ vypuklosti.

10. HarakterizaciØ klassov diskretnoæ vypuklosti. Moßno li rasxirit~ ffti dva klassa (s sohraneniem svoæstv diskretnoæ vypuklosti)? Kakie ewe est~ klassy diskretnoæ vypuklosti? Budem vesti razgovor v terminah celyh poliffdrov v R^n. Predpoloßim, u nas imeetsØ klass P takih poliffdrov; vs¸du dalee predpolagaetsØ, qto on vyderßivaet celye sdvigi, otraßenie i zamknut otnositel~no perehoda k granØm.

Lemma. Sledu¸wie tri svoæstva klassa P ffkvivalentny:

(Add) (P + Q)(Z) = P (Z) + Q(Z);

(Edm) P ∩ Q – celyæ politop;

(Sep) esli P (Z) i Q(Z) ne pereseka¸tsØ, ih moßno razdelit~ giperploskost~¸.

V fftom sluqae my govorim, qto P – klass diskretnoæ vypuklosti.

Otmetim, qto v obwem sluqae ni P + Q, ni P ∩ Q ne prinadleßat P. Esli vse ße klass P zamknut otnositel~no summ (kak klass polimatroidov), my govorim o +klasse; analogiqno moßno govorit~ o ∩klasse.

Opixem, kak ustroeny +klassy diskretnoæ vypuklosti. Central~nu¸ rol~ zdes~ igra¸t napravleniØ reber poliffdrov iz P. Nazovem primitivnyæ vektor r ∈ Z^n kornem, esli nekotoraØ kratnost~ otrezka [0, r] prinadleßit naxemu klassu P. Mnoßestvo vseh korneæ oboznaqim (P).

Teorema 3. Esli P – +klass diskretnoæ vypuklosti, to R(P) –

unimodulØrnaØ sistema.

92 V. I. DANILOV, G. A. KOXEVO`

Opredelenie. Mnoßestvo R ⊂ Z^n (dlØ prostoty – poroßda-

¸wee R^n) nazyvaetsØ unimodulØrnoæ sistemoæ, esli dlØ l¸byh n lineæno nezavisimyh fflementov r_1, . . . , r_n iz R poroßdaemaØ imi podgruppa Zr_1 + · · · + Zr_n sovpadaet s Z^n.

Neinvariantnoe opredelenie: zapixem vektora iz P v bazise

Z^n kak matricu iz R stolbcov; togda l¸boæ n-minor dolßen

ravnØt~sØ 0 ili ±1.

Teorema (obratnaØ, sm. [1]). Pust~ R – unimodulØrnaØ sistema

i P(R, Z) – klass celyh poliffdrov v R^n, vse rebra kotoryh parallel~ny vektoram iz R. Togda P(R, Z) - +klass diskretnoæ vypuklosti.

Naprimer, klass PM celyh polimatroidov sootvetstvuet sisteme A_n , sostoØweæ iz vektorov vida ±e_k i e_i − e_j .

Dual~nym obrazom opisyva¸tsØ ∩klassy diskretnoæ vypuklosti (sm. [1]). Tem samym vopros perenositsØ v oblast~ unimodulØrnyh sistem. Dostatoqno polnoe opisanie unimodulØrnyh sistem privedeno v [5].

Literatura

1. V. I. Danilov, G. A. Koshevoy, Discrete convexity and unimodularity. I. — Adv.

Math. 189 (2004), 301–324. E-print: http://arXiv.org/math.CO/0304291. 2. V. Danilov, G. Koshevoy, K. Murota, Discrete convexity and equilibria in economies with indivisible goods and money. — Math. Soc. Sci. 41 (2001), 251–273.

3. K. Murota, Discrete Convex Analysis. SIAM, Philadelphia (2003).

4. V. I. Danilov, G. A. Koxevoæ, DiskretnaØ vypuklost~ i nil~potent-

nye operatory. — Izv. RAN, Ser. mat. 67 (2003), 3–20. 5. V. I. Danilov, V. P. Grishukhin, Maximal unimodular systems of vectors. — Europ. J. Combin. 20 (1999), 509–526.

6. V. I. Danilov, G. A. Koxevoæ, DiskretnaØ vypuklost~ i ffrmitovy ma-

tricy. — Trudy MIAN 241 (2003), 68–90.

Danilov V. I., Koshevoy G. A. Discrete convexity.

In the paper we explain what sets and functions on the lattice Z^n could be called convex. The basis of our theory is the following three main postulates of the classic convex analysis: concave functions are stable under summation, they are also stable under convolution, and the superdifferential of a concave function is nonempty at each point of the domain. Interesting classes of discrete concave functions (and even dual) arise if we require either the existence of superdifferentials and stability under convolution or the existence of superdifferentials and stability

DISKRETNA˚ VYPUKLOST^ 93 under summation. The corresponding classes of convex sets are obtained as the affinity domains of such discretely concave functions. The first type classes are stable under summation and the second type classes are stable under intersection. In both type classes the separation theorem holds true. Unimodular sets play an important role in the classification of such classes. The so-called polymatroidal discretely concave functions, the most widespread among applications, are related to the unimodular system A_n := {±e_i, e_i − e_j }. Such functions naturally appear in mathematical economics, play an important role for solution the Horn problem, for describing submodule invariants over rings with discrete valuation, in Gelfand–Tzetlin patterns and so on.

Postupilo 12 aprelØ 2004 g. Central~nyæ ffkonomiko-matematiqeskiæ institut RAN

E-mail: danilov@cemi.rssi.ru koshevoy@cemi.rssi.ru