Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

V. L. Levin

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ DVUMERNO` ZADAQI MONȷA––KANTOROVIQA

1. Vvedenie. Zadaqa Monßa–Kantoroviqa (ZMK) sostoit v sle-

du¸wem. Zadany pol~skie prostranstva^1 X, Y s poloßitel~nymi borelevskimi merami na nih, σ_1 i σ_2, σ_1X = σ_2Y , i ograniqennaØ nepreryvnaØ funkciØ stoimosti c : X ×Y → R. TrebuetsØ minimizirovat~ funkcional ⟨c, μ⟩ = ∫ X×Y c(x, y)μ(d(x, y)) (stoimost~ peremeweniØ massy) na mnoßestve Γ(σ_1, σ_2) poloßitel~nyh borelevskih mer μ na X × Y , ime¸wih σ_1 i σ_2 svoimi marginal~nymi merami: μ(B_1 × Y ) = σ_1B_1, μ(X × B_2) = σ_2B_2 dlØ l¸byh borelevskih mnoßestv B_1 ⊂ X, B_2 ⊂ Y . �to ZMK s fiksirovannymi marginal~nymi merami, oboznaqaemaØ dalee M KP (c; σ_1, σ_2). Ona ØvlØetsØ relaksacieæ zadaqi Monßa (ZM) – nelineænoæ ffkstremal~noæ zadaqi M P (c; σ_1, σ_2), sostoØweæ v minimizacii funkcionala

F(f) :=^∫_X c(x, f(x)) σ1(dx)

na mnoßestve Φ(σ_1, σ_2) borelevskih otobraßeniæ f : (X, σ_1) →

(Y, σ_2), sohranØ¸wih meru (f nazyvaetsØ sohranØ¸wim meru,

esli f(σ_1) = σ_2, t.e. σ_2B_2 = σ_1f^{−1}(B_2) dlØ l¸bogo borelevskogo mnoßestva B_2 ⊂ Y ). S kaßdym f ∈ Φ(σ_1, σ_2) svØßem meru μ(f; σ_1) na X ×Y , opredelØemu¸ formuloæ μ(f; σ_1) = (id_X ×f)(σ_1),

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke RGNF (proekt 03-02-00027).

1Pol~skoe prostranstvo – separabel~noe metrizuemoe prostranstvo, kotoroe moßno metrizovat~ tak, qto ono stanet polnym. 150

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 151

tak qto μ(f; σ_1)B = σ_1{x ∈ X : (x, f(x)) ∈ B} dlØ kaßdogo borelevskogo mnoßestva B ⊂ X × Y . Legko videt~, qto μ(f; σ_1) ∈

Γ(σ_1, σ_2), t.e. μ(f; σ_1) ØvlØetsØ (dopustimym) rexeniem ZMK (da-

lee my nazyvaem ego rexeniem Monßa), i imeet mesto ravenstvo ⟨c, μ(f; σ_1)⟩ = F(f). Ots¸da sleduet, qto esli mera μ(f; σ_1) est~ optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2), to f – optimal~noe rexenie sootvetstvu¸weæ zadaqi Monßa M P (c; σ_1, σ_2) i, stalo byt~, optimal~nye znaqeniØ obeih zadaq sovpada¸t. (V to ße vremØ, iz optimal~nosti f ne sleduet optimal~nost~ μ(f; σ_1); bolee togo, mnoßestvo Φ(σ_1, σ_2) moßet okazat~sØ pustym, i togda voobwe net optimal~nogo f; sm. [20, Examples 1.1, 1.2].) Dalee osnovnoæ interes dlØ nas predstavlØet klassiqeskaØ zadaqa Monßa, v kotoroæ X, Y – zamknutye oblasti (= zamykaniØ svØznyh otkrytyh mnoßestv) v R^n, ime¸wie odinakovyæ ob¨em, a σ_1, σ_2 – n-mernye mery Lebega na nih. Klassiqesku¸ ZM s evklidovym rasstoØniem v kaqestve funkcii stoimosti (“zadaqu o vyemkah i nasypØh”) sformuliroval v 1781 godu Gaspar Monß [23]; postanovka ZMK prinadleßit Leonidu Vital~eviqu Kantoroviqu [6] (sm. takße [7, 8]), kotoryæ issledoval sluqaæ, kogda X = Y – proizvol~nyæ metriqeskiæ kompakt, a c – ego metrika. V fftom sluqae ZMK s fiksirovannymi marginal~nymi merami ffkvivalentna drugomu variantu ZMK, s fiksirovannoæ raznost~¸ marginal~nyh mer [7, 8] (t.e. s razrexennymi tranzitnymi perevozkami). Oba varianta ZMK ØvlØ¸tsØ beskoneqnomernymi zadaqami lineænogo programmirovaniØ; pri fftom kriteriæ optimal~nosti Kantoroviqa moßet byt~ pereformulirovan kak teorema dvoæstvennosti; sm. [4]. Zadaqi Monßa–Kantoroviqa s proizvol~nymi nepreryvnymi funkciØmi stoimosti na (ne obØzatel~no metrizuemyh) kompaktnyh prostranstvah rassmatriva- ¸tsØ v literature naqinaØ s 1974 goda; sm. [10], gde dokazany teoremy dvoæstvennosti dlØ oboih variantov ZMK^2. Dal~neæxie obobweniØ (razryvnye funkcii stoimosti, vaßnye v ffkonomiqeskih priloßeniØh; nekompaktnye i netopologiqeskie prostranstva) sm. v [21, 12, 15, 17]. Mnogo vnimaniØ udelØlos~ su-

2V obwem sluqae dve postanovki (s fiksirovannymi marginal~nymi merami i s fiksirovannoæ raznost~¸ marginal~nyh mer) ne ffkvivalentny; dlØ sohraneniØ ffkvivalentnosti pri vsevozmoßnyh σ_1, σ_2 neobhodimo i dostatoqno, qtoby funkciØ stoimosti udovletvorØla neravenstvu treugol~nika [12].

152 V. L. LEVIN

westvovani¸ i edinstvennosti optimal~nyh rexeniæ ZMK v evklidovyh prostranstvah. Vpervye teorema suwestvovaniØ optimal~nogo rexeniØ Monßa byla sformulirovana V. N. Sudakovym [28] dlØ ZMK s funkcieæ stoimosti c(x, y) = ‖x − y‖ (norma ne obØzatel~no evklidova) i absol¸tno nepreryvnymi merami σ_1, σ_2 s kompaktnymi nositelØmi. (DlØ takih funkciæ stoimosti optimal~noe rexenie ne edinstvenno.) Pozße obnarußilos~, qto dokazatel~stvo [28] soderßit probel, odnako osnovnaØ ideØ fftogo dokazatel~stva okazalas~ plodotvornoæ, i s ee pomow~¸ bylo ustanovleno suwestvovanie optimal~nogo rexeniØ Monßa ZMK s normoæ, kvadrat kotoroæ ‖ · ‖^2 prinadleßit klassu C^2 [9, 29]. Dal~neæxie rezul~taty v fftom napravlenii (sluqaæ absol¸tnoæ nepreryvnosti tol~ko odnoæ marginal~noæ mery; drugoæ klass norm) sm. v [1, 2]. OstaetsØ otkrytym vopros o suwestvovanii optimal~nogo rexeniØ Monßa dlØ proizvol~noæ normy. DlØ funkciæ stoimosti, otliqnyh ot ‖x − y‖, v nastoØwee vremØ izvestno neskol~ko sluqaev suwestvovaniØ i edinstvennosti optimal~nyh rexeniæ Monßa pri uslovii absol¸tnoæ nepreryvnosti odnoæ iz marginal~nyh mer; sm. [3, 5, 16, 26, 27]. V bol~xinstve publikaciæ rassmatriva¸tsØ funkcii stoimosti vida c(x, y) = h(x − y); po povodu teorem suwestvovaniØ i edinstvennosti dlØ obwih funkciæ stoimosti sm. [16] i razdel 2 niße. OstaetsØ aktual~noæ problema nahoßdeniØ toqnyh (Øvnyh) optimal~nyh rexeniæ zadaq Monßa i Monßa– Kantoroviqa. Toqnye optimal~nye rexeniØ odnomernoæ ZMK poluqeny v Øvnom vide pri razliqnyh special~nyh usloviØh na c i σ_1, σ_2; sm. [22, 30, 24, 25]. Primery Øvno rexaemyh mnogomernyh (glavnym obrazom, dvumernyh) klassiqeskih ZM sm. v [19, 20]. V nastoØweæ rabote poluqeny dal~neæxie rezul~taty v fftom napravlenii i, v qastnosti, dan otvet (v primerah 9 i 10) na voprosy, postavlennye v [20, p. 120]. Vaßnu¸ rol~ v dal~- neæxem igraet mnoßestvo Q_0(φ) := {u ∈ R^Z : u(x) − u(z) 6 φ(x, z) ∀x, z ∈ Z} (gde Z – proizvol~noe mnoßestvo, φ : Z × Z → R, φ(x, x) = 0 pri l¸bom x ∈ Z), ØvlØ¸weesØ mnoßestvom ograniqeniæ dvoæstvennoæ zadaqi dlØ netopologiqeskogo varianta ZMK s zadannoæ raznost~¸ marginal~nyh mer na Z [15]. Svoæstva takih mnoßestv i usloviØ ih nepustoty rassmatrivalis~ v [12, 13, 14, 16,

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 153

20]. V osnove naxego podhoda k postroeni¸ toqnyh optimal~- nyh rexeniæ zadaq Monßa i Monßa–Kantoroviqa leßit teorema (sm. [19, 20] i teoremu 3.1 niße) o ravnosil~nosti dvuh svoæstv: optimal~nosti mery μ ∈ Γ(σ_1, σ_2) i nepustoty Q_0(φ^μ) dlØ special~noæ funkcii φ^μ, opredelØemoæ po c i μ.

2. Predvaritel~nye svedeniØ (teoremy suwestvovaniØ i edinstvennosti). Zdes~ sformulirovany dve teoremy suwe-

stvovaniØ i edinstvennosti, kotorymi my budem pol~zovat~sØ v dal~neæxem. Dalee v fftom razdele X ⊂ R^n, Y ⊂ R^m, σ_1X = σ_2Y , simvol spt oboznaqaet nositel~ sootvetstvu¸weæ mery, int X – vnutrennost~ X. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie usloviØ na σ_1 i c:

(A_1) Mera σ_1 absol¸tno nepreryvna otnositel~no n-mernoæ me-

ry Lebega.

(A_c) Esli dlØ y^1, y^2 ∈ spt(σ_2) funkcii c(·, y^1) i c(·, y^2) differen-

ciruemy v nekotoroæ toqke x ∈ intX i ∇_xc(x, y^1) = ∇_xc(x, y^2), to y^1 = y^2.

Uslovie (A_c) vypolneno, v qastnosti, kogda m = n i c(x, y) = ±x · y ili c(x, y) = h(x − y), gde h strogo vypukla ili strogo vognuta. Sm. takße primery 4 i 5 niße.

Sledu¸wie teoremy ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi teorem 6.1 i 6.2 v [16] (sm. takße [20, Theorems 1.2–1.4]).

Teorema 2.1. Pust~ X – zamknutaØ vypuklaØ oblast~ i vypol-

neny usloviØ (A_1), (A_c). Predpoloßim takße, qto vse funkcii c(·, y) (y ∈ spt(σ_2)) vypukly libo vse oni vognuty. Togda suwestvuet edinstvennoe optimal~noe rexenie zadaqi Monßa– Kantoroviqa M KP (c; σ_1, σ_2), ffto rexenie ØvlØetsØ rexeniem Monßa μ(f; σ_1), i f – edinstvennoe (mod 0), t.e. s toqnost~¸ do znaqeniæ na σ_1-prenebreßimom mnoßestve, optimal~noe rexenie zadaqi Monßa M P (c; σ_1, σ_2).

Teorema 2.2. Pust~ X – zamknutaØ oblast~ i vypolneny usloviØ

(A_1), (A_c). Predpoloßim takße, qto

(a) mnoßestvo int spt(σ_1) nepusto, i ego dopolnenie v spt(σ_1) imeet nulevu¸ lebegovu meru;

(b) funkcii c(·, y) (y ∈ spt(σ_2)) differenciruemy na int spt(σ_1) i lokal~no lipxicevy na spt(σ_1) ravnomerno po y (t.e. dlØ kaßdogo x ∈ spt(σ_1) naædutsØ okrestnost~ V_x i poloßitel~naØ konstanta C = C(x), takie, qto dlØ vseh x^1, x^2 ∈ V_x, y ∈ spt(σ_2) spravedlivo neravenstvo |c(x^1, y) − c(x^2, y)| 6 C‖x^1 − x^2‖).

154 V. L. LEVIN

Togda suwestvuet edinstvennoe optimal~noe rexenie zadaqi Monßa–Kantoroviqa, ffto rexenie ØvlØetsØ rexeniem Monßa μ(f; σ_1), priqem f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie zadaqi Monßa M P (c; σ_1, σ_2).

3. UsloviØ optimal~nosti. Pust~ X, Y – pol~skie prostran-

stva. Oboznaqim qerez π_1 i π_2 estestvennye otobraßeniØ proektirovaniØ X × Y na X i Y . Dalee vsegda predpolagaetsØ, qto σ_1X = σ_2Y . S kaßdoæ μ ∈ Γ(σ_1, σ_2) svØßem mnoßestvo Z := π_1(spt(μ)), i opredelim na Z × Z funkci¸

φ^μ(x, z) := inf y:(x,y)∈spt(μ) (c(z, y) − c(x, y)). (3.1) Teorema 3.1. Mera μ ∈ Γ(σ1, σ2) ØvlØetsØ optimal~nym rexeni-

em M KP (c; σ_1, σ_2) togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo Q_0(φ^μ) nepusto.

�to prØmoe sledstvie teorem 5.1 i 2.1 v [16]; sm. takße [18, teorema 3].

Zametim, qto esli μ = μ(f; σ_1), gde f ∈ Φ(σ_1, σ_2) i spt(σ_1) = X, to nositel~ mery μ sovpadaet s zamykaniem grafika otobraßeniØ f (spt(μ) = cl gr(f)) i Z = X. Esli k tomu ße f nepreryvno, to spt(μ) = gr(f). V poslednem sluqae dlØ l¸byh x, z ∈ X φ^μ(x, z) = c(z, f(x)) − c(x, f(x)). (3.2) Sledstvie 3.1 (sr. [20]). Predpoloßim, qto otobraßenie f ∈

Φ(σ_1, σ_2) nepreryvno i spt(σ_1) = X. Sledu¸wie utverßdeniØ rav-

nosil~ny:

(a) mera μ = μ(f; σ_1) – optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2) i, stalo byt~, f – optimal~noe rexenie M P (c; σ_1, σ_2);

(b) mnoßestvo Q_0(φ^μ) nepusto, to est~ suwestvuet vewestvennaØ funkciØ u na X, takaØ, qto u(x) − u(z) 6 c(z, f(x)) − c(x, f(x)) dlØ vseh x, z ∈ X. Sledstvie 3.2 (sr. [20, Theorem 5.3]). Predpoloßim, qto spt(σ1)

= X i X predstavimo v vide koneqnogo ob¨edineniØ mnoßestv X_i, gde kaßdoe X_i sovpadaet s zamykaniem svoeæ vnutrennosti int X_i, priqem mnoßestva int X_i poparno ne pereseka¸tsØ, a dopolnenie v X ih ob¨edineniØ σ_1-prenebreßimo. Nakonec, predpoloßim, qto dlØ kaßdogo i opredeleno nepreryvnoe otobraßenie f^i : X_i → Y i

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 155

σ_2 = ∑ i f^i(σ_{1i}), gde σ_{1i} – ograniqenie σ_1 na X_i. Rassmotrim otobraßenie f : X → Y , sovpada¸wee s f^i na int X_i dlØ kaßdogo i i opredelennoe kak ugodno na X \ ∪_i int X_i. Togda f ∈ Φ(σ_1, σ_2) i ravnosil~ny sledu¸wie utverßdeniØ:

(a) μ(f; σ_1) – optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2) i, stalo byt~, f – optimal~noe rexenie M P (c; σ_1, σ_2);

(b) naædetsØ nepreryvnaØ funkciØ u na X, takaØ, qto

u(x) − u(z) 6 φ_i(x, z) := c(z, f^i(x)) − c(x, f^i(x)) (3.3)

dlØ vseh x ∈ int X_i, z ∈ ∪_i int X_i, i = 1, 2, ....

Sledstvie 3.3. Pust~ dlØ kaßdogo k = 1, ..., m zadany prostran-

stva X_k, Y_k, ograniqennaØ nepreryvnaØ vewestvennaØ funkciØ c_k na X_k × Y_k i nepreryvnoe otobraßenie f_k : X_k → Y_k . Predpoloßim, qto naædutsØ poloßitel~nye borelevskie mery σ_{1k} na X_k i σ_{2k} na Y_k, takie, qto spt(σ_{1k}) = X_k, σ_{2k} = f_k(σ_{1k}) i μ(f_k; σ_{1k}) ØvlØetsØ optimal~nym rexeniem M KP (c_k; σ_{1k}, σ_{2k}). Poloßim dlØ x = (x_1, . . . , x_m), y = (y_1, . . . , y_m)

f(x) := (f_1(x_1), . . . , f_m(x_m)), c(x, y) := c_1(x_1, y_1) + · · · + c_m(x_m, y_m).

Togda, kakovy by ni byli zamknutoe podmnoßestvo X ⊂ X_1 × · · · × X_m i poloßitel~naØ borelevskaØ mera σ_1 na nem, mera μ = μ(f; σ_1) na X × Y , gde Y = f(X), ØvlØetsØ optimal~nym rexeniem M KP (c; σ_1, f(σ_1)).

Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme 3.1, optimal~nost~ mery

μ_k = μ(f_k, σ_{1k}) vleqet za soboæ suwestvovanie funkcii u_k ∈ Q_0(φ_k), gde

φ_k(x_k, z_k) = c_k(z_k, f_k(x_k)) − c_k(x_k, f_k(x_k)), x_k, z_k ∈ X_k.

Poloßim u(x) = u_1(x_1) + · · · + u_m(x_m), x = (x_1, . . . , x_m) ∈ X. Poluqaem dlØ l¸byh x, z ∈ Z = π_1(spt(μ))

u(x) − u(z) = u_1(x_1) − u_1(z_1) + · · · + u_m(x_m) − u_m(z_m) 6 φ1(x1, z1) + · · · + φm(xm, zm) = c(z, f(x)) − c(x, f(x)) = φ^μ(x, z), sledovatel~no, u ∈ Q_0(φ^μ), i ostaetsØ primenit~ teoremu 3.1.

Soqetanie sledstviØ 3.1 s rezul~tatami avtora ([11]; sm. takße [13, 14]) ob usloviØh nepustoty Q_0(φ) dlØ X ⊂ R^n i proizvol~noæ gladkoæ funkcii φ na X × X, obrawa¸weæsØ v nul~ na

156 V. L. LEVIN

diagonali, daet proverØemye usloviØ optimal~nosti (kak neobhodimye, tak i dostatoqnye) dlØ gladkih rexeniæ ZM s razliqnymi gladkimi funkciØmi stoimosti; sm. [18, 20]. Dostatoqnye usloviØ pozvolØ¸t dokazyvat~ optimal~nost~ konkretnyh otobraßeniæ f ∈ Φ(σ_1, σ_2), a neobhodimye – otsekat~ rexeniØ, ne ØvlØ¸wiesØ optimal~nymi. V nekotoryh sluqaØh neobhodimye usloviØ smyka¸tsØ s dostatoqnymi. Obwie teoremy takogo roda sm. v [20, Section 4]. V gladkom sluqae vozmoßno odno iz dvuh: libo mnoßestvo Q_0(φ^μ) pusto, libo ono sostoit iz edinstvennoæ s toqnost~¸ do postoØnnogo slagaemogo gladkoæ funkcii u, kotoraØ svØzana s funkcieæ stoimosti c i otobraßeniem f ∈ Φ(σ_1, σ_2) ravenstvom ∇u(x) = −∇_xc(x, y)|_{y=f(x)}; sm. [20, Theorem 4.1]. Niße privedeny formulirovki dvuh rezul~tatov (sr. [20, Theorems 5.1

and 5.2]), kotorymi my vospol~zuemsØ v dal~neæxem.

Teorema 3.2. Pust~ X i Y – ograniqennye zamknutye oblasti v

R^n. Predpoloßim, qto funkciØ c(x, y) =^{∑n}_1 xjbj (y) i otobraße-

nie f ∈ Φ(σ_1, σ_2) ØvlØ¸tsØ gladkimi (C^2 i C^1 sootvetstvenno). Togda

I. Esli spt(σ_1) = X i mera μ(f; σ_1) est~ optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2), to matricy (_n ∑ k=1 ∂b_i(f(x)) ∂y_k ∂f_k(x) ∂x_j ) ij , x ∈ X, (3.4) simmetriqny i otricatel~no poluopredeleny.

II. Esli X vypukla i matricy (3.4) simmetriqny i otricatel~no poluopredeleny, to μ(f; σ_1) – optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2).

Teorema 3.3. Pust~ X i Y – ograniqennye zamknutye oblasti v

R^n, h – gladkaØ (C^2) funkciØ na X − Y := {x − y : x ∈ X, y ∈ Y },

c(x, y) = h(x − y) i f ∈ Φ(σ_1, σ_2) – gladkoe (C^1) otobraßenie. Togda I. Esli μ(f; σ_1) – optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2) i spt(σ_1) = X, to matricy (_n ∑ k=1 ∂^2h(x − f(x)) ∂x_i∂x_k ∂f_k(x) ∂x_j ) ij , x ∈ X, (3.5) simmetriqny i poloßitel~no poluopredeleny.

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 157 II. Esli X vypukla, matricy (3.5) simmetriqny i dlØ l¸byh x, z ∈ X spravedlivo neravenstvo (∇h(z − f(z)) − ∇h(z − f(x))) · (z − x) 6 0, (3.6) to μ(f; σ_1) – optimal~noe rexenie M KP (c; σ_1, σ_2) .

4. Toqnye rexeniØ dvumernoæ ZMK. Privedennye vyxe re-

zul~taty v rØde sluqaev pozvolØ¸t nahodit~ optimal~nye rexeniØ zadaq Monßa–Kantoroviqa i Monßa. Niße dany primery toqnyh (Øvnyh) optimal~nyh rexeniæ Monßa klassiqeskoæ dvumernoæ ZMK. Vo vseh primerah X i Y – zamknutye ograniqennye mnoßestva, σ_1 i σ_2 – mery Lebega na nih, σ_1X = σ_2Y , spt(σ_1) = X.

Primer 1. Pust~ X – proizvol~noe zamknutoe ograniqennoe

mnoßestvo poloßitel~noæ lebegovoæ mery, Y = X +b – ego sdvig na fiksirovannyæ vektor b, c(x, y) = ‖x − y‖. Pokaßem, qto sdvig f(x) = x + b i mera μ = μ(f; σ_1), sosredotoqennaØ na ego grafike, ØvlØ¸tsØ optimal~nymi rexeniØmi ZM i ZMK sootvetstvenno. Poloßim u(x) = −^{b·x}_{‖b‖} , x ∈ X. DlØ l¸byh x, z ∈ X imeem φ^μ(x, z) − u(x) + u(z) = ‖z − x − b‖ − ‖b‖ + b ‖b‖ · (z − x)

= ‖z − x − b‖ − (−b) ‖b‖ · (z − x − b) ¿ 0, i ostaetsØ vospol~zovat~sØ sledstviem 3.1.

Primer 2. Pust~ X – vypuklaØ ograniqennaØ zamknutaØ ob-

last~, Y = X + b, c(x, y) = h(x − y), gde h – gladkaØ vypuklaØ funkciØ na X − Y := {z = x − y : x ∈ X, y ∈ Y }. Iz vypuklosti h sleduet, qto dlØ sdviga f(x) = x + b, x ∈ X, matricy (3.5) simmetriqny i dlØ l¸byh x, z ∈ X vypolneno neravenstvo (3.6); togda po teoreme 3.3 (II) f ØvlØetsØ optimal~nym rexeniem ZM, a mera μ = μ(f; σ_1) – optimal~nym rexeniem ZMK. Esli k tomu ße h strogo vypukla, to μ(f; σ_1) – edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK, a f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie ZM. Edinstvennost~ zdes~ sleduet iz teoremy 2.1.

Primer 3. Pust~ X – vypuklaØ ograniqennaØ zamknutaØ ob-

last~, Y = −X+b, c(x, y) = h(x−y), gde h – gladkaØ vognutaØ funkciØ na X − Y . Togda otobraßenie f(x) = −x + b, x ∈ X, ØvlØetsØ

158 V. L. LEVIN

optimal~nym rexeniem ZM, a mera μ = μ(f; σ_1) – optimal~nym rexeniem ZMK. �to vytekaet iz teoremy 3.3 (II). Esli k tomu ße h strogo vognuta, to μ(f; σ_1) – edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK, a f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie ZM. Edinstvennost~ sleduet iz teoremy 2.1.

Primer 4. Pust~ X – ograniqennaØ zamknutaØ oblast~, σ1(X \

int X) = 0, Y = f(X), f(x_1, x_2) = (x_1, −x_2) pri x = (x_1, x_2) ∈ X, c(x, y) = (x_1 − y_1)^2 − (x_2 − y_2)^2. Togda mera μ = μ(f; σ_1) – edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK, a f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie ZM. Optimal~nost~ vytekaet iz sledstviØ 3.3 (v sluqae vypukloæ oblasti X ona sleduet takße iz teoremy 3.3), a edinstvennost~ – iz teoremy 2.2. Pri fftom Q_0(φ^μ) sostoit iz edinstvennoæ s toqnost~¸ do postoØnnogo slagaemogo funkcii u(x) = 2x^2.

Primer 5. Pust~ X, Y i f – takie ße, kak v primere 4,

c(x, y) = −x_1y^3_1 + x_2y^3_2. Togda mera μ = μ(f; σ_1) – edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK, a f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie ZM. Optimal~nost~ vytekaet iz sledstviØ 3.3 (v sluqae vypukloæ oblasti X ona sleduet takße iz teoremy 3.2), a edinstvennost~ – iz teoremy 2.2 (legko videt~, qto vse predpoloßeniØ fftoæ teoremy, vkl¸qaØ uslovie (A_c), vypolneny). Pri fftom Q_0(φ^μ) sostoit iz edinstvennoæ s toqnost~¸ do postoØnnogo slagaemogo funkcii u(x) = (x^4_1 + x^4_2)/4.

Primer 6. Pust~ X – vypuklaØ ograniqennaØ zamknutaØ ob-

last~, Y = f(X), gde f(x) = Ax + b, A – poloßitel~no opredelennaØ matrica s opredelitelem det A = 1, b – fiksirovannyæ vektor. Esli c(x, y) = ‖x − y‖^2 = (x − y) · (x − y), to μ(f; σ_1) – edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK, a f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie ZM. Optimal~nost~ sleduet iz teoremy 3.3, a edinstvennost~ – iz teoremy 2.1.

Primer 7. Pust~ X – vypuklaØ ograniqennaØ zamknutaØ ob-

last~, Y = f(X), gde f(x) = Ax + b, A – otricatel~no opredelennaØ matrica s opredelitelem det A = 1, b – fiksirovannyæ vektor. Esli c(x, y) = −‖x − y‖^2, to μ(f; σ_1) – edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK, a f – edinstvennoe (mod 0) optimal~noe rexenie ZM. Optimal~nost~ sleduet iz teoremy 3.3, a edinstvennost~ – iz teoremy 2.1.

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 159

V ostavxihsØ primerah 8–11 c(x, y) = ‖x − y‖ pri vseh x ∈ X, y ∈ Y . Primer 8. Rassmotrim dva ravnyh prØmougol~nika X i Y s

verxinami (2, 1), (2, −1), (−2, −1), (−2, 1) i (−1, 2), (1, 2), (1, −2),

(−1, −2) sootvetstvenno. Kaßdyæ iz nih razbivaetsØ na pØt~ kva-

dratov: X = X_1 ∪ X_2 ∪ X_3 ∪ X_4 ∪ X_5, Y = Y_1 ∪ Y_2 ∪ Y_3 ∪ Y_4 ∪ Y_5; sm. ris. 1. Oboznaqim e^1 = (1, 0), e^2 = (0, 1) i opredelim otobraßeniØ f^i : X_i → Y_i, polagaØ f^1(x) = x, f^2(x) = x−e^1+e^2, f^3(x) = x−e^1−e^2, f^4(x) = x + e^1 − e^2, f^5(x) = x + e^1 + e^2. Takim obrazom, f^1 ostavlØet bol~xoæ kvadrat X_1 na meste, a kaßdoe iz ostal~nyh f^i peremewaet sootvetstvu¸wiæ kvadrat X_i kak edinoe celoe na rasstoØnie √ 2 v odnom iz qetyreh diagonal~nyh napravleniæ:

X_2 na severo-zapad, X_3 na ¸go-zapad, X_4 na ¸go-vostok, i X_5 na severo-vostok. Poluqaem φ_1(x, z) = ‖z − x‖ dlØ x ∈ X_1 = X ∩ Y, z ∈ X, φ_2(x, z) = ‖z − x + e^1 − e^2‖ − √ 2 dlØ x ∈ X_2, z ∈ X, φ_3(x, z) = ‖z − x + e^1 + e^2‖ − √ 2 dlØ x ∈ X_3, z ∈ X, φ_4(x, z) = ‖z − x − e^1 + e^2‖ − √ 2 dlØ x ∈ X_4, z ∈ X, φ_5(x, z) = ‖z − x − e^1 − e^2‖ − √ 2 dlØ x ∈ X_5, z ∈ X. Poloßim u(x) = (|x_2| − |x_1|)/ √ 2. NeposredstvennaØ, hotØ i neskol~ko gromozdkaØ, proverka pokazyvaet, qto u(x) − u(z) 6 φ_i(x, z) dlØ vseh x ∈ X_i, z ∈ X, i = 1, . . ., 5. (Podrobnosti sm. v [20, Example 6.6].) Togda, soglasno sledstvi¸ 3.2, otobraßenie f : X → Y , sovpada¸wee s f^i vo vnutrennih toqkah mnoßestva X_i, i = 1, . . . , 5, i opredelennoe proizvol~no na X \ (int X_1 ∪ int X_2 ∪ int X_3 ∪ int X_4 ∪ int X_5), est~ optimal~noe rexenie zadaqi Monßa M P (c; σ_1, σ_2), a mera μ(f; σ_1) – optimal~noe rexenie zadaqi Monßa–Kantoroviqa M KP (c; σ_1, σ_2).

Primer 9. Rassmotrim dva ravnostoronnih treugol~nika s cen-

trom v nule, X i Y = −X, s verxinami (−1, −1/ √ 3), (1, −1/ √ 3), (0, 2/ √ 3) i (1, 1/ √ 3), (−1, 1/ √ 3), (0, −2/ √ 3) sootvetstvenno. Kaßdyæ iz nih razbivaetsØ na sem~ qasteæ: X = X_1 ∪ X_2 ∪ X_3 ∪ X_4 ∪ X_5 ∪ X_6 ∪ X_7, Y = Y_1 ∪ Y_2 ∪ Y_3 ∪ Y_4 ∪ Y_5 ∪ Y_6 ∪ Y_7; sm. ris. 2.

160 V. L. LEVIN

Ris. 1. Ris. 2.

Opredelim otobraßeniØ f^i : X_i → Y_i, gde f^1 – toßdestvennoe otobraßenie, a vse ostal~nye f^i sut~ zerkal~nye otraßeniØ otnositel~no odnoæ iz treh prØmyh, prohodØwih qerez naqalo koordinat i toqki (1/3, 1/ √ 3), (2/3, 0), (−1/3, 1/ √ 3) sootvetstvenno; dlØ x = (x_1, x_2) ∈ X_i imeem f^1(x) = x, f^2(x_1, x_2) = f^5(x_1, x_2) = (−x_1/2+ √ 3x_2/2, √ 3x_1/2+x_2/2), f^3(x_1, x_2) = f^6(x_1, x_2) = (−x_1/2 − √ 3x_2/2, √ 3x_1/2 + x_2/2), f^4(x_1, x_2) = f^7(x_1, x_2) = (x_1, −x_2).

Ispol~zuØ sledstvie 3.2, a takße teoremu 1.1 iz [20] i razliqnye simmetrii fftogo primera, legko pokazat~, qto otobraßenie f : X → Y , sovpada¸wee s f^i vo vnutrennih toqkah mnoßestva X_i i opredelennoe proizvol~no na dopolnenii ob¨edineniØ mnoßestv int X_i, ØvlØetsØ optimal~nym rexeniem zadaqi Monßa M P (c; σ_1, σ_2), a mera μ(f; σ_1) – optimal~nym rexeniem zadaqi Monßa–Kantoroviqa M KP (c; σ_1, σ_2). Pri fftom sootvetstvu¸waØ nepreryvnaØ funkciØ u(x) udovletvorØet v kaßdoæ iz oblasteæ

int X_i, i = 2, . . .7, ravenstvu ∇u(x) = −(x − f^i(x))/‖x − f^i(x)‖.

Primer 10. Rassmotrim dva kvadrata s centrom v nule: X s

verxinami (1, 1), (1, −1), (−1, −1), (−1, 1) i Y s verxinami (0, √ 2), (− √ 2, 0), (0, − √ 2), ( √ 2, 0), poluqennyæ iz X povorotom na ugol π/4. Kaßdyæ iz nih razbivaetsØ na 9 qasteæ: vos~miugol~nik X_0 = Y_0 = X ∩ Y i 8 treugol~nikov (sootvetstvenno X_i i Y_i); sm. ris. 3.

Rassmotrim otobraßeniØ f^i : X_i → Y_i, gde f^0 – toßdestvennoe otobraßenie, a vse ostal~nye f^i sut~ zerkal~nye otraßeniØ otnositel~no odnoæ iz qetyreh prØmyh, prohodØwih qerez naqalo

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 161

koordinat i toqki pereseqeniØ storon kvadratov X i Y . Ispol~zuØ sledstvie 3.2, a takße teoremu 1.1 iz [20] i simmetrii, suwestvu¸wie v fftom primere, legko pokazat~, qto otobraßenie f : X → Y , sovpada¸wee s f^i na int X_i i opredelennoe proizvol~no v ostal~nyh toqkah kvadrata X, ØvlØetsØ optimal~nym rexeniem M P (c; σ_1, σ_2), a mera μ(f; σ_1) – optimal~nym rexeniem M KP (c; σ_1, σ_2). Pri fftom sootvetstvu¸waØ nepreryvnaØ funkciØ u(x) udovletvorØet v kaßdoæ iz oblasteæ int X_i, i = 1, . . . , 8, ravenstvu ∇u(x) = −(x − f^i(x))/‖x − f^i(x)‖.

Ris. 3. Ris. 4.

Primer 11. Rassmotrim dva treugol~nika: X s verxinami

(−1, 0), (1, 0), (0, √ 3) i Y = −X s verxinami (1, 0), (−1, 0), (0, − √ 3); sm. ris. 4. Opredelim otobraßenie f : X → Y , f(x_1, x_2) =

(x_1, −x_2) dlØ l¸bogo x = (x_1, x_2) ∈ X. Oqevidno, f ∈ Φ(σ_1, σ_2).

Rassmotrim meru μ = μ(f; σ_1). Poluqaem dlØ x = (x_1, x_2), z =

(z_1, z_2) ∈ X φ^μ(x, z) = ‖z − f(x)‖ − ‖x − f(x)‖ = √ (z_1 − x_1)^2 + (z_2 + x_2)^2 − 2x_2.

Legko videt~, qto funkciØ u(x) = −x_2 prinadleßit Q_0(φ^μ); togda, v silu sledstviØ 3.1, μ – optimal~noe rexenie ZMK, f – optimal~noe rexenie ZM.

ZameqaniØ 1. Primery 1–3 i 6 perenosØtsØ bez izmeneniæ na

mnoßestva v evklidovom prostranstve proizvol~noæ razmernosti. �to otnositsØ i k primeru 7 s oqevidnoæ zamenoæ ravenstva

det A = 1 ravenstvom det A = (−1)^n, gde n = dim X, kotoroe, vvidu

otricatel~noæ opredelennosti matricy A, ØvlØetsØ neobhodimym usloviem sohraneniØ mery.

162 V. L. LEVIN

2. DlØ funkcii stoimosti c(x, y) = ‖x − y‖^2 i prØmougol~- nikov X, Y iz primera 8 edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK μ = μ(f; σ_1) poroßdaetsØ edinstvennym (mod 0) optimal~- nym rexeniem ZM f(x_1, x_2) = (x_1/2, 2x_2). �to sleduet iz primera 6. Analogiqno, iz primera 7 vidno, qto dlØ c(x, y) = −‖x − y‖^2 i teh ße X, Y edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK μ(f; σ_1) poroßdaetsØ edinstvennym (mod 0) optimal~nym rexeniem ZM f(x_1, x_2) = (−x_1/2, −2x_2). Zametim takße, qto dlØ c(x, y) = −‖x−y‖^2 i X, Y iz primera 9 ili 11 edinstvennoe optimal~noe rexenie ZMK μ = μ(f; σ_1) poroßdaetsØ edinstvennym

(mod 0) optimal~nym rexeniem ZM f(x) = −x. �to sleduet iz

primera 7.

3. DlØ funkcii stoimosti c(x, y) = ‖x − y‖ uslovie (A_c) ne vypolnØetsØ. V fftom sluqae teoremy 2.1 i 2.2 neprimenimy, i otobraßeniØ f v primerah 1 i 8–11 – ne edinstvennye optimal~- nye rexeniØ ZM; sr. [20, Examples 6.2, 6.7].

Literatura

1. L. Ambrosio, Lecture notes on optimal transport problems. — In: Mathematical

Aspects of Evolving Interfaces, P. Colli and J. F. Rodrigues (eds.), Lecture Notes in Math. 1812 (2003), pp. 1–52.

2. L. Ambrosio, B. Kirchheim, A. Pratelli, Existence of optimal transport maps for crystalline norms, to appear.

3. Y. Brenier, Polar factorization and monotone rearrangement of vector-valued functions. — Comm. Pure. Appl. Math. 44 (1991), 375–417.

4. A. M. Verxik, Neskol~ko zameqaniæ o beskoneqnomernyh zadaqah lineænogo programmirovaniØ. — UMN 25, vyp. 5 (1970), 117–124.

5. W. Gangbo, R. J. McCann, The geometry of optimal transportation. — Acta Math.

177 (1966), 113–161.

6. L. V. Kantoroviq, O peremewenii mass. — DAN SSSR 37, vyp. 7–8 (1942), 199–201.

7. L. V. Kantoroviq, G. P. Akilov, Funkcional~nyæ analiz. Nauka, M.

(1984).

8. L. V. Kantoroviq, G. X. Rubinxteæn, Ob odnom prostranstve vpolne additivnyh funkciæ. — Vestnik LGU. Ser. matem., meh. i astr. 13 (1958), vyp. 7, 52–59.

9. L. Caffarelli, M. Feldman, R. J. McCann, Constructing optimal maps for Monge’s transport problem as a limit of strictly convex costs. — J. Amer. Math. Soc. 15 (2002), 1–26.

10. V. L. Levin, Dvoæstvennost~ i approksimaciØ v zadaqe o peremewenii mass. — V kn.: “MatematiqeskaØ ffkonomika i funkcional~nyæ analiz”, Nauka, M. (1974), ss. 94–108.

USLOVI˚ OPTIMAL^NOSTI I TOQNYE REXENI˚ 163

11. V. L. Levin, Formula dlØ optimal~nogo znaqeniØ zadaqi Monßa–Kantoroviqa s gladkoæ funkcieæ stoimosti i harakterizaciØ cikliqeski monotonnyh otobraßeniæ. — Matem. sb. 181, vyp. 12 (1990), 1694–1709.

12. V. L. Levin, General Monge–Kantorovich problem and its applications in measure theory and mathematical economics. — In: Functional Analysis, Optimization, and Mathematical Economics. A Collection of Papers Dedicated to the Memory of L. V. Kantorovich, Leifman L. J. (ed.), Oxford Univ. Press, New York–Oxford (1990), pp. 141–176.

13. V. L. Levin, A superlinear multifunction arising in connection with mass transfer problems. — Set-Valued Analysis 4 (1996), 41–65.

14. V. L. Levin, Reduced cost functions and their applications. — J. Math. Econ. 28 (1997), 155–186.

15. V. L. Levin, K teorii dvoæstvennosti dlØ netopologiqeskih variantov zadaqi o peremewenii mass. — Matem. sb. 188, vyp. 4 (1997), 95–126.

16. V. L. Levin, Abstract cyclical monotonicity and Monge solutions for the general Monge–Kantorovich problem. — Set-Valued Analysis 7 (1999), 7–32.

17. V. L. Levin, The Monge–Kantorovich problems and stochastic preference relations.

— Adv. Math. Econ. 3 (2001), 97–124.

18. V. L. Levin, UsloviØ optimal~nosti dlØ gladkih rexeniæ Monßa zadaqi Monßa–Kantoroviqa. — Funkc. analiz i ego pril. 36, vyp. 2 (2002), 38–44.

19. V. L. Levin, Rexenie zadaq Monßa i Monßa–Kantoroviqa. TeoriØ i primery. — DAN 388, vyp. 1 (2003), 7–10.

20. V. L. Levin, Optimal solutions of the Monge problem. — Adv. Math. Econ. 6 (2004), 85–122.

21. V. L. Levin, A. A. Mil¸tin, Zadaqa o peremewenii mass s razryvnoæ funkcieæ stoimosti i massovaØ postanovka problemy dvoæstvennosti vypuklyh ffkstremal~nyh zadaq. — UMN 34, vyp. 3 (1979), 3–68.

22. R. J. McCann, Exact solutions to the transportation problem on the line. — Proc.

Royal Soc. London A 455 (1999), 1341–1380.

23. G. Monge, Mémoire sur la théorie des déblais et de remblais. — In: Histoire de l’Académie Royale des Sciences de Paris, avec les Mémoires de Mathématique et de Physique pour la même année (1781), pp. 666–704.

24. A. ı. Plahov, Zadaqa N~¸tona o tele naimen~xego usrednennogo soprotivleniØ. — Matem. sb. 195, vyp. 7 (2004), 105–126.

25. A. ı. Plahov, Toqnye rexeniØ odnomernoæ zadaqi Monßa–Kantoroviqa.

— Matem. sb. 195, vyp. 9 (2004).

26. S. T. Rachev, L. Rüschendorf, Mass Transportation Problems. Vol. 1: Theory,

Vol. 2: Applications. Springer, Berlin (1998).

27. L. Rüschendorf, S. T. Rachev, A characterization of random variables with minimum L2-distance. — J. Multivariate Anal. 32 (1990), 48–54.

28. V. N. Sudakov, Geometriqeskie problemy teorii beskoneqnomernyh vero- Øtnostnyh raspredeleniæ. Trudy MIAN 141 (1976).

29. N. S. Trudinger, X. J. Wang, On the Monge mass transfer problem. — Calc. Var.

PDE 13 (2001), 19–31.

30. L. Uckelmann, Optimal couplings between one-dimensional distributions. — In:

Distributions with Given Marginals and Moment Problems, V. Beneš, J. Štěpán

164 V. L. LEVIN

(eds.), Kluwer, Dordrecht (1997), pp. 275–281.

Levin V. L. Optimality conditions and exact solutions to the twodimensional Monge–Kantorovich problem.

Optimality conditions are given in the Monge–Kantorovich and Monge problems, and exact solutions to several classic two-dimensional problems are obtained.

Postupilo 23 marta 2004 g.

Central~nyæ ffkonomiko-matematiqeskiæ institut RAN Moskva E-mail: vllevin@mail.ru