Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

A. Sobolevskiæ, U. Frix

PRIMENENIE TEORII OPTIMAL^NOGO TRANSPORTA K REKONSTRUKCII RANNE` VSELENNO`

Sovremennoe raspredelenie massy vo Vselennoæ, vosstanavlivaemoe po katalogam poloßeniæ galaktik (sm., naprimer, [10]), ØvlØetsØ ves~ma neodnorodnym. V sootvetstvii s obweprinØtoæ kartinoæ ffvol¸cii Vselennoæ (sm., naprimer, [9]), ffto raspredelenie vozniklo iz malyh fluktuaciæ pervonaqal~nogo, poqti ravnomernogo polØ plotnosti, kotorye rosli pod vozdeæstviem polØ svoeæ sobstvennoæ gravitacii. Rekonstrukcii processa rosta krupnomasxtabnoæ struktury posvØwena znaqitel~- naØ literatura (sm., naprimer, bibliografi¸ v [4]).

Postavim zadaqu rekonstrukcii kak obratnu¸: po zadannoæ karte sovremennogo raspredeleniØ plotnosti v koneqnoæ, no dostatoqno bol~xoæ okrestnosti nabl¸datelØ vosstanovit~, naskol~ko ffto vozmoßno, proxlu¸ dinamiku vewestva, nahodØwegosØ v fftoæ okrestnosti.

V otsutstvie informacii o kosmologiqeskom pole skorosteæ takaØ deterministskaØ rekonstrukciØ kaßetsØ neosuwestvimoæ. Odnako na ranneæ, lineænoæ stadii ffvol¸cii rastuwaØ moda polØ pervonaqal~nyh fluktuaciæ plotnosti svØzana s potencial~nym polem pekulØrnyh skorosteæ. Pofftomu qislo neizvestnyh (odno skalØrnoe pole pervonaqal~nogo potenciala skorosti) sovpadaet s qislom usloviæ (odno skalØrnoe pole sovremennogo raspredeleniØ plotnosti), i rekonstrukciØ stanovitsØ principial~no vozmoßnoæ.

UravneniØ dinamiki. Napomnim, qto VselennaØ preterpeva-

et odnorodnoe rasxirenie, i istinnoe poloßenie r kakogo-libo

NastoØwee issledovanie provodilos~ pri podderßke Ministerstva obrazovaniØ Francii i francuzskoæ Nacional~noæ programmy po kosmologii. Rabota A.S. podderßana grantom RFFI 02–01–01062. Avtory prinosØt blagodarnost~ organizatoram konferencii, posvØwennoæ pamØti L. V. Kantoroviqa. 303

304 A. SOBOLEVSKI`, U. FRIX fflementa massy svØzano s ego poloßeniem x v sisteme koordinat, soputstvu¸weæ rasxireni¸, sootnoxeniem r = a(t)x. Zdes~

a(t) — vozrasta¸wiæ masxtabnyæ faktor, kotoryæ moßno naæti

iz uravneniæ Fridmana (podrobnee sm., naprimer, [4, Priloßenie A]). Dopustim, qto fflement massy sohranØet svoe poloßenie x v soputstvu¸wih koordinatah. Togda ego istinnaØ skorost~ ravna dr/dt = (da(t)/dt)x = H(t)r, gde H(t) = (da/dt)/a est~ parametr Habbla. Esli fflement massy smewaetsØ v soputstvu¸wih koordinatah (naprimer, iz-za pritØßeniØ sosednih fflementov), ego istinnaØ skorost~ budet ravna u = H(t)r + a(t)v, gde veliqina v = dx/dt nazyvaetsØ pekulØrnoæ skorost~¸ fftogo fflementa massy.

V kosmologii ranneæ Vselennoæ vaßnu¸ rol~ igraet takße faktor rosta lineænyh vozmuweniæ D(t), poluqaemyæ putem linearizacii dinamiki v okrestnosti pervonaqal~nogo kvaziravnomernogo raspredeleniØ massy. �tot faktor opisyvaet ffvol¸- ci¸ kontrasta plotnosti, divergencii polØ skorosti, smeweniæ fflementov massy iz ishodnyh poloßeniæ i dr. Udobno pofftomu sdelat~ nelineænu¸ zamenu vremenn&oæ peremennoæ τ = D(t), vybiraØ v kaqestve novogo ¡vremeni¿ sam faktor rosta.

Bol~xinstvo massy vo Vselennoæ nahoditsØ v forme besstolknovitel~nogo skrytogo vewestva (dark matter). V soputstvu- ¸wih koordinatah i novom vremeni ffælerovo uravnenie dvißeniØ fftoæ sredy prinimaet vid

∂_τ v + (v · ∇x)v = − 3 2τ (v + ∇xφ_g), (1)

gde φ_g(x, τ ) opredelØetsØ uravneniØmi nerazryvnosti i Puasso- na: ∂_τ ρ + ∇x · (ρv) = 0, ∇^2xφ_g =^1_τ (ρ − 1). (2)

Slagaemoe −(3/2τ )v v pravoæ qasti uravneniØ (1) opisyvaet ¡habblovskoe trenie¿, voznika¸wee pri perehode v soputstvu¸- wu¸ sistemu otsqeta, v kotoroæ vozrasta¸wiæ masxtabnyæ faktor privodit k kaßuwemusØ ubyvani¸ pekulØrnyh skorosteæ.

Zametim, qto v uravneniØh dvißeniØ novaØ peremennaØ vremeni τ prisutstvuet v znamenatelØh. Qtoby izbeßat~ osobennosteæ v naqal~nyæ moment vremeni, sleduet potrebovat~, qtoby

v_{in}(x) + ∇xφ^{in}_g = 0 i ρ_{in}(x) = 1.

REKONSTRUKCI˚ RANNE` VSELENNO` 305

Priblißenie Zel~doviqa i uravnenie Monßa–Ampera. Za-

daqu rekonstrukcii moßno rexat~ neposredstvenno v terminah uravneniæ �ælera–Puassona [7]. Odnako ona suwestvenno uprowaetsØ pri ispol~zovanii priblißeniØ, predloßennogo ˚. B. Zel~doviqem [11], kotorym my i ograniqimsØ v dannoæ stat~e. Poskol~ku habblovskoe trenie i gravitacionnaØ sila toqno uravnovexiva¸t drug druga pri τ = 0, pri malyh vremenah oni po-preßnemu budut priblißenno sokrawat~sØ. V priblißenii Zel~doviqa prinimaetsØ, qto ffti dva qlena prosto otsutstvu- ¸t. Razliqnye testy pokazyva¸t, qto ffto priblißenie horoxo rabotaet ne tol~ko pri samyh malyh vremenah, no i na umerenno nelineænoæ stadii, tak qto poluqaemye rezul~taty sohranØ¸t praktiqesku¸ cennost~.

V priblißenii Zel~doviqa uravnenie (1) zamenØetsØ na uravnenie

∂_τ v + (v · ∇x)v = 0. (3)

Lagranßevo otobraßenie iz pervonaqal~nogo poloßeniØ q fflementa massy v soputstvu¸wih koordinatah (pri τ = 0) v sovremennoe poloßenie x (pri τ = τ_0) vyraßaetsØ formulami

x(q) = q + τ_0v_{in}(q) = q − τ_0∇qφ^{in}_v (q) = ∇q ( |q|^2/2 − τ_0φ^{in}_v (q) ) , t.e.

gradientom potenciala Φ(q) = |q|^2/2 − τ_0φ^{in}_v (q).

Poka potencial Φ sohranØet vypuklost~, otobraßenie q → x ostaetsØ obratimym. Fiziqeski vypuklost~ oznaqaet otsutstvie mnogopotokovosti (naliqiØ v odnoæ prostranstvenno-vremennoæ toqke neskol~kih otdel~nyh potokov vewestva). V kosmologiqeskoæ literature potencial~nost~ lagranßeva otobraßeniØ byla vpervye otmeqena v rabote [1].

Potencial lagranßeva otobraßeniØ i ego preobrazovanie Leßandra dolßny udovletvorØt~ pare uravneniæ Monßa–Ampera. Deæstvitel~no, zakon sohraneniØ massy v terminah Økobiana otobraßeniØ moßno zapisat~ v vide det ∇qx = 1/ρ_0(x(q)), poskol~ku v naxih oboznaqeniØh pervonaqal~noe kvaziodnorodnoe raspredelenie massy imeet ediniqnu¸ plotnost~. S uqetom potencial~nosti ffto ravenstvo daet

det(∇_{qi} ∇_{qj} Φ(q)) = ( ρ_0 ( ∇qΦ(q)

))�1_. (4)

DlØ potenciala obratnogo lagranßeva otobraßeniØ q(x) poluqaetsØ uravnenie Monßa–Ampera bolee prostogo vida. Deæstvitel~no, obrawenie q(x) otobraßeniØ x(q), ime¸wego vypu-

306 A. SOBOLEVSKI`, U. FRIX klyæ potencial Φ(q), samo imeet vypuklyæ potencial Θ(x), priqem oba potenciala soprØßeny preobrazovaniem Leßandra, a uslovie sohraneniØ massy priobretaet vid

det(∇_{xi} ∇_{xj} Θ(x)) = ρ_0(x). (5)

Pofftomu v ramkah priblißeniØ Zel~doviqa rekonstrukciØ lagranßeva otobraßeniØ meßdu pervonaqal~nymi i sovremennymi poloßeniØmi fflementov massy svoditsØ k rexeni¸ uravneniØ Monßa–Ampera (4) ili (5) dlØ zadannogo polØ plotnosti ρ_0(x).

VariacionnaØ formulirovka. V rabotah [6] i [4] dlØ rexe-

niØ zadaqi rekonstrukcii predloßen metod MAK (¡Monß, Amper, Kantoroviq¿), osnovannyæ na sledu¸weæ pereformulirovke usloviØ (5): potencial~noe otobraßenie q → x(q) = ∇qΘ(q), perevodØwee raspredelenie massy ρ_{rmin} = 1 v ρ_0(x), minimiziruet funkcional I = ∫ Din 1 2 |x(q) − q|^2 d^3q = ∫ D0 1 2 |x − q(x)|^2ρ_0(x) d^3x (6)

pri uslovii ρ_0(x(q)) | det ∇qx(q)| = ρ_{rmin} = 1.

Dannoæ variacionnoæ formulirovke, prinadleßaweæ ˚. Bren~e [3], moßno dat~ sledu¸wee ffvristiqeskoe ob¨Øsnenie. Oboznaqim pole smeweniæ qerez ξ(x) = x − q(x). PervaØ variaciØ funkcionala I imeet vid δI = ∫ ξ(x) · (ρ_0(x) δξ(x)) d^3x i soverxa-

etsØ pri uslovii sohraneniØ sovremennogo raspredeleniØ plotnosti ρ_0(x): ∇x · (ρ_0(x) δξ(x)) = 0. Obrawenie v nul~ variacii δI tem samym oznaqaet, qto pole smeweniæ ξ(x) dolßno byt~ ortogonal~no (v smysle funkcional~nogo skalØrnogo proizvedeniØ v

L_2) l¸bomu bezdivergentnomu vektornomu pol¸, a znaqit, obØza-

no byt~ potencial~nym, tak qto q(x) = x − ξ(x) = ∇xΘ(x). Krome togo, esli by potencial Θ(x) okazalsØ nevypuklym, voznikla by mnogopotokovost~, naruxa¸waØ optimal~nost~ lagranßeva otobraßeniØ q(x).

DiskretizaciØ i svedenie k zadaqe kombinatornoæ optimizacii. Poskol~ku astronomiqeskie nabl¸deniØ da¸t polØ plot-

nosti, sostoØwie iz toqeqnyh massivnyh ob¨ektov, estestvenno polagat~, qto

ρ_0(x) = ∑_N i=1 m_iδ(x − x_i), (7)

REKONSTRUKCI˚ RANNE` VSELENNO` 307 gde x_i — poloßenie i-go ob¨ekta, a m_i — ego massa. Naqal~noe pole plotnosti ρ_{rmin} analogiqno moßno priblizit~ regulØrnoæ rexetkoæ iz M ob¨ektov s odinakovoæ massoæ m_0. Veliqinu m_0 udobno prinØt~ za edinicu massy i vybrat~ stol~ maloæ, qtoby vse m_i vyraßalis~ celymi qislami.

PodstavlØØ diskretnye plotnosti v funkcional I, my prihodim k sledu¸weæ optimizacionnoæ zadaqe: naæti sootvetstvie

i → j(i), minimiziru¸wee veliqinu

Ī = ∑_M i=1 m_0 2 |x_{j(i)} − q_i|^2. (8)

�to sootvetstvie poroßdaet otobraßenie q_i → x_{j(i)}, opredelennoe tol~ko v toqkah q_i, kotoroe moßno prodolßit~ tem ili inym sposobom na vse q.

Qastnym sluqaem fftoæ diskretnoæ zadaqi ØvlØetsØ sluqaæ, kogda m_i = m_0 dlØ vseh ob¨ektov. V fftom sluqae voznikaet zadaqa naæti vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu toqkami x i q, minimiziru¸wee summu kvadratov rasstoØniæ meßdu sootvetstvennymi toqkami. �to primer klassiqeskoæ optimizacionnoæ zadaqi o naznaqeniØh (sm., naprimer, [5]).

Testy i primeneniØ. Pri obrabotke real~nyh katalogov ga-

laktik neobhodimo provodit~ minimizaci¸ veliqiny (8) s neediniqnymi massami. TakaØ rekonstrukciØ daet informaci¸ o sovremennyh pekulØrnyh skorostØh galaktik, kotorye v priblißenii Zel~doviqa proporcional~ny smeweniØm.

S drugoæ storony, zadaqa o naznaqeniØh voznikaet pri primenenii metoda MAK k dannym qislennogo modelirovaniØ kosmologiqeskoæ ffvol¸cii metodom N tel — qastic odinakovoæ massy m_0, traektorii kotoryh vyqislØ¸tsØ v sootvetstvii s obyqnoæ n~¸tonovskoæ dinamikoæ. Zadaqa rekonstrukcii pri fftom svoditsØ k vosstanovleni¸ sootvetstviØ meßdu poloßeni- Ømi qastic v naqale i konce modelirovaniØ.

Vmeste s M. Hénon i R. Mohayaee my razrabotali programmu minimizacii veliqiny (8), osnovannu¸ na primenenii ¡aukcionnogo algoritma¿ [2]. Programma primenØlas~ dlØ testirovaniØ metoda MAK na dannyh modelirovaniØ dvißeniØ 128^3 qastic, pervonaqal~no raspoloßennyh na kubiqeskoæ rexetke s dlinoæ storony 200 Mpk [4]. DlØ vyborki iz 17178 qastic, ishodno raspoloßennyh na podrexetke s xagom 6,25 Mpk, metod

308 A. SOBOLEVSKI`, U. FRIX MAK toqno vosstanavlivaet ishodnye poloßeniØ 62% qastic, a dlØ 75% oxibka sostavlØet ne bolee odnogo xaga podrexetki. Na vyborkah iz bolee plotnyh podrexetok kaqestvo rekonstrukcii uhudxaetsØ, poskol~ku toqnost~ priblißeniØ Zel~doviqa ubyvaet s umen~xeniem masxtaba.

V nastoØwee vremØ metod MAK takße primenØetsØ k opredeleni¸ pekulØrnyh skorosteæ galaktik v skoplenii sozvezdiØ Devy ([8]). Odnim iz rezul~tatov fftoæ raboty ØvlØetsØ znaqitel~naØ korrekciØ znaqeniØ otnoxeniØ massy k svetimosti dlØ dannogo skopleniØ.

Literatura

1. E. Bertschinger, A. Dekel, Recovering the full velocity and density fields from large-

scale redshift-distance samples. — Astrophys. J. 336 (1989), L5–L8.

2. D. Bertsekas, Auction algorithms for network flow problems: a tutorial introduc-

tion. — Comput. Optim. Appl. 1 (1992), 7–66.

3. Y. Brenier, Polar factorization and monotone rearrangement of vector-valued func-

tions. — Comm. Pure Appl. Math. 44 (1991), 375–417.

4. Y. Brenier, U. Frisch, M. Hénon, G. Loeper, S. Matarrese, R. Mohayaee,

A. Sobolevskiĭ, Reconstruction of the early universe as a convex optimization problem. — Mon. Not. R. Astron. Soc. 346 (2003), 501–524.

5. R. E. Burkard, Selected topics on assignment problems. — Discrete Appl. Math.

123, Nos. 1–3 (2002), 257–302.

6. U. Frisch, S. Matarrese, R. Mohayaee, A. Sobolevski, A reconstruction of the initial

conditions of the Universe by optimal mass transportation. — Nature 417 (2002), 260–262.

7. G. Loeper, The inverse problem for the Euler–Poisson system in cosmology. —

Arch. Rat. Mech. Anal. (2004), to appear.

8. R. Mohayaee, R. Brent Tully, U. Frisch, Reconstruction of large-scale peculiar

velocity fields. — In: J. V. Narlikar, J.-C. Pecker (eds.), Cosmology: Facts and Problems. College de France, Paris, 8–11 June 2004; arXiv:astro-ph/0410063.

9. P. Peebles, The Large-Scale Structure of the Universe. Princeton University Press,

Princeton, NJ (1980).

10. R. Brent Tully, Nearby Galaxies Catalog. Cambridge University Press, Cambridge

and New York (1988).

11. Y. Zel’dovich, Gravitational instability: an approximate theory for large density

perturbations. — Astron. & Astrophys. 5 (1970), 84–89.

Sobolevski A., Frisch U. Application of optimal transport theory to reconstruction of the early Universe.

The problem of deterministic reconstruction of the past kinetic history of the Universe is shown to be reduced, within the Zel’dovich approximation, to solving a Monge–Ampère equation. A variational representation, due to Y. Brenier, is then employed to devise a “Monge–Ampère–

REKONSTRUKCI˚ RANNE` VSELENNO` 309 Kantorovich” numerical method of cosmological reconstruction. Results of testing and application of this method are discussed.

Postupilo 4 oktØbrØ 2004 g.

MGU im. M. V. Lomonosova

E-mail: ansobol@obs-nice.fr

Observatoire de la Côte d’Azur France