Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

E. P. Golubeva

RASPREDELENIE SOBSTVENNYH QISEL OPERATOROV GEKKE

Pust~ S_k – mnoßestvo novyh form qetnogo vesa k otnositel~- no polnoæ modulØrnoæ gruppy. Oboznaqim qerez N porØdok S_k, togda N = k/12 + O(1).

Pust~ f ∈ S_k i f(z) = ∞∑ n=1 λ_f (n)n^{(k−1)/2}e(nz). V silu izvestnogo rezul~tata DelinØ, λ_f (p) = 2 cos φ_f (p), gde φ_f (p) ∈ [0, π].

Soglasno gipoteze Sato–Teæta, mnoßestvo {φ_f (p)} pri fiksirovannoæ forme f i p → ∞ raspredeleno asimptotiqeski po mere_2 π sin^2 φdφ. (1)

V rabotah [1, 2] ffta problema byla vidoizmenena sledu¸wim obrazom: zafiksiruem prostoe qislo p i pust~ N → ∞. Okazalos~, qto v fftom sluqae {φ_f (p), f ∈ S_k} imeet predel~noe raspredelenie po mere

μ_p(φ) =

2(1 + p−^1) π sin^2 φ 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 dφ. (2)

(Sm. takße raboty [3–5]).

Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto mnoßestvo {λ_f (p)} vs¸du plotno na intervale [−2, 2].

V rabote [1], krome togo, rassmatrivalas~ podobnaØ zadaqa dlØ fiksirovannogo nabora prostyh {p_1, p_2, . . . , p_r}. V qastnosti, okazalos~, qto pervye r znaqeniæ λ_f (p) asimptotiqeski nezavisimy.

V nastoØweæ rabote utoqnØ¸tsØ koliqestvennye aspekty rezul~tatov iz [1, 2]: 33

34 E. P. GOLUBEVA

ocenena skorost~ shodimosti k predel~nomu zakonu (2) (sm. teoremu 1 niße),

v kaqestve sledstviØ dokazano, qto raznost~ meßdu sosednimi λ_f (p) (pri fiksirovannom p) ne prevoshodit veliqiny C_ε log p/(log N )^{1−ε}, gde ε > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ, C_ε – postoØnnaØ, zavisØwaØ ot ε.

Krome togo, pokazano, qto vmesto fiksirovannogo qisla sobstvennyh znaqeniæ my moßem rassmatrivat~ odnovremenno r(N ) = C_ε(log N )^{1−ε} sobstvennyh znaqeniæ.

Mera, po kotoroæ oni raspredeleny, μ = μ_p1 · · · μ_{pr} . Takim obrazom, v predel~nom zakone veliqiny φ(p_i) (1 6 i 6 r(N )) nezavisimy.

Ots¸da sleduet, qto predel~nyæ zakon raspredeleniØ Sato– Teæta (1) dlØ fiksirovannoæ novoæ formy ne moßet pri bol~- xih N proØvlØt~sØ na pervyh C_ε(log N )^{1−ε} sobstvennyh znaqeni- Øh. Tak ße kak v rabotah [1, 2], osnovnu¸ rol~ v nastoØweæ rabote igraet formula sleda Aæhlera–Sel~berga.

Osnovnoe otliqie naxego podhoda sostoit v tom, qto my ne vyqislØem momenty predel~nogo raspredeleniØ, kak ffto bylo prodelano v citiruemyh rabotah, a rassmatrivaem razloßenie funkcii raspredeleniØ v rØd Fur~e. UtoqneniØ, o kotoryh govorilos~ vyxe, poluqeny za sqet predvaritel~nogo sglaßivaniØ funkcii raspredeleniØ.

My rassmatrivaem sluqaæ polnoæ modulØrnoæ gruppy, no, v deæstvitel~nosti, kak i v rabote [1], moßno poluqit~ toqno takie ße rezul~taty dlØ novyh form l¸bogo urovnØ.

Zametim, nakonec, qto pri usredneniØh po {S_k} veliqin, svØzannyh s φ_f (p), zakon raspredeleniØ (2) sohranØetsØ.

Naprimer, pri

L_f (s) = ∞∑ n=1 λ_f (n)n^{−s} = ∏ p 1 1 − 2 cos φ_f (p) p^s + 1 p^{2s} mnoßestvo {log L_f (1), f ∈ S_k} imeet pri k → ∞ predel~noe raspredelenie.

Predel~naØ funkciØ raspredeleniØ sovpadaet s funkcieæ ras-

RASPREDELENIE SOBSTVENNYH QISEL OPERATOROV GEKKE35 predeleniØ mnoßestva log ∏ p 1 1 − 2 cos φ(p) p + 1 p^2 ,

gde veliqiny φ(p) nezavisimy i raspredeleny na intervale [0, π] po mere (2). �tot rezul~tat poluqen v rabote [6].

Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pri dostatoqno bol~xih k imeem | | | | #{φ_f (p) < θ, f ∈ S_k} N − F (θ) | | | | < C^ε log p (log k)^1−^ε , gde F (θ) – funkciØ raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny θ ∈ [0, π],

F (θ) = θ∫ 0 μ_p(φ), μ_p(φ) =

2(1 +^1_p ) sin^2 φ π ( 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 ) dφ,

ε > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ, C_ε – postoØnnaØ.

Sledstvie. DlØ l¸bogo λf (p) naædetsØ f1(z) takaØ, qto | λ_f (p) − λ_f1 (p) | < C_ε log p (log k)^1−^ε . Teorema 2. DlØ l¸bogo nabora prostyh qisel {p1, . . . , pr} i dosta-

toqno bol~xih k imeem | | | | #{φ_f (p_1) < θ_1, . . . , φ_f (p_r ) < θ_r ; f ∈ S_k} N − F (θ_1, . . . , θ_r) | | | | < < C_ε log(p_1 · · · p_r ) (log N )^1−^ε , gde F (θ_1, . . . , θ_r) = r∏ i=1 F_i(θ_i), F_i(θ_i) to ße, qto i v teoreme 1 pri p = p_i, θ = θ_i; ε > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ, C_ε – postoØnnaØ.

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 nam ponadobØtsØ tri lemmy.

36 E. P. GOLUBEVA

Lemma 1 (sm. [7]). Pust~ 0 6 θ, θ + δ < π. Suwestvuet funkciØ

ψ_δ(φ) takaØ, qto

ψ_δ(φ) = 1, esli 0 < φ < θ;

0 6ψδ(φ) 6 1, esli θ 6 φ 6 θ + δ;

ψ_δ(φ) = 0, esli θ + δ < φ < π;

kofffficienty Fur~e razloßeniØ ψ_δ(φ) v rØd po kosinusam —

ψ_δ(φ) = ∞∑ n=0 a_n cos nφ

udovletvorØ¸t ocenkam a_n = O(1/n), a_n = O_M ( (1/n) · (nδ)−^M ) , gde M – proizvol~noe celoe qislo.

Lemma 2 (formula sleda Aæhlera–Sel~berga). Imeem ∑ f∈S_k λ_f (n) =

= { N/n^{1/2} + O_ε ( n^{1/2+ε} ) , esli n ØvlØetsØ polnym kvadratom, O_ε ( n^{1/2+ε} ) v protivnom sluqae.

Zdes~ ε > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ.

Dokazatel~stvo sm., naprimer, v [1].

Lemma 3. Imeem 1 + ∞∑ n=1 ( 1 p^n − 1 p^{n−1} ) cos 2nφ = ( 1 + 1 p ) 1 − cos 2φ 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 .

Dokazatel~stvo. Poskol~ku ∞∑ n=0 cos 2nφ p^n = 1 − cos 2φ 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 ,

RASPREDELENIE SOBSTVENNYH QISEL OPERATOROV GEKKE37 imeem 1 + ∞∑ n=1 ( 1 p^n − 1 p^{n−1} ) cos 2nφ =

= (1 − p) ( 1 − cos 2φ p ) + p ( 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 )

1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 =

= ( 1 + 1 p ) (1 − cos 2φ) 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 . Dokazatel~stvo teoremy 1. Rassmotrim dve funkcii, udovle-

tvorØ¸wie usloviØm lemmy 1: ψ^{(+)}_δ (φ) na promeßutke [0, θ + δ] i ψ^{(−)}_δ (φ) na promeßutke [0, θ − δ]. Togda, oqevidno, ∑ f∈S_k ψ^{(−)}_δ (φ_f (p)) 6 # { φ_f (p) < θ, f ∈ S_k } 6^∑_{f∈Sk} ψ^{(+)}_δ (φf (p)). (3)

Poloßim δ = log p/(log k)^{1−ε}.

Dalee, ∑ f∈S_k ψ^{(+)}_δ (φ_f (p)) = ∞∑ n=0 a_n ∑ f∈S_k cos(nφ_f (p)).

Razob~em rØd po n na dve qasti: k pervoæ otnesem n 6 1/δ^{1+ε}.

DlØ vtoroæ qasti v silu rezul~tata lemmy 1 i trivial~noæ ocenki vnutrenneæ summy imeem ∑ n>1/δ1+^ε a_n ∑ f∈S_k cos(nφ_f (p)) = O_M (N δ^{Mε}).

Za sqet vybora M poluqaem ∑ n>1/δ1+^ε a_n ∑ f∈S_k cos(nφ_f (p)) = O_ε(N δ). (4)

Pri n 6 1/δ^{1+ε} vospol~zuemsØ lemmoæ 2. Kak izvestno, pri

n ¿ 1

cos(nφ_f (p)) = 1 2 ( λ_f (p^n) − λ_f (p^{n−1}) ) .

38 E. P. GOLUBEVA Takim obrazom, ∑ f∈S_k cos(nφ_f (p)) =

= 1 2 N ( 1 p^{n/2} − 1 p^{n/2−1} ) + O_ε ( p^{n/2+ε} ) , esli n – qetnoe qislo, O_ε ( p^{n/2+ε} ) , esli n ØvlØetsØ neqetnym.

Sledovatel~no, ∑ 06n61/δ^{1+ε} a_n ∑ f∈S_k cos(nφ_f (p)) = (5)

= N 2 ∑ 16n61/δ^{1+ε} a_{2n} ( 1 p^n − 1 p^{n−1} ) + N a_0 + O_ε ( p^ε ∑ 16n61/δ^{1+ε} |a_n|p^{n/2} ) . DlØ ostatoqnogo qlena imeem ocenku ∑ 16n61/δ^{1+ε} |a_n|p^{n/2} = O ( ∑ 16n61/δ^{1+ε} p^{n/2} n ) =

= O_ε ( δ exp(δ^{−1−ε} log p) ) = O_ε(δN^1−^ε). (6)

Kofffficient a_{2n} imeet vid

a_0 = 1 π π∫ 0 ψ^{(+)}_δ (φ)dφ = 1 π θ∫ 0 dφ + O(δ),

a_{2n} = 2 π π∫ 0 ψ^{(+)}_δ (φ) cos 2nφdφ = 2 π θ∫ 0 cos 2nφdφ + O(δ). Sledovatel~no, ∑ 16n61/δ^{1+ε a2n} ( 1 p^n − 1 p^{n−1} ) =

= 2 π ∑ 16n61/δ^{1+ε} ( 1 p^n − 1 p^{n−1} )^θ∫ 0 cos 2nφdφ + O ( δ ∞∑ n=1 ( 1 p^n − 1 p^{n−1} )) =

RASPREDELENIE SOBSTVENNYH QISEL OPERATOROV GEKKE39 = 2 π ∞∑ n=1 ( 1 p^n − 1 p^{n−1} )^θ∫ 0 cos 2nφdφ + O(δ) + O ( p^{−1/δ} 1+ε ) =

= 2 π ∞∑ n=1 ( 1 p^n − 1 p^{n−1} )^θ∫ 0 cos 2nφdφ + O(δ). (7) Iz lemmy 3 i sootnoxeniØ (7) poluqaem

a_0 + 1 2 ∑ 16n61/δ^{1+ε} a_{2n} ( 1 p^n − 1 p^{n−1} ) =

= 1 π θ∫ 0 ( 1 + ∞∑ n=1 ( 1 p^n − 1 p^{n−1} ) cos 2nφ ) dφ + O(δ) =

= 2(1 + 1 p ) π θ∫ 0 sin^2 φdφ 1 − 2 cos 2φ p + 1 p^2 + O(δ).

(8)

KombiniruØ (5), (6) i (8), imeem ∑ f∈S_k ψ^{(+)}_δ (φ_f (p)) = N θ∫ 0 μ_p(φ) + O_ε ( N log p/ ( log k )_{1−ε}) . Soverxenno analogiqno, ∑ f∈S_k ψ^{(−)}_δ (φ_f (p)) = N θ∫ 0 μ_p(φ) + O_ε ( N log p/ ( log k )_{1−ε}) , i, v silu (4), teorema dokazana.

Teorema 2 dokazyvaetsØ toqno tak ße.

Literatura

1. J.-P. Serre, Répartition asymptotique des valeurs propres de l’opérateur de Hecke

Tp, J. Amer. Math. Soc 10, No. 1 (1997), 75–101.

2. J. B. Conrey, W. Duke, and D. W. Farmer, The distribution of the eigenvalues of Hecke operators, Acta Arithm. 78, No. 4 (1997), 405–409.

40 E. P. GOLUBEVA

3. P. Sarnak, Statistical properties of eigenvalues of the Hecke operators, in: Analytic Number Theory and Diophantine Problems (Stillwater, OK, 1984), Progr. Math.

70, Birkhäuser, Boston, 1987, 321–331.

4. P. Michel, Autour de la conjecture de Sato–Tate pour les sommes de Kloosterman.

I, Invent. Math. 121 (1995), 61–78.

5. R. Livné, The average distribution of cubic exponential sums, J. Reine Angew.

Math. 375/376 (1987), 362–379.

6. E. P. Golubeva, Raspredelenie znaqeniæ L-funkciæ Gekke v toqke 1, Zap.

nauqn. semin. POMI 314 (2004), ??–??.

7. I. M. Vinogradov, Metod trigonometriqeskih summ v teorii qisel, M., 1980.

Postupilo 10 sentØbrØ 2004 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa

E-mail:elena�golubeva@mail.ru