Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

E. G. Goluzina

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY

{f(z_1), . . . , f(z_n)} V KLASSE TIPIQNO

VEWESTVENNYH FUNKCI`

Vvedenie

Pust~ T – klass funkciæ f(z), f(0) = 0, f^′(0) = 1, regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge U = {z : |z| < 1}.

V nastoØweæ rabote rassmotrena zadaqa o mnoßestve znaqeniæ D_n(T ) sistemy I_n(f) = {f(z_1), f(z_2), . . . , f(z_n)}, n ¿ 1, v klasse T , gde z_j ∈ U – razliqnye zadannye toqki takie, qto Im z_j ≠ 0 (j = 1, 2, . . . , n).

Mnoßestvo D_1(T ) bylo naædeno Rogozinskim [1], mnoßestva D_2(T ) i D_3(T ) issledovany v rabotah [2, 3] i [4], sootvetstvenno.

V dannoæ rabote dana harakteristika mnoßestva D_n(T ) i opisany vse graniqnye funkcii. �to pozvolilo naæti mnoßestvo znaqeniæ f(z_n) na podklasse funkciæ iz T s fiksirovannymi znaqeniØmi f(z_k ), k = 1, 2, . . . , n − 1.

Kak i v predyduwih rabotah avtora [2–5], v dannoæ rabote ispol~zovany izvestnye rezul~taty v stepennoæ probleme momentov. �ti rezul~taty byli vpervye primeneny dlØ klassa T v rabote [5] pri harakteristike mnoßestva znaqeniæ sistemy

{f(z_1), f^′(z_1), . . . , f^{(m1)}(z_1), . . . , f(z_n), f^′(z_n), . . . , f^{(m}n^)(z_n)}.

Ranee v [6] analogiqnaØ zadaqa byla rexena dlØ C-funkciæ Karateodori s ispol~zovaniem rezul~tatov v trigonometriqeskoæ probleme momentov.

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Programmy 2004 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 41

42 E. G. GOLUZINA §1 Pust~ ζ_j = z_j + z^{−1}_j , w_j = f(z_j ), –j = wj (ζ^2_j − 4), j = 1, 2, . . . , n. Imeet mesto

Teorema 1. 1. Mnoßestvo znaqeniæ Dn(T ) est~ mnoßestvo vseh

toqek X_n = X(w_1, w_2, . . . , w_n) ∈ C^n ,

v kotoryh neotricatel~na ffrmitova forma

H_n(X) = |ξ_0|^2 + n∑ j=1 ( − Im w_j Im ζ_j ) |ξ_j|^2 + 2 Re n∑ j=1 w_j ξ_0 ξ_j +

+ 2 Re n∑ j,k=1 j<k w_j − w_k ζ_k − ζ_j ξ_j ξ_k + n∑ j=1 ( Im –j_{Im ζ} j − 1 ) |η_j|^2+

+ 2 Re n∑ j,k=1 j<k ( –k − –j ζ_k − ζ_j − 1 ) η_jη_k.

2. DlØ togo qtoby nekotoraØ toqka X_n ∈ C^n byla vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva D_n(T ) neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffrmitova forma H_n(X) byla poloßitel~no opredelennoæ.

3. Kaßdoæ toqke X ∈ ∂D_n(T ) sootvetstvuet tol~ko odna funkciØ klassa T vida

f_X (z) = n+1∑ k=1 λ_kz 1 − 2t_kz + z^2 , gde λ_k ¿ 0, n∑ k=1 λ_k = 1,

t_j ≠ t_k pri j ≠ k i libo − 1 < t_k < 1, k = 1, 2, . . . , n + 1,

libo t_1 = 1, t_2 = −1, −1 < t_k < 1, k = 3, 4, . . . , n + 1.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY {f (z_1), . . . , f (zn)} 43

Pust~ ω_j (j = 1, 2, . . . , n − 1) – zadannye kompleksnye qisla i pust~ pri w_j = ω_j (j = 1, 2, . . . , n − 1) vypolnØetsØ uslovie

X(w_1, w_2, . . . , w_{n−1}) ∈ Int D_{n−1}(T ).

Vvedem klass

T_{n−1} = { f ∈ T : f(z_j ) = ω_j, j = 1, 2, . . . , n − 1 } , n ¿ 2. Oboznaqim qerez D(T_{n−1}) mnoßestvo znaqeniæ f(z_n) na klasse T_{n−1}. DlØ nahoßdeniØ {f(z_n)} vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. Poloßim

a_{00} = 1, a_{0l} = 1 + w_l(ζ_n − ζ_l), a_{l0} = a_{0l}, l = 1, 2, . . . , n; a_{jj} = 1 − 1 Im ζ_j Im [ w_j(ζ_n − ζ_j)(ζ_n − ζ_j ) ] , a_{jn} = 1 + w_j (ζ_n − ζ_j ), a_{nj} = a_{jn}, j = 1, 2, . . . , n − 1; a_{lj} = 1 − 1 ζ_l − ζ_j [ w_l(ζ_n − ζ_l)(ζ_n − ζ_l) − w_j(ζ_n − ζ_j )(ζ_n − ζ_j ) ] , a_{jl} = a_{lj} , 0 < j < l < n; a_{nn} = 1; A = A(w_1, . . . , w_n) = |a_{jl}|^n_0 , ~A = A(ω_1, . . . , ω_{n−1}, w_n), A_1(w_1, . . . , w_{n−1}) = |a_{jl}|^{n−1}_1 , ~A_1 = A_1(ω_1, . . . , ω_{n−1}), A_2(w_1, . . . , w_{n−1}) = |a_{jl}|^{n−1}_0 , ~A_2 = A_2(ω_1, . . . , ω_{n−1}), A_3(w_1, . . . , w_{n−1}) = |a_{jl}|^n_1 , ~A_3 = A_3(ω_1, . . . , ω_{n−1}); A^0_2 = A^0_2(w_1, . . . , w_{n−1}) = |c_{jl}|^n_1 , gde c_{1n} = 0, c_{jl} = a_{(j−1)l}; A^0_3 = A^0_3(w_1, . . . , w_{n−1}) = |c_{jl}|^n_0 , gde c_{0n} = c_{n0} = 0, c_{jl} = a_{jl}; ~A^0_2 = A^0_2(ω_1, . . . , ω_{n−1}), ~A^0_3 = A^0_3(ω_1, . . . , ω_{n−1}).

44 E. G. GOLUZINA

Poloßim, dalee,

b_{11} =

Im–1_{Im ζ} 1 − 1, b_{nn} = |ζ_n − ζ_1|^2b_{11},

b_{1j} = ζ_j − ζ_1 + (ζ_1 − ζ_n)

Im –1

Im ζ_1 + (–j − –1)(ζn − ζ_j)

ζ_j − ζ_1 , b_{j1} = b_{1j}, j = 2, 3, . . . , n; b_{ln} = (ζ_l − ζ_1)(ζ_1 − ζ_n) + |ζ_n − ζ_1|^2

Im–1

Im ζ_1 + + (–1 − –l)2i Im ζn −^1_{ζl − ζ 1} (–l − –1)(ζn − ζ_1)(ζ_n − ζl), b_{nl} = b_{ln}, l = 2, 3, . . . , n − 1;

b_{kl} = (ζ_k − ζ_1)(ζ_1 − ζ_l) + 1 ζ_l − ζ_k (–l − –k)(ζ_n − ζk)(ζn − ζ_l)+ + |ζ_n − ζ_1|^2

Im –1

Im ζ_1 − 1 ζ_l − ζ_1 (–l − –1)(ζ_n − ζ1)(ζn − ζ_l)− − 1 ζ_k − ζ_1

(–k − –1)(ζn − ζ_1)(ζ_n − ζk) b_{lk} = b_{kl}, 1 < k < l < n; b_{ll} = −|ζ_l − ζ_1|^2 + |ζ_n − ζ_1|^2

Im –1_{Im ζ} 1 + |ζ_n − ζ_l|^2

Im –l_{Im ζ} l − − 2 Re [ (–l − –1)(ζn − ζ_1)(ζ_n − ζl)(ζl − ζ_1)^{−1]}, l = 2, 3, . . . , n − 1; B = B(w_1, . . . , w_n) = |b_{jl}|^n_1 , ~B = B(ω_1, . . . , ω_{n−1}, w_n), B_1(w_1, . . . , w_{n−1}) = |b_{jl}|^{n−1}_2 , ~B_1 = B_1(ω_1, . . . , ω_{n−1}), B_2(w_1, . . . , w_{n−1}) = |b_{jl}|^{n−1}_1 , ~B_2 = B_2(ω_1, . . . , ω_{n−1}), B_3(w_1, . . . , w_{n−1}) = |b_{jl}|^n_2 , ~B_3 = B_3(ω_1, . . . , ω_{n−1}), B^0_2 = B^0_2 (w_1, . . . , w_{n−1}) = |c_{jl}|^{n−1}_1 , gde c_{1(n−1)} = 0, c_{jl} = b_{j(l+1)}; B^0_3 = B^0_3 (w_1, . . . , w_{n−1}) = |c_{jl}|^n_1 , gde c_{1n} = c_{n1} = 0, c_{jl} = b_{jl}; ~B^0_2 = B^0_2 (ω_1, . . . , ω_{n−1}), ~B^0_3 = B^0_3 (ω_1, . . . , ω_{n−1}).

Togda imeem

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY {f (z_1), . . . , f (zn)} 45

Sledstvie 1. Mnoßestvo D(Tn−1) est~ pereseqenie dvuh krugov:

|w − O_j| 6 R_j, j = 1, 2, gde

R_1 =

( ~A_2 ~A_3)^{1/2} 2 ~A_1| Im ζ_n| , O_1 = i 2 Im ζ_n [ (−1)^n

~A^0_2 ~A_1 − 1 ] , R_2 =

|ζ_n − ζ_1| ( ~B_2 ~B_3)^{1/2} 2|ζ^2_n − 4| ~B_1| Im ζ_n| , O_2 = 1 ζ^2_n − 4 [ ω_1(ζ^2_1 − 4) + i|ζ_n − ζ_1|^2

Im[ω_1(ζ^2_1 − 4)] 2 Im ζ_1 Im ζ_n +

+ i(ζ_n − ζ_1) 2 Im ζ_n ( ζ_1 − ζ_n + (−1)^{n+1} ~B0_2 ~B_1 )] .

§2 2.1. Dokazatel~stvo teoremy 1

Kak izvestno, funkciØ f(z), f(0) = 0, f^′(0) = 1, regulØrnaØ v kruge U , togda i tol~ko togda prinadleßit klassu T , kogda f(z) = 1∫ −1 z(1 − 2tz + z^2)^{−1}dα(t), α(t) ∈ M_1, (1)

gde M_1 – klass funkciæ α(t), neubyva¸wih na otrezke [−1, 1], udovletvorØ¸wih uslovi¸^1 ∫ −1 dα(t) = 1.

Iz (1) dlØ sistemy I_n(f) poluqaem predstavlenie

f(z_j ) = 1∫ −1 dα(t) ζ_j − 2t , α(t) ∈ M_1, j = 1, 2, . . . , n. (2) Netrudno pokazat~, qto D_n(T ) – vypukloe, zamknutoe i ograniqennoe mnoßestvo. Po teoreme [7, teorema 1.3, s. 86–87] integral~noe predstavlenie (2) imeet mesto togda i tol~ko togda,

46 E. G. GOLUZINA

kogda iz vypolneniØ dlØ vseh t ∈ [−1, 1] neravenstva φ(t) ≡ Re [ δ_0 + n∑ j=1 δ_j ζ_j − 2t ] ¿ 0 (3)

(gde δ_0 ≠ 0, δ_j , j = 1, 2, . . . , n, – nekotorye kompleksnye qisla) sleduet neravenstvo H ≡ Re [ δ_0 + n∑ j=1 δ_j w_j ] ¿ 0. (4)

Tak kak Im ζ_j ≠ 0, j = 1, 2, . . . , n, to zapixem

φ(t) = A_{2n}(t) n∏ j=1 |ζ_j − 2t|^{−2}, (5) gde A_{2n}(t) – neotricatel~nyæ na otrezke [−1, 1] algebraiqeskiæ mnogoqlen ot t stepeni 2n. Po teoreme Markova–Lukaqa (sm. [7, s. 89]) imeem

A_{2n}(t) = (1 − t^2) (_{n−1}∑ k=0 β_kt^k )_2 + (_n∑ k=0 γ_kt^k )_2

, (6)

gde β_k i γ_l (k = 0, 1, . . . , n − 1; l = 0, 1, . . . , n) – nekotorye vewestvennye qisla.

Podstavim (6) v (5) i zapixem φ(t) v vide φ(t) = | | | |ξ^0 + n∑ j=1 ξ_j ζ_j − 2t | | | | 2 + (1 − t^2) | | | | n∑ j=1 η_j ζ_j − 2t | | | | 2 , (7) gde { ξ_j }_n 0 i { η_j }_n 1 – nekotorye kompleksnye qisla, zavisØwie ot { γ_k }_n 0 i { β_k }_{n−1} 0 , sootvetstvenno.

Zametim, qto

1 − t^2 (ζ_j − 2t)(ζ_k − 2t) = − 1 4 [ 1 + 1 ζ_k − ζ_j ( ζ^2_j − 4 ζ_j − 2t − ζ^2_k − 4 ζ_k − 2t )] , 1 (ζ_j − 2t)(ζ_k − 2t) = 1 ζ_k − ζ_j ( 1 ζ_j − 2t − 1 ζ_k − 2t ) , j, k = 1, 2, . . . , n. (8)

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY {f (z_1), . . . , f (zn)} 47

Podstavim razloßeniØ (8) v (7). Togda, v silu vypolneniØ usloviØ φ(t) ¿ 0 na promeßutke [−1, 1], poluqaem, qto dlØ togo, qtoby neravenstvo (3) vleklo za soboæ neravenstvo (4) neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffrmitova forma H_n(X) byla neotricatel~na. �tim utverßdenie 1 dokazano.

Dokaßem teper~ utverßdenie 2.

Dostatoqnost~. Esli H_n(X) – poloßitel~no opredelennaØ ffrmitova forma, to vse glavnye minory ee matricy A(X) poloßitel~ny (sm. [8, s. 300]). Esli X^′ – proizvol~naØ toqka iz dostatoqno maloæ okrestnosti toqki X, to vse glavnye minory matricy A(X^′) takße poloßitel~ny i, sledovatel~no, toqka X^′ ∈ D_n(T ), a X ∈ Int D_n(T ).

Neobhodimost~. Pust~ X_n ∈ Int D_n(T ) i pust~ toqke X_n sootvetstvu¸t v predstavlenii (1) funkcii f(z) ∈ T i α(t) ∈ M_1.

Iz (3) sleduet, qto 1∫ −1 φ(t)dα(t) = H_n(X). (9) Pofftomu, esli toqke X_n sootvetstvuet hotØ by odna funkciØ α(t) ∈ M_1, ne ØvlØ¸waØsØ kusoqno-postoØnnoæ, to ffrmitova forma H_n(X) ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

FunkciØ α_0(t) =^t_2 ∈ M_1 i ne ØvlØetsØ kusoqno-postoØnnoæ. Pust~ funkcii α_0(t) v predstavlenii (1) sootvetstvuet funkciØ f^{(0)}(z). Toqka X^{(0)}_n , sootvetstvu¸waØ funkcii f^{(0)}(z), ØvlØetsØ vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva D_n(T ).

Pust~ X_n – proizvol~naØ vnutrennØØ toqka mnoßestva D_n(T ), otliqnaØ ot X^{(0)}n takaØ, qto X_n = (1 − τ )X^{(0)}n + τ X^{(1)}n , 0 < τ < 1, i X^{(1)}n ∈ Int D_n(T ). Pust~ toqke X^{(1)}n v predstavlenii (1) sootvetstvu¸t funkcii f_1(z) ∈ T i α_1(t) ∈ M_1. FunkciØ

α(t) = (1 − τ )α_0(t) + τ α_1(t) ∈ M_1,

pust~ fftoæ funkcii v predstavlenii (1) sootvetstvuet funkciØ f(z) ∈ T . Toqke X_n sootvetstvu¸t funkciØ f(z) i funkciØ α(t), ne ØvlØ¸waØsØ kusoqno-postoØnnoæ. Sledovatel~no, ffrmitova forma H_n(X) – poloßitel~no opredelennaØ.

Utverßdenie 2 dokazano. Dokaßem utverßdenie 3.

48 E. G. GOLUZINA

Pust~ X ∈ ∂D_n(T ). Zametim, qto

∂D_n(T ) = { X ∈ D_n(T ) : Re L(X) = max w=(w1,w2,... ,wn)∈Dn(T ) Re L(w) } , gde L(w) = δ_0 + n∑ j=1 δ_j w_j, δ_0 ≠ 0, (δ_1, . . . , δ_n) ∈ C^n

– nenulevoæ vektor.

V silu (1),

L(w) = δ_0 + 1∫ −1 n∑ j=1 δ_j ζ_j − 2t dα(t), sledovatel~no,

Re L(w) = 1∫ −1 φ(t)dα(t). Dalee, imeem max w∈Dn(T ) Re L(w) = max_{α∈M1} 1∫ −1 φ(t)dα(t) = max_{−1}6_t6_1 φ(t).

FunkciØ φ(t) ≢ const i dostigaet absol¸tnogo maksimuma na otrezke [−1, 1] v koneqnom qisle toqek t_k, k = 1, 2, . . . , q, q 6 n, i, vozmoßno, v toqkah ±1. Pofftomu granice mnoßestva D_n(T ) sootvetstvu¸t tol~ko te funkcii klassa T , kotorym v predstavlenii (1) sootvetstvu¸t kusoqno-postoØnnye funkcii α(t) ∈ M_1 s vozmoßnymi toqkami razryva tol~ko v toqkah t_1, t_2, . . . , t_n, −1, 1, t.e. funkcii f_X (z).

DlØ nahoßdeniØ {λ_k}^{n+1}_1 imeem sistemu uravneniæ

w_j = n+1∑ k=1 λ_k z_j 1 − 2t_kz_j + z^2_j , j = 1, 2, . . . , n; n+1∑ k=1 λ_k = 1.

Utverßdenie 3 teoremy 1 dokazano.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY {f (z_1), . . . , f (zn)} 49

2.2. Dokazatel~stvo sledstviØ 1

V silu utverßdeniØ 2 teoremy 1 i [8, s. 300], imeem

Int D(T_{n−1}) = {w_n ∈ C : Δ_j(w_n) > 0, j = 1, 2}, gde Δ_j(w_n) = Δ_j(ω_1, . . . , ω_{n−1}, w_n) i Δ_1(w_1, . . . , w_n) = Δ^{(n)}_1 ,

Δ^{(n)}_1 =

| | | | | | | | | | | | |

1 w_1 · · · w_{n−1} w_n

w_1

Im w_1

Im ζ_1 · · · w_1 − w_{n−1} ζ_{n−1} − ζ_1 w_1 − w_n

ζ_n − ζ_1 . . . . . . . . w_n w_1 − w_n

ζ_n − ζ_1 · · · w_n − w_{n−1} ζ_{n−1} − ζ_n w_n − w_n ζ_n − ζ_n

| | | | | | | | | | | | |

,

Δ_2(w_1, . . . , w_n) = Δ^{(n)}_2 ,

Δ(n)_2 =

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

Im –1_{Im ζ} 1 − 1 –2 − –1 ζ2 − ζ1 − 1 · · · –n�1

− –1

ζn�1^{− ζ}1^{− 1}

–n − –1

ζn^{− ζ}1^− 1 –2 − –1 ζ2 − ζ1 − 1 Im –2_{Im ζ} 2 − 1 · · · –n�1

− –2

ζn�1^{− ζ}2^{− 1}

–n − –2

ζn^{− ζ}2^− 1 . . . . . . . . –n − –1 ζn − ζ1^− 1 –n − –2 ζn − ζ2^− 1 · · · –n�1

− –n

ζn�1^{− ζ}n^{− 1}

–n − –n

ζn^{− ζ}n^− 1

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

.

V opredelitelØh Δ^{(n)}_j , j = 1, 2, vse fflementy poslednego stolb-

ca i posledneæ stroki zavisØt ot w_n. Pofftomu preobrazuem ffti opredeliteli sledu¸wim obrazom. Umnoßim pervu¸ stro-

ku opredelitelØ Δ^{(n)}_1 na (ζ_n − ζ_j )^{−1} i sloßim s (j + 1)-oæ strokoæ, zatem umnoßim pervyæ stolbec poluqennogo opredelitelØ na (ζ_n − ζ_j )^{−1} i sloßim s (j +1)-ym, j = 1, 2, . . . , n. Togda poluqim

Δ^{(n)}_1 = n∏ j=1 |ζ_n − ζ_j|^{−2}A.

50 E. G. GOLUZINA

Dalee umnoßim pervu¸ stroku opredelitelØ Δ^{(n)}_2 na^{ζn−ζ1}_{ζn−ζj} i vyqtem iz j-oæ stroki, zatem umnoßim pervyæ stolbec poluqennogo opredelitelØ na^{ζn−ζ1}_{ζn−ζj} i vyqtem iz j-ogo, j = 2, 3, . . . , n. Togda poluqim ravenstvo

Δ^{(n)}_2 = n∏ j=2 |ζ_n − ζ_j|^{−2}B. V opredelitelØh A i B ot w_n zavisØt tol~ko fflementy a_{0n}, a_{n0} i b_{n1}, b_{1n}, sootvetstvenno, priqem a_{n0} = a_{0n}, b_{n1} = b_{1n}. Pofftomu zapixem A i B sledu¸wim obrazom:

A = −|a_{0n}|^2A_1 + (−1)^n2 Re(a_{0n}A^0_2) + A^0_3, (10) gde a_{0n} = 1 + w_n(ζ_n − ζ_n), (11)

B = −|b_{1n}|^2B_1 − (−1)^n2 Re(b_{1n}B^0_2 ) + B^0_3 , (12) gde b_{1n} = 2i Im ζ_n · w_n(ζ^2_n − 4) − –_1 ζ_n − ζ_1

+ (ζ_1 − ζ_n)

Im–1_{Im ζ} 1 + ζ_n − ζ_1. (13)

Tak kak X_{n−1} = X(ω_1, . . . , ω_{n−1}) – vnutrennØØ toqka mnoßestva D_{n−1}(T ), to, po utverßdeni¸ 2 teoremy 1, ffrmitova forma H_{n−1}(X) – poloßitel~no opredelennaØ. Sledovatel~no, posledovatel~nye glavnye minory matricy ffrmitovoæ formy H_{n−1}(X) poloßitel~ny. Pofftomu spravedlivy neravenstva

~A_1 > 0, ~B_1 > 0.

Poloßim v (10)–(13) w_j = ω_j, j = 1, . . . , n − 1. Togda vypolnenie dvuh neravenstv Δ_j(w_n) > 0, j = 1, 2, ravnosil~no vypolneni¸ neravenstv ~A > 0, ~B > 0, kotorye moßno zapisat~ tak | | | |a^{0n} − (−1)^n ~A^0_2 ~A_1 | | | | 2 < 1 ~A2_1 ( | ~A^0_2|^2 + ~A_1 ~A^0_3),

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY {f (z_1), . . . , f (zn)} 51 | | |b_{1n} − (−1)^{n−1} ~B0_2 ~B_1 | | |^2 < 1 ~B2_1 ( | ~B^0_2|^2 + ~B_1 ~B^0_3 ).

V silu determinantnogo toßdestva Sil~versta (sm. [8, s. 48]), imeem

~A_1 ~A^0_3 = ~A_2 ~A_3 − | | ~A^0_2 | |^2,

~B_1 ~B^0_3 = ~B_2 ~B_3 − | | ~B^0_2 | |^2.

Zametim, qto mnoßestvo D(T_{n−1}) zamknuto. Ispol~zuØ (11) i (13), poluqim sledstvie 1.

Literatura

1. W. Rogosinski, Über positive harmonische Entwicklungen und typisch-reelle Potenzreihen, Math. Z. 35, No. 1 (1932), 93–121.

2. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

3. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistem {f (z_1), f 0(z_1)} i {f (z_1),

f (z2)} v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. PO-

MI 254 (1998), 65–75.

4. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy {f (z_1), f (z_2), f (z_3)} v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 5–17.

5. E. G. Goluzina, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh., i astr., vyp. 2 (1965), 45–63.

6. V. A. Adreeva, N. A. Lebedev, A. V. Stovbun, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v nekotoryh klassah regulØrnyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh., i astr., vyp. 2 (1961), 8–22.

7. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi, M., 1973.

8. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric, 3-e izd., M., 1967.

Postupilo 25 i¸nØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:goluzina@pdmi.ras.ru