Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

V. N. Dubinin, N. V. �ærih

NEKOTORYE PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV V TEORII ANALITIQESKIH FUNKCI`

Vvedenie

Emkosti kondensatorov ime¸t mnogoqislennye priloßeniØ v razliqnyh voprosah geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo (sm., naprimer, [1, 2]). Naibol~xee rasprostranenie poluqil klassiqeskiæ tip kondensatora, sostoØwego iz dvuh plastin. S pozicii ffkstremal~no-metriqeskogo podhoda on vhodit v ponØtiØ privedennyh moduleæ oblasti, dvuugol~nika i treugol~nika [3, 4]. Kondensatory iz treh i bolee plastin v teorii funkciæ naqali rassmatrivat~sØ sravnitel~no nedavno i izuqeny v men~xeæ stepeni [2, 5]. V dannoæ rabote privodØtsØ novye priloßeniØ takih kondensatorov v tradicionnyh zadaqah teorii analitiqeskih funkciæ. ZamenØØ v rexenii fftih zadaq standartnye kondensatory (s dvumØ plastinami) na obobwennye (s tremØ i bolee), my prihodim k novym postanovkam problem, ime¸wim samostoØtel~nyæ interes. Izvestno, qto primenenie kondensatorov s plastinami, vyroßda¸wimisØ v toqki (ili gruppy toqek), vedet k ocenkam moduleæ proizvodnyh konformnogo otobraßeniØ w = f(z) v fftih toqkah. Esli teper~ vyroßda- ¸tsØ plastiny raznoæ polØrnosti, pri ih odnovremennom sblißenii (podobno dipol¸), to my prihodim k ocenkam s uqastiem proizvodnoæ Xvarca S_f (z) = (f^{′′}(z)/f^′(z))^′ − (f^{′′}(z)/f^′(z))^2/2. Uveliqenie qisla sblißa¸wihsØ plastin daet proizvodnye ot Xvarciana i t. d. Otmetim vaßnu¸ rol~ proizvodnoæ Xvarca v teorii funkciæ [7] i nekotoryæ interes k neæ v poslednee vremØ [8–10].

Pervyæ paragraf nastoØweæ raboty nosit vspomogatel~nyæ harakter. Zdes~ privodØtsØ neobhodimye svedeniØ iz teorii

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01-00028) i DVO RAN (grant 04-1-OMN-027). 52

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 53 emkosteæ obobwennyh kondensatorov. V §2 dany prostye dokazatel~stva nekotoryh teorem iskaßeniØ dlØ analitiqeskih odnolistnyh i ograniqennyh v kruge funkciæ. V qastnosti, dlØ takih funkciæ obobwaetsØ klassiqeskaØ lemma Levnera i izvestnyæ rezul~tat Pommerenke o povedenii logarifmiqeskoæ emkosti graniqnogo mnoßestva. V tret~em paragrafe privodØtsØ ocenki kombinaciæ kofffficientov v razloßeniØh analitiqeskih odnolistnyh funkciæ kak vo vnutrennih, tak i v graniqnyh toqkah. Interes k takogo roda ocenkam voznik, v qastnosti, v svØzi s predloßennoæ pervym avtorom redukcieæ rØda zadaq dlØ mnogolistnyh funkciæ k odnolistnym. V kaqestve primerov dany nekotorye ocenki kofffficientov algebraiqeskih polinomov. Nakonec, v §4 rassmatriva¸tsØ zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii kompleksnoæ sfery kak s proizvol~nymi fiksirovannymi, tak i so svobodnymi “dipolØmi” na okrußnosti. Rassmotrennye primeneniØ emkosteæ kondensatorov obuslovleny, v osnovnom, konformnoæ invariantnost~¸ i minimal~nym svoæstvom integrala Dirihle. Vpervye sistematiqeskoe ispol~zovanie fftih svoæstv integrala Dirihle v teorii odnolistnyh funkciæ bylo osuwestvleno Nehari [11]. Takim obrazom, nax podhod moßno rassmatrivat~ otqasti kak razvitie metoda Nehari s privleqeniem novyh ideæ. PredlagaetsØ edinoe izloßenie, prostota dokazatel~stv i emkostnaØ interpretaciØ nekotoryh rezul~tatov.

§1. Emkosti obobwennyh kondensatorov

SleduØ rabote [6], privedem zdes~ ponØtiØ obobwennogo kondensatora (dalee prosto kondensatora) i ego emkosti i rassmotrim nekotorye ih svoæstva v teh qastnyh sluqaØh, kotorye neobhodimy nam v dal~neæxem. Pust~ B – koneqnosvØznaØ oblast~ na kompleksnoæ sfere C_z i pust~ B oznaqaet kompaktifikaci¸ oblasti B posredstvom prostyh koncov Karateodori, granica ∂B – sovokupnost~ prostyh koncov. Pod okrestnost~¸ budem ponimat~ l¸boe otkrytoe v B mnoßestvo. V dal~neæxem fflement iz B, sootvetstvu¸wiæ vnutrenneæ toqke oblasti B, otoßdestvlØetsØ s samoæ fftoæ toqkoæ. Kondensatorom v B nazyvaetsØ troæka

C = (B, E, Δ), gde E = {E_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ zamknutyh v B po-

parno nepereseka¸wihsØ mnoßestv E_k, k = 1, . . . , n, a Δ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel δ_k, k = 1, . . . , n. Mnoßestva

E_k, k = 1, . . . , n, budem nazyvat~ plastinami kondensatora C.

54 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH Emkost~ cap C kondensatora C opredelØetsØ kak toqnaØ nißnØØ gran~ integralov Dirihle I(v, B) := ∫∫ B |∇v|^2dxdy po vsem dopustimym funkciØm v(z) (z = x + iy), t. e. vewestvennym funkciØm v(z), nepreryvnym v B, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ koneqnoæ toqki mnoßestva B za iskl¸qeniem, moßet byt~, koneqnogo qisla takih toqek, i ravnym δ_k v nekotoroæ okrestnosti plastiny E_k,

k = 1, . . . , n. Neposredstvenno iz opredeleniØ emkosti kondensa-

tora vytekaet sledu¸wee svoæstvo monotonnosti.

Utverßdenie 1. Esli dlØ kondensatorov C1 = (B, {E1 k}^n_{k=1}, Δ)

i C_2 = (B, {E_{2 k}}^n_{k=1}, Δ) ime¸t mesto vkl¸qeniØ E_{1 k} ⊂ E_{2 k}, k = 1, . . . , n, to cap C_1 ≤ cap C_2.

Kondensator C = (B, {E_k}^n_{k=1}, Δ) nazovem simmetriqnym otnositel~no okrußnosti |z| = 1, esli mnoßestva B i E_k, k = 1, . . . , n, oblada¸t fftoæ simmetrieæ, t. e. esli B = {z : 1/z ∈ B} i E_k =

{z : 1/z ∈ E_k}, k = 1, . . . , n. Vvedem oboznaqenie U = {z : |z| < 1}.

Utverßdenie 2. Pust~ kondensator C = (C z, {Ek}^n_{k=1}, Δ) sim-

metriqen otnositel~no okrußnosti |z| = 1, a kondensator ~C = (C_w, { ~E_k}^n_{k=1}, Δ) simmetriqen otnositel~no okrußnosti |w| = 1. Predpoloßim, qto suwestvuet analitiqeskaØ odnolistnaØ v kruge U funkciØ w = f(z) takaØ, qto |f(z)| < 1 pri z ∈ U i f(E_k ⋂ U ) ⊂ ~E_k, k = 1, . . . , n. Togda spravedlivo neravenstvo cap, C ≤ cap ~C. Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nu¸ funkci¸ ~v(w), do-

pustimu¸ dlØ kondensatora ~C, i pust~ I(~v, {w : |w| < 1}) ≤ I(~v, {w : |w| > 1}) (v protivnom sluqae rassmotrim dopustimu¸ funkci¸ ~v(1/w) s tem ße integralom Dirihle). Podberem qislo ρ < 1 nastol~ko blizkim k edinice, qtoby funkciØ

v_ρ(z) = { ~v(f(ρz)), |z| ≤ 1, ~v(f(ρ/z)), |z| ≥ 1,

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 55 byla dopustimoæ dlØ kondensatora C. Vvidu konformnoæ invariantnosti integrala Dirihle, imeem I(~v, C_w ) ≥ 2I(~v, {w : |w| < 1}) ≥ I(v_ρ, C_z ) ≥ cap C. Ostalos~ pereæti k infimumu po vsevozmoßnym dopustimym funkciØm ~v(w). Utverßdenie dokazano.

Utverßdenie 3 [6, teorema 4]). Pust~ Bi, i = 1, . . . , m, – po-

parno nepereseka¸wiesØ podoblasti oblasti B ⊂ C , i pust~ dlØ kondensatorov C_i = (B_i, {E_{ij}}^{ni}_{j=1}, {δ_{ij}}^{ni}_{j=1}), i = 1, . . . , m, i C = (B, {E_k}^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1}) vypolnØetsØ uslovie: dlØ kaßdogo mnoßestva E_{ij}, j = 1, . . . , n_i, i = 1, . . . , m, suwestvuet mnoßestvo E_k, 1 ≤ k ≤ n, takoe, qto E_{ij} ⊂ E_k, priqem dlØ sootvetstvu¸wih znaqeniæ δ_{ij} i δ_k imeem δ_{ij} = δ_k. Togda m∑ i=1 cap C_i ≤ cap C.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ uprowennym variantom teoremy 5 raboty [6].

Utverßdenie 4. Pust~ Bi, i = 1, . . . , m, – poparno nepereseka¸-

wiesØ podoblasti oblasti B ⊂ C , i pust~ dlØ kondensatorov C_i = (B_i, {E_{ij}}^{ni}_{j=1}, {δ_{ij}}^{ni}_{j=1}), i = 1, . . . , m, i C = (B, {E_k}^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1}) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

E_1 = ∂B, δ_1 = 0, E_{i1} = ∂B_i, δ_{i1} = 0, i = 1, . . . , m, dlØ kaßdogo mnoßestva E_k, k = 1, . . . , n, suwestvuet mnoßestvo E_{ij}, 1 ≤ j ≤ n_i, 1 ≤ i ≤ m, takoe, qto E_k ⊂ E_{ij}, priqem δ_k = δ_{ij} . Togda_m ∑ i=1 cap C_i ≥ cap C.

Dokazatel~stvo. Esli funkcii vi(z), i = 1, . . . , m, dopustimy

sootvetstvenno dlØ kondensatorov C_i, i = 1, . . . , m, to funkciØ v(z) = v_i(z), z ∈ B_i, 0, z ∈ B \^m ⋃ i=1 B_i,

56 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ kondensatora C. Ots¸da cap C ≤ I(v, B) = m∑ i=1 I(v_i, B_i). Ostalos~ vospol~zovat~sØ proizvol~nost~¸ funkciæ v_i(z) i pereæti k infimumam. Utverßdenie dokazano.

DlØ koneqnoæ toqki z_0 kompleksnoæ sfery C_z oboznaqim qerez

D(z_0, r) zamknutyæ krug s centrom v toqke z_0 radiusa r > 0. V

sluqae beskoneqno udalennoæ toqki opredelim D(∞, r) = {z :

|z| ≥ 1/r}. Zamknutoe mnoßestvo E(z_0, r), z_0 ∈ C , zavisØwee ot

parametra r > 0, nazovem poqti krugom s centrom v toqke z_0 radiusa r > 0, esli dlØ dostatoqno malogo ε > 0 suwestvu¸t poloßitel~nye funkcii r_j(r), 0 < r < ε, j = 1, 2, takie, qto

D(z_0, r_1(r)) ⊂ E(z_0, r) ⊂ D(z_0, r_2(r))

i r_j(r) ∼ r pri r → 0, j = 1, 2.

Pust~ Z = {z_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ razliqnyh toqek kompleksnoæ sfery C_z, Δ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel, n∑ k=1 δ^2_k ≠ 0, i pust~ Ψ = {ψ_k}^n_{k=1}, gde ψ_k = ψ_k(r) ≡ μ_kr^{νk} ; μ_k, ν_k, k = 1, . . . , n, – proizvol~nye poloßitel~nye qisla, udovletvo-

rØ¸wie uslovi¸^n ∑ k=1 δ_kν^{−1}_k = 0. Imeet mesto sledu¸waØ asim-

ptotiqeskaØ formula

cap (C_z, {E(z_k, ψ_k)}^n_{k=1}, Δ) = 2π [_n ∑ k=1 δ^2_k ν_k ] ( − 1 log r ) +

+2π n∑ k=1 δ^2_k ν^2_k log μ_k + n∑ k,l=1 k6=l

′ δ_kδ_l ν_kν_l log |z_k − z_l| ( 1 log r

)_2 + (1)

+o (( 1 log r

)_2) , r → 0, gde xtrih u znaka summy oznaqaet, qto pri z_k = ∞ (z_l = ∞) pod sootvetstvu¸wim slagaemym ponimaem nul~ [2, 12, 13].

Pust~ teper~ B – proizvol~naØ oblast~ na sfere C_z , ime¸waØ funkci¸ Grina g_B(z, ζ), Z = {z_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ razliqnyh

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 57 toqek oblasti B, Δ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel,^n ∑ k=1 δ^2_k ≠ 0, i pust~ Ψ = {ψ_k}^n_{k=1}, gde ψ_k = ψ_k(r) ≡ μ_kr^{νk} ;

μ_k, ν_k, k = 1, . . . , n, – proizvol~nye poloßitel~nye qisla. DlØ

emkosti kondensatora C(r) := (B, {∂B, E(z_1, ψ_1), . . . , E(z_n, ψ_n)}, {0, δ_1, . . . , δ_n}) spravedliva asimptotiqeskaØ formula

cap C(r) = 2π [_n ∑ k=1 δ^2_k ν_k ] ( − 1 log r ) −

−2π n∑ k=1 δ^2_k ν^2_k log r(B, z_k) μ_k + n∑ k,l=1 k6=l δ_kδ_l ν_kν_l g_B(z_k, z_l) ( 1 log r

)_2 + (2)

+o (( 1 log r

)_2) , r → 0, gde r(B, z_k) oznaqaet vnutrenniæ radius oblasti B otnositel~no toqki z_k, k = 1, . . . , n [2, 6, 12].

§2. Teoremy iskaßeniØ Oboznaqim qerez B klass analitiqeskih i odnolistnyh v kruge U funkciæ w = f(z), udovletvorØ¸wih uslovi¸ |f(z)| < 1 pri

z ∈ U , i pust~ B_0 – podklass funkciæ iz klassa B, dlØ koto-

ryh f(0) = 0. Pokaßem snaqala, kak iz monotonnosti emkosti i formuly (2) vytekaet odno iz izvestnyh neravenstv Nehari. Pust~ z_k, k = 1, . . . , n, – proizvol~nye toqki kruga U , i pust~

δ_k, k = 1, . . . , n – proizvol~nye vewestvennye qisla, ne vse rav-

nye nul¸. Pri dostatoqno malom r > 0 funkciØ w = f(z) klassa B “otobraßaet” kondensator C_z(r) = (U_z , {∂U_z , E(z_1, r), . . . , E(z_n, r)}, {0, δ_1, . . . , δ_n}) na kondensator f(C_z (r)) vida f(C_z (r)) = (U_w , {U_w \ f(U_z ), E(f(z_1), r|f^′(z_1)|), . . . , E(f(z_n), r|f^′(z_n)|)}, {0, δ_1, . . . , δ_n}).

58 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH Poloßim po opredeleni¸ C_w(r) = (U_w , {∂U_w, E(f(z_1), r|f^′(z_1)|), . . . , E(f(z_n), r|f^′(z_n)|)}, {0, δ_1, . . . , δ_n}). Iz konformnoæ invariantnosti emkosti i utverßdeniØ 1 sleduet cap C_z(r) = cap f(C_z (r)) ≥ cap C_w(r).

PerehodØ v itogovom neravenstve k predelu pri r → 0 s primeneniem formuly (2), poluqaem sledu¸wee neravenstvo n∏ k=1 |f^′(z_k)|^{δ2k} ≤ n∏ k,s=1 k6=s | | z^k − z^s f(z_k) − f(z_s) | |^{δk δs} n∏ k,s=1 | | | 1 − f(z_k )f(z_s) 1 − z_kz_s | | | δ_kδ_s .

V rabote Nehari [11, s. 258] imeetsØ bolee obwee neravenstvo s kompleksnymi qislami δ_k, no udovletvorØ¸wimi uslovi¸ n∑ k=1 δ_k = 0, i ffto neravenstvo obyqno povtorØetsØ v literature.

Odnako dlØ vewestvennyh qisel δ_k uslovie^n ∑ k=1 δ_k = 0 v dannom

sluqae izlixne (sm. takße [11, s. 283]). Qastnye sluqai sledu¸weæ ocenki (no pri inyh usloviØh na funkci¸ w = f(z)) vstreqa¸tsØ v nedavnih rabotah [14, 15].

Teorema 1. Pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu B, i

pust~ ona i ee proizvodnye opredeleny takße v graniqnyh toqkah z_k, |z_k| = |f(z_k)| = 1, k = 1, . . . , l. Pust~ z_k, k = l + 1, . . . , n, – proizvol~nye toqki kruga U . Togda dlØ l¸byh vewestvennyh qisel δ_k, k = 1, . . . , n, udovletvorØ¸wih uslovi¸ l∑ k=1 δ_k + 2 n∑ k=l+1 δ_k = 0,

spravedlivo neravenstvo [_l ∏ k=1 |f^′(z_k)|^{δ2k} ]_n ∏ k=l+1 |f^′(z_k)|^{2δ2k} ≥

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 59 ≥ n∏ k,s=1 k6=s | | z^k − z^s f(z_k) − f(z_s) | |^{θksδkδs} n∏ k=1 n∏ s=l+1 | | | 1 − z_kz_s 1 − f(z_k )f(z_s) | | | 2δ_kδ_s , (3)

gde θ_{ks} = 2, esli odnovremenno k ≥ l + 1 i s ≥ l + 1, i θ_{ks} = 1 v ostal~nyh sluqaØh.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto^{n∑}_{k=1} δ^2_k ≠ 0 i zk ≠ 0, f(zk ) ≠

0, k = 1, . . . , n. Zametim takße, qto f^′(z_k) ≠ 0, k = 1, . . . , l, v qem legko ubedit~sØ primenØØ, naprimer, graniqnu¸ lemmu Xvarca k superpozicii f(z) i podhodØwego mebiusova avtomorfizma kruga U na sebØ. Rassmotrim simmetriqnye kondensatory vida C_z(r) = (C_z , {E(z_1, r), . . . , E(z_n, r), E(1/z_{l+1}, r/|z^2_{l+1}|), . . . , E(1/z_n, r/|z^2_n|)}, {δ_1, . . . , δ_n, δ_{l+1}, . . . , δ_n}) i C_w(r) = (C_w , {E(f(z_1), r|f^′(z_1)|), . . . , E(f(z_n), r|f^′(z_n)|), E(1/f(z_{l+1}), r|f^′(z_{l+1} )/f^2(z_{l+1})|), . . . , E(1/f(z_n), r|f^′(z_n)/f^2(z_n)|)}, {δ_1, . . . , δ_n, δ_{l+1}, . . . , δ_n}). Iz geometriqeskogo smysla modulØ proizvodnoæ legko zakl¸- qaem, qto poqti krugi moßno podobrat~ takim obrazom, qtoby vypolnØlis~ usloviØ utverßdeniØ 2. Ots¸da cap C_z(r) ≤ cap C_w(r) dlØ dostatoqno malyh r > 0. Ostalos~ vospol~zovat~sØ asimptotiqeskoæ formuloæ (1). Teorema dokazana.

Zameqanie. Mnoßestvo graniqnyh toqek zk v teoreme 1 moßet

byt~ pustym. V fftom sluqae v formulirovke fftoæ teoremy po-

nimaetsØ l = 0,^l ∑ k=1 δ_k = 0,^l ∏ k=1 |f^′(z_k)|^{δ2k} = 1 i θ_{ks} = 2, k, s = 1, . . . , n.

Dokazatel~stvo po forme sohranØetsØ i uprowaetsØ ego zapis~, tak kak sootvetstvu¸wie plastiny kondensatorov opuska¸tsØ.

V uslovii teoremy 1 suwestvovanie proizvodnyh f^′(z_k), k = 1, . . . , l, moßno zamenit~ na naliqie uglovyh predelov f(z_k ), leßawih na |w| = 1, i ograniqennost~ uglovyh proizvodnyh f^′(z_k),

60 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH

k = 1, . . . , l, , kotorye zatem figuriru¸t v formule (3). �to ne-

sloßno pokazat~ s privleqeniem teoremy 2 stat~i [5]. Neravenstvo (3) vytekaet takße iz rezul~tata Nehari [11, s. 258], esli vospol~zovat~sØ dostatoqno tonkimi utverßdeniØmi o graniqnom povedenii analitiqeskih funkciæ. Otmetim, qto po lemme ȷ¸lia–Vol~fa suwestvovanie uglovogo predela f(z_k ), |f(z_k )| = 1, vleqet suwestvovanie uglovoæ proizvodnoæ f^′(z_k). V sluqae esli poslednØØ koneqna, suwestvuet uglovoæ predel analitiqeskoæ funkcii f^′(z), ravnyæ f^′(z_k), z → z_k, k = 1, . . . , l (sm., naprimer, [16, s.79–83], [17, s. 9–12]). My priveli dokazatel~- stvo teoremy 1 glavnym obrazom dlØ sravneniØ naxego podhoda s drugimi metodami, a takße s ßelaniem pokazat~, qto sledstviØ podobnyh rezul~tatov zaslußiva¸t bol~xego vnimaniØ.

Pust~ γ – mnoßestvo na okrußnosti |z| = 1, sostoØwee iz koneqnogo qisla dug, Z = {z_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ toqek z_k ∈ U ,

k = 1, . . . , n, i Δ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel δ_k, k = 1, . . . , n,^n ∑ k=1 δ^2_k ≠ 0. DlØ zadannyh γ, Z i Δ vvedem obozna-

qenie H(γ, Z, Δ) = 2n∑ k=1 δ^2_k log r(C \ γ, z_k) + 2n∑ k,s=1 k6=s δ_kδ_sgC_{\γ} (z_k, z_s), gde δ_{n+k} = δ_k, z_{n+k} = 1/z_k, k = 1, . . . , n.

Sledu¸wee utverßdenie v literature, po-vidimomu, ne vstreqalos~, i ego moßno rassmatrivat~ kak daleko iduwee obobwenie izvestnoæ lemmy Levnera v sluqae odnolistnyh funkciæ.

Teorema 2. Pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu B, i

pust~ |f(z)| → 1, kogda toqka z stremitsØ k mnoßestvu γ, sosto- Øwemu iz koneqnogo qisla otkrytyh dug na okrußnosti |z| = 1. Togda dlØ l¸byh sovokupnosteæ toqek Z = {z_k}^n_{k=1} i qisel Δ = {δ_k}^n_{k=1} spravedlivo neravenstvo 2 n∑ k=1 ′δ^2_k log | | z^kf^′(z^k) f(z_k ) | | ≥ H(f(γ), W, Δ) − H(γ, Z, Δ), (4) gde W = {f(z_k )}^n_{k=1}, f(γ) – mnoßestvo predel~nyh toqek f(z), kogda z → γ, a xtrih u znaka summy oznaqaet, qto pri z_k = 0 (f(z_k ) = 0) pod sootvetstvu¸wim mnoßitelem ponimaetsØ edinica.

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 61

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, qto mnoßestvo f(γ) tak ße

sostoit iz koneqnogo qisla dug, no uße na okrußnosti |w| = 1 (sm., naprimer, [17, s. 12]). Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1, rassmotrim simmetriqnye kondensatory vida C_z(r) = (C_z \ γ, {γ, E(z_1, r), . . . , E(z_n, r), E(1/z_1, r/|z^2_1|), . . . , E(1/z_n, r/|z^2_n|)}, {0, δ_1, . . . , δ_n, δ_1, . . . , δ_n}) i C_w(r) = (C_w \ f(γ), {f(γ), E(f(z_1), r|f^′(z_1)|), . . . , E(f(z_n), r|f^′(z_n)|), E(1/f(z_{l+1} ), r|f^′(z_1)/f^2(z_1)|), . . . , E(1/f(z_n), r|f^′(z_n)/f^2(z_n)|)}, {0, δ_1, . . . , δ_n, δ_1, . . . , δ_n}), gde v sluqae z_k = 0 polagaem E(1/z_k, r/|z^2_k|) := E(∞, r), a esli

f(z_k ) = 0, to E(1/f(z_k), r|f^′(z_k)/f^2(z_k)|) := E(∞, r|f^′(z_k)|), 1 ≤ k ≤

n, i r > 0 dostatoqno malo. Vse poqti krugi podbira¸tsØ takim obrazom, qtoby f(E(z_k , r)) ⊂ E(f(z_k), r|f^′(z_k)|), k = 1, . . . , n. Soglasno utverßdeni¸ 2,

cap C_z(r) ≤ cap C_w(r).

Primenenie v fftom sootnoxenii asimptotiqeskoæ formuly (2) vedet pri r → 0 k neravenstvu (4). Teorema dokazana.

Poluqennyæ rezul~tat legko rasprostranØetsØ na sluqaæ toqek z_k, leßawih na okrußnosti |z| = 1 i takih, qto |f(z_k)| = 1, a tak ße na sluqaæ bolee obwih mnoßestv γ, qto my opuskaem, ne ßelaØ zagromoßdat~ formulirovku teoremy i ee dokazatel~- stvo.

Primenim teoremu 2 k funkcii w = f(z) klassa B_0 v prosteæxem sluqae, polagaØ n = 1, z_1 = 0 i δ_1 = 1. Neravenstvo (4) daet ocenku 2 log |f^′(0)| ≥ H(f(γ), {0}, {1}) − H(γ, {0}, {1}). Oboznaqiv γ = E, C \ E = B, imeem

H(γ, {0}, {1})=2 log r(B, ∞)+2g_B(0, ∞)=4 log r(B, ∞)= −4 log cap E,

62 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH gde cap E – logarifmiqeskaØ emkost~ mnoßestva E [1, s. 15]. Analogiqno, H(f(γ), {0}, {1}) = −4 log cap f(E), f(E) = f(γ). V itoge poluqaem neravenstvo Pommerenke √ |f^′(0)| cap f(E) ≥ cap E

[16, s. 217]. Esli teper~ E – duga dliny σ, a f(E) – duga dliny σ^′, to, kak izvestno, cap E = sin(σ/4), cap f(E) = sin(σ^′/4) i, s uqetom lemmy Xvarca |f^′(0)| ≤ 1, prihodim k neravenstvu Levnera σ^′ ≥ σ [17, s. 12, 31]. ȷelaØ privesti novyæ rezul~tat s vyqisleniem pravoæ qasti v (4), rassmotrim sluqaæ iz dvuh sblißa¸wihsØ toqek z_1 i z_2 i δ_1 = −δ_2 = 1 (dipol~).

Sledstvie 1. Esli funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu B0,

i esli f(z) → γ^′ ⊂ {w : |w| = 1}, kogda toqka z stremitsØ k otkrytoæ duge γ ⊂ {z : |z| = 1}, to vypolnØetsØ neravenstvo | |1 3 S_f (0) + e^{−i2t} sin^2 σ 2 − e^{−i2t0} (f^′(0))^2 sin^2 σ^′ 2 | | ≤

≤ 2 ( cos σ 2 − |f^′(0)|^2 cos σ^′ 2 ) , (5)

gde σ – dlina dugi γ, e^{it} – seredina fftoæ dugi, σ^′ – dlina γ^′, a e^{it0} – ee seredina. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii Pika l(z; λ) = k^{−1}(λk(z)) i dug {z : z = e^{iθ}, |θ| < σ/2} dlØ l¸byh 0 < σ < 2π i sin^2(σ/4) ≤ λ ≤ 1 (zdes~ k(z) = z(1 − z)^{−2} – funkciØ Kebe).

Dokazatel~stvo. PrimenØØ neravenstvo (5) k funkcii e^{−it0}f(e^{it}z),

ubeßdaemsØ, qto dostatoqno rassmotret~ sluqaæ t = t^′ = 0. Pust~ v teoreme 2 n = 2, z_1 = re^{iφ}, z_2 = −re^{iφ}, δ_1 = 1 i δ_2 = −1, gde r > 0 dostatoqno malo, a φ – l¸boe vewestvennoe qislo. PolagaØ

f(z) = α_1z + α_2z^2 + α_3z^3 + . . . ,

prihodim k sledu¸wemu predstavleni¸ levoæ qasti neravenstva (4):

4 Re [( 2α_3 α_1 − 3α^2 2α^2_1 ) e^{i2φ} ] r^2 + o(r^2), r → 0.

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 63 DlØ vyqisleniØ pravoæ qasti (4) vvedem funkci¸

ζ = h(w) =

2w sin(σ/4) 1 − w + √ (1 − we^{iσ/2})(1 − we^{−iσ/2}) , kotoraØ konformno i odnolistno otobraßaet oblast~ B – vnexnost~ dugi {w : w = e^{iθ}, |θ| ≤ σ/2} na krug |ζ| < 1 (zdes~ rassmatrivaetsØ ta vetv~ radikala, kotoraØ obrawaetsØ v edinicu pri w = 0). Sledu¸wie vyqisleniØ legko osuwestvit~ s pomow~¸ izvestnyh razloßeniæ fflementarnyh funkciæ v stepennye rØdy:

log r(B, f(±re^{iφ})) = log 1 − |h(f(±re^{iφ}))|^2 |h^′(f(±re^{iφ}))| =

= − log sin σ^′ 4 − |α_1|^2r^2 sin^2 σ^′ 4 − Re { ±2α_1re^{iφ} cos^2 σ^′ 4 +

+r^2e^{i2φ} [ 2α_2 cos^2 σ^′ 4 + α^2_1 cos^2 σ^′ 4 ( 3 cos σ^′ 2 − 2 cos^2 σ^′ 4 )]} + o(r^2),

log r(B, 1/f(±re^{iφ})) = log r(B, f(±re^{iφ})) |f^2(±re^{iφ})| = log r(B, f(±re^{iφ} ))−

−2 log(|α_1|r) − 2 Re { ± α_2 α_1 re^{iφ} + r^2e^{i2φ} ( α_3 α_1 − α^2 2α^2_1 )} + o(r^2), g_B (f(re^{iφ}), f(−re^{iφ})) = g_B(1/f(re^{iφ}), 1/f(−re^{iφ})) = = log | | | 1 − h(f(re^{iφ}))h(f(−re^{iφ})) h(f(re^{iφ})) − h(f(−re^{iφ})) | | | = − log(2r) − log | |α_1 sin σ^′ 4 | | +

+|α_1|^2r^2 sin^2 σ^′ 4 − Re { r^2e^{i2φ} ( α_3 α_1

+ 2α_2 cos^2 σ^′ 4 + α^2_1 cos^2 σ^′ 4 cos σ^′ 2 )}

+ o(r^2),

g_B (f(±re^{iφ}), 1/f(±re^{iφ})) = log | | | 1 − h(f(±re^{iφ}))h(1/f(±re^{iφ})) h(f(±re^{iφ})) − h(1/f(±re^{iφ})) | | | =

= − log sin σ^′ 4 + |α_1|^2r^2 cos^2 σ^′ 4 + Re {( ∓α_1re^{iφ} ∓ α_1re^{−iφ} ) cos^2 σ^′ 4 +

64 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH

+r^2e^{i2φ} [ −α_2 cos^2 σ^′ 4 − α^2_1 ( cos^2 σ^′ 4 cos σ^′ 2 − 1 2 + 1 2 sin^4 σ^′ 4 )] + +r^2e^{−i2φ} [ −α_2 cos^2 σ^′ 4 − α_1^2 ( cos^2 σ^′ 4 cos σ^′ 2 − 1 2 cos^4 σ^′ 4 )]} + o(r^2),

g_B (f(±re^{iφ}), 1/f(∓re^{iφ})) = log | | | 1 − h(f(±re^{iφ}))h(1/f(∓re^{iφ})) h(f(±re^{iφ})) − h(1/f(∓re^{iφ})) | | | =

= − log sin σ^′ 4 − |α_1|^2r^2 cos^2 σ^′ 4 + Re {( ∓α_1re^{iφ} ± α_1re^{−iφ} ) cos^2 σ^′ 4 + +r^2e^{i2φ} [ −α_2 cos^2 σ^′ 4 − α^2_1 ( cos^2 σ^′ 4 − 1 2 + 1 2 sin^4 σ^′ 4 )] + +r^2e^{−i2φ} [ −α_2 cos^2 σ^′ 4 − α_1^2 ( cos^2 σ^′ 4 cos σ^′ 2 − 1 2 cos^4 σ^′ 4 )]} + o(r^2).

Ots¸da H(f(γ), {f(re^{iφ}), f(−re^{iφ})}, {1, −1}) = log r(B, f(re^{iφ}))+ + log r(B, f(−re^{iφ})) + log r(B, 1/f(re^{iφ})) + log r(B, 1/f(−re^{iφ}))+ +2 [ g_B(f(re^{iφ}), 1/f(re^{iφ})) + g_B(f(−re^{iφ} ), 1/f(−re^{iφ})) − g_B(f(−re^{iφ}), 1/f(re^{iφ})) − g_B(f(re^{iφ}), 1/f(−re^{iφ})) − 2g_B(f(re^{iφ}), f(−re^{iφ})) ] =

= 4 log 2 + 8|α_1|^2r^2 cos σ^′ 2 + 4 Re [( α^2 2α^2_1

+ α^2_1 sin^2 σ^′ 2 ) e^{i2φ} ] r^2 + o(r^2), r → 0. Poloßiv f(z) ≡ z, imeem H(γ, {re^{iφ}, −re^{iφ}}, {1, −1}) = 4 log 2 + 8r^2 cos σ 2 + +4 Re [ sin^2 σ 2 e^{i2φ} ] r^2 + o(r^2), r → 0.

Ostalos~ podstavit~ poluqennye vyraßeniØ v neravenstvo (4), qto s uqetom (6) i proizvol~nosti φ vedet k neravenstvu (5). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Sledstvie dokazano.

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 65 V zakl¸qenie zametim, qto v rØde sluqaev teoremu iskaßeniØ dlØ mnogolistnoæ funkcii udaetsØ svesti k nekotoroæ teoreme iskaßeniØ dlØ odnolistnoæ funkcii [14]. V sledu¸wem paragrafe v kaqestve primera primeneniØ metodiki raboty [14] budet dokazana, v qastnosti, “teorema iskaßeniØ” dlØ proizvedeniæ BlØxke (sledstvie 2). Takim obrazom, nax podhod pozvolØet primenit~ obobwennye kondensatory k bolee xirokomu klassu funkciæ, ne govorØ uße ob izuqenii povedeniØ emkosti kondensatora pri proizvol~nyh regulØrnyh otobraßeniØh [2].

§3. Ocenki kofffficientov

Primenenie asimptotiqeskih formul dlØ emkosteæ kondensatorov (1) i (2) s posledu¸wim sblißeniem toqek “koncentracii” plastin vedet k ocenkam nekotoryh kombinaciæ kofffficientov odnolistnyh funkciæ. OgraniqimsØ zdes~ tol~ko situacieæ, otraßennoæ v teoreme 1. Zametim, qto vyroßda¸waØsØ v toqku plastina “privodit” k ocenke proizvodnoæ f^′(z); dve sblißa¸wiesØ i vyroßda¸wiesØ plastiny raznoæ polØrnosti (dipol~) – k ocenke xvarciana S_f (z); a prosteæxiæ mul~tipol~ iz qetyreh plastin (libo treh plastin sootvetstvu¸weæ polØrnosti) daet ocenku vyraßeniØ S^{′′}_f (z) − S^2_f (z).

Pust~ funkciØ w = f(z) = α_1z + α_2z^2 + α_3z^3 + . . . prinadleßit klassu B_0. PrimenØØ k fftoæ funkcii teoremu 1 dlØ toqek

z_1 = 0, z_2 = re^{iφ} i qisel δ_1 = 1, δ_2 = −1 (dipol~), prihodim k

neravenstvu | | |1 +

2α_2 α_1 re^{iφ} + 3α_3 α_1 r^2e^{i2φ} + . . . | | ≥

≥ | |1 + α^2 α_1 re^{iφ} + α_3 α_1 r^2e^{i2φ} + . . . | |^2 (1 − |α_1re^{iφ} + . . . |^2)^{−1} (1 − r^2).

Ots¸da Re e^{i2φ} ( α_3 α_1 − α^2 α^2_1 ) ≥ |α_1|^2 − 1

dlØ l¸byh vewestvennyh φ, i my imeem klassiqesku¸ ocenku 1 6 |S_f (0)| = | | α^3 α_1 − α^2 α^2_1 | | ≤ 1 − |α_1|^2 (7)

(sm. takße [10, neravenstvo (1) teoremy 2]). Bolee sloßnaØ konstrukciØ (mul~tipolØ) privodit k sledu¸wemu rezul~tatu.

66 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH

Teorema 3. Esli funkciØ w = f(z) =^{∞∑}_{k=1} αkz^k prinadleßit klas-

su B_0, to | |S^{′′}_f (0) − S^2_f (0)| ≤ 60(1 − |α_1|^4 − 2|α_2|^2).

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkciæ Pika e^{iθ}l(e^{iθ0} z; λ) , gde 0 < λ ≤ 1, a θ, θ^′ – vewestvennye qisla.

Dokazatel~stvo. Poloßim v teoreme 1 n = 3, z1 = 0, z2 =

re^{iφ}, z_3 = −re^{iφ}, δ_1 = 2 i δ_2 = δ_3 = −1, gde 0 < r < 1 i φ – l¸boe

vewestvennoe qislo. V fftom sluqae neravenstvo (3) primet vid

−4 log |α_1| ≤ 3∑ k=1 3∑ s=k d(z_k, z_s), (8)

gde prinØty oboznaqeniØ

d(z_1, z_1) = 0, d(z_1, z_2) = 2 log | | z^2 f(z_2) | | , d(z_1, z_3) = 2 log | | z^3 f(z_3) | | ,

d(z_2, z_2) = log | | z^2 f^′(z^2)(1 − |f(z^2)|^2) f^2(z_2)(1 − |z_2|^2) | | ,

d(z_3, z_3) = log | | z^{23} f^′(z^3)(1 − |f(z^3)|^2) f^2(z_3)(1 − |z_3|^2) | | ,

d(z_2, z_3) = 2 log | | | (f(z_2) − f(z_3))(1 − f(z_2)f(z_3)) (z_2 − z_3)(1 − z_2z_3) | | | . �lementarnye vyqisleniØ da¸t

d(z_1, z_2) = −2 log |α_1| + Re { re^{iφ} ( − 2α_2 α_1 ) + r^2e^{i2φ} ( − 2α_3 α_1 + α^2 α^2_1 ) +

+r^3e^{i3φ} ( − 2α_4 α_1 + 2α_2α_3

α^2_1 − 2α^3_2 3α^3_1 ) + r^4e^{i4φ} ( − 2α_5 α_1 + α^2_3 α^2_1 + 2α_2α_4 α^2_1 −

− 2α^2α_3 α^3_1 + α^4_2 2α^4_1 )} + o(r^4),

d(z_1, z_3) = −2 log |α_1| + Re { re^{iφ} ( 2α_2 α_1 ) + r^2e^{i2φ} ( − 2α_3 α_1 + α^2 α^2_1 ) +

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 67

+r^3e^{i3φ} ( 2α_4 α_1 − 2α_2α_3 α^2_1 + 2α^3_2 3α^3_1 ) + r^4e^{i4φ} ( − 2α_5 α_1 + α^2_3 α^2_1 + 2α_2α_4

α^2_1 − − 2α^2α_3 α^3_1 + α^4_2 2α^4_1 )} + o(r^4),

d(z_2, z_2) = − log |α_1| + (1 − |α_1|^2)r^2 + ( 1 2 − 1 2 |α_1|^4 − |α_2|^2 ) r^4+

+ Re { r^2e^{i2φ} ( α_3 α_1 − α^2 α^2_1 ) + r^3e^{i3φ} ( 2α_4 α_1 − 4α_2α_3 α^2_1 + 2α^3_2 α^3_1 ) − −r^3 ( α_2α_1e^{iφ} + α_1α_2e^{−iφ} ) + r^4e^{i4φ} ( 3α_5 α_1 − 7α^2_3 2α^2_1 − 6α_2α_4

α^2_1 + + 10α^2α_3 α^3_1 − 7α^4_2 2α^4_1 ) − r^4 ( α_3α_1e^{i2φ} + α_1α_3e^{−i2φ} )} + o(r^4),

d(z_3, z_3) = − log |α_1| + (1 − |α_1|^2)r^2 + ( 1 2 − 1 2 |α_1|^4 − |α_2|^2 ) r^4+

+ Re { r^2e^{i2φ} ( α_3 α_1 − α^2 α^2_1 ) + r^3e^{i3φ} ( − 2α_4 α_1 + 4α_2α_3

α^2_1 − 2α^3_2 α^3_1 ) + +r^3 ( α_2α_1e^{iφ} + α_1α_2e^{−iφ} ) + r^4e^{i4φ} ( 3α_5 α_1 − 7α^2_3 2α^2_1 − 6α_2α_4

α^2_1 + + 10α^2α_3 α^3_1 − 7α^4_2 2α^4_1 ) − r^4 ( α_3α_1e^{i2φ} + α_1α_3e^{−i2φ} )} + o(r^4),

d(z_2, z_3) = 2 log |α_1| − 2(1 − |α_1|^2)r^2 + ( 1 − |α_1|^4 − 2|α_2|^2 ) r^4+

+ Re { r^2e^{i2φ} ( 2α_3 α_1 ) + 2r^3 ( α_2α_1e^{iφ} − α_1α_2e^{−iφ} ) + + 2r^4 ( α_3α_1e^{i2φ} + α_1α_3e^{−i2φ} ) + r^4e^{i4φ} ( 2α_5 α_1 − α^2_3 α^2_1 )} + o(r^4).

PodstavlØØ vypisannye sootnoxeniØ v (8), poluqaem Re [ e^{i4φ} ( 2α_5 α_1 − 3α^2_3 α^2_1 − 4α_2α_4 α^2_1 + 8α^2α_3

α^3_1 − 3α^4_2 α^4_1 )] ≥ |α_1|^4 + 2|α_2|^2 − 1,

68 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH dlØ l¸byh vewestvennyh φ. Sledovatel~no, | |2α^5 α_1 − 3α^2_3 α^2_1 − 4α_2α_4 α^2_1 + 8α^2α_3 α^3_1 − 3α^4_2 α^4_1 | | ≤ 1 − |α_1|^4 − 2|α_2|^2,

qto sovpadaet s trebuemym neravenstvom. Znak ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Ocenka mul~tipolØ vo vseæ kompleksnoæ ploskosti privoditsØ v rabote [13, s. 91]. Otmetim fflementarnoe sledstvie, vyteka¸wee iz teoremy 3 dlØ pervyh dvuh kofffficientov funkcii

f(z) = α_1z + α_2z^2 + . . . klassa B_0:

|α_1|^4 + 2|α_2|^2 ≤ 1. (9)

Rassmotrim teper~ situaci¸ dipolØ s plastinami na ediniqnoæ okrußnosti, libo kogda odna plastina kondensatora na okrußnosti, a drugaØ – vnutri kruga U .

Teorema 4. Pust~ funkciØ w = f(z) prinadleßit klassu B, i

pust~, dopolnitel~no, f(z) opredelena na nekotoroæ otkrytoæ duge okrußnosti |z| = 1, soderßaweæ toqku z = 1, trißdy differenciruema v fftoæ toqke i otobraßaet ukazannu¸ dugu na dugu okrußnosti |w| = 1 tak, qto spravedlivo razloßenie

f(z) = 1+ a_1(z − 1)+ a_2(z − 1)^2 + a_3(z − 1)^3 + o((z − 1)^3), z → 1, |z| ≤ 1.

Togda ime¸t mesto toqnye ocenki

2 Re a_2 ≥ a_1(a_1 − 1), (10) Re ( a_3 a_1 − a^2 a^2_1 ) ≤ 0. (11)

Ravenstvo v (10) dostigaetsØ dlØ funkciæ Pika l(z; λ), 0 < λ ≤ 1, a ravenstvo v (11) – dlØ toßdestvennogo otobraßeniØ f(z) ≡ z.

Dokazatel~stvo. Neravenstvo (10) vytekaet iz neravenstva (3)

teoremy 1, esli poloßit~ n = 2, z_1 = 1, z_2 = r, δ_1 = 2, δ_2 = −1 i ustremit~ r k edinice. Neravenstvo (11) takße vytekaet iz (3), no pri vybore n = 2, z_1 = 1, z_2 = e^{iφ}, δ_1 = 1, δ_2 = −1 i φ → 0. Neobhodimye pri fftom fflementarnye vyqisleniØ analogiqny takovym pri dokazatel~stve teoremy (3), no znaqitel~no prowe ih, pofftomu oni zdes~ propuska¸tsØ. Zametim takße, qto v usloviØh teoremy 4 a_1 > 0, a neravenstvo (11) ravnosil~no neravenstvu

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 69

Re S_f (1) ≤ 0. Sluqai ravenstva proverØ¸tsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Netrudno pokazat~, qto izuqenie konstrukciæ s dvumØ dipolØmi (naprimer, odin v toqke z = 0, a drugoæ v toqke z = 1) privodit k ocenkam, soderßawim vyraßenie 2S_f (0) ± S_f (1). Ranee otmeqalos~, qto, sleduØ rabote [14], iz l¸bogo utverßdeniØ dlØ funkciæ klassa B moßno poluqit~ nekotorye rezul~taty dlØ mnogolistnyh funkciæ razliqnyh klassov (sm., naprimer, [18], a takße stat~i A. V. Olesova v nastoØwem sbornike). Privedem zdes~ prostye primery takih priloßeniæ. Otmetim sperva sledstvie tipa “teoremy iskaßeniØ”, vyteka¸wee iz neravenstva (10). Klassiqeskoe neravenstvo Re zP^′(z) P (z) ≥ n 2 , |z| = 1, spravedlivoe dlØ l¸byh polinomov P (z) stepeni n s nulØmi v ediniqnom kruge U [19] moßno interpretirovat~ kak ocenku iskaßeniØ wB^′(w) B(w) ≤ 1, |w| = 1, dlØ proizvedeniØ BlØxke B(w) = w^n ∏ k=1 [(1 − a_kw)/(w − a_k)], gde

|a_k| < 1, k = 1, . . . , n. Sledu¸wiæ rezul~tat dopolnØet fftu ocen- ku. Sledstvie 2. Pust~ B(w) to ße, qto i vyxe, i pust~ toqka w

prinadleßit okrußnosti |w| = 1. Togda libo v fftoæ toqke wB^′(w) B(w) ≤ 0, libo vypolnØetsØ neravenstvo wB^′(w) B(w) ≥ 1 + Re wB^{′′}(w) B^′(w) . Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 2.4 raboty [14], v kaßdoæ toq-

ke w_0 okrußnosti |w| = 1 libo imeet mesto pervoe neravenstvo sledstviØ 2, libo suwestvuet obratnaØ funkciØ w = f(z) klassa B, B(f(z)) ≡ z, z ∈ U . Vo vtorom sluqae primenim ocenku (10) k

70 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH funkcii ~f(z) = f(z_0z)/w_0 (zdes~ z_0 = B(w_0)). V rezul~tate poluqim neravenstvo Re z_0f^{′′}(z_0) f^′(z_0) ≥ z_0f^′(z_0) f(z_0) − 1, ffkvivalentnoe vtoromu neravenstvu sledstviØ pri w = w_0. Qto i trebovalos~ dokazat~.

V dopolnenie k rezul~tatam stat~i [18] rassmotrim sledu¸- wie ocenki kofffficientov algebraiqeskih polinomov.

Teorema 5. DlØ l¸byh polinomov P (z) =^{n∑}_{k=0} ckz^k stepeni n ime-

¸t mesto toqnye ocenki

|c_n|^2 + |c_nc_{n−2}| ≤ ((H(P ) − L(P ))/2)^2 ,

|c_n|^2(|c_n|^2 + 2|c_{n−1}|^2) ≤ ((H(P ) − L(P ))/2)^4 ,

gde L(P ) = min{Re P (z) : |z| = 1}, H(P ) = max{Re P (z) : |z| = 1}. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinomov vida P (z) = c_0 + c_nz^n.

Dokazatel~stvo. Neposredstvennym vyqisleniem ubeßdaemsØ,

qto pervoe neravenstvo vytekaet iz neravenstva (7), primenennogo k funkcii w = f(z), obratnoæ k funkcii z = F (w) iz lemmy 2.2 raboty [14]. Vtoroe neravenstvo sleduet iz ocenki (9), primenennoæ k toæ ße funkcii. Sluqaæ ravenstva oqeviden. Teorema dokazana.

Teorema 6. DlØ l¸byh polinomov P (z) =^{n∑}_{k=0} ckz^k stepeni n s ve-

westvennymi kofffficientami c_k, k = 0, 1, . . . , n, imeet mesto toqnaØ ocenka

c^2_n(c^2_n + 8c^2_{n−1}) ≤ 2^{4n−8}(H(P ) − L(P ))^4,

gde L(P ) = min{P (z) : z ∈ [−1, 1]}, H(P ) = max{P (z) : z ∈ [−1, 1]}. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinoma Qebyxeva pervogo roda.

Dokazatel~stvo vytekaet iz lemmy 2.3 raboty [14] i ocen-

ki (9).

Otmetim,qto iz teoremy (6) sleduet izvestnaØ ocenka |c_n| ≤ (H(P ) − L(P ))2^{n−2},

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 71 ffkvivalentnaØ klassiqeskomu svoæstvu polinoma Qebyxeva

T_n(z) = z^n + . . . naimenee otklonØt~sØ ot nulØ na otrezke [−1, 1]

sredi polinomov vida P (z) = z^n + . . . [19]. Takim obrazom, naxu ocenku moßno rassmatrivat~ kak utoqnenie fftogo svoæstva s uqastiem sledu¸wego kofffficienta polinoma P (z).

§4. �kstremal~nye razbieniØ

Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii zanima¸t suwestvennu¸ qast~ geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo [1, 3]. ZamenØØ v fftih zadaqah izvestnye privedennye moduli na obobwennye [5], prihodim k novym postanovkam. V qastnosti, utverßdeniØ 3, 4, s uqetom asimptotiqeskih formul (1), (2), edinym obrazom da¸t rØd ocenok takogo tipa (po-suwestvu, qast~ fftih ocenok realizovana v rabotah [2, 5, 13]). Ukazannye rezul~taty moßno poluqit~ takße metodom Nehari [11], poskol~ku dannyæ metod i nax podhod opira¸tsØ na princip Dirihle. Vmeste s tem, predstavlØet interes emkostnaØ interpretaciØ rezul~tatov i privleqenie v dal~neæxem simmetrizacionnyh preobrazovaniæ kondensatorov [1]. Rassmotrim v kaqestve prostogo primera n nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na kompleksnoæ sfere, v kaßdoæ iz kotoryh pomewen odin fiksirovannyæ dipol~. SleduØ §§2-3, my predpoqitaem zapis~ rezul~tatov qerez otobraßa¸wie funkcii. V fftom sluqae, kak i oßidalos~, vnov~ poØvitsØ xvarcian.

Teorema 7. Pust~ funkcii w = fk(z), k = 1, . . . , n, meromorf-

no i odnolistno otobraßa¸t krug U na poparno nenalega¸wie oblasti, priqem f_k(0) ≠ ∞, k = 1, . . . , n. Togda dlØ l¸byh vewestvennyh qisel θ_k, k = 1, . . . , n, spravedlivo neravenstvo n∑ k=1 { − 1 |f^′_k(0)|^2

− Re [ e^{i2θk} S_{fk} (0) 6(f^′_k(0))^2 ]} ≤ Re n∑ k,l=1 k6=l e^{i(θk+θl )} (f_k(0) − f_l(0))^2 . (12)

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ > 0 nastol~ko malo, qto toqki wk1 =

w_k + ρe^{iθk} i w_{k2} = w_k − ρe^{iθk} (w_k = f_k(0)) prinadleßat sootvet-

stvenno oblastØm f_k(U ), k = 1, . . . , n. Pri dostatoqno malom r > 0 rassmotrim kondensatory vida C_k(r) = (f_k(U ), {E(w_{k1}, r), E(w_{k2}, r)}, {1, −1}), k = 1, . . . , n.

72 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH UqityvaØ konformnu¸ invariantnost~ emkosti i dalee libo formulu (7) raboty [6], libo princip simmetrii [5, s. 157] i formulu (1), poluqaem

cap C_k(r) = cap (U, {E(f^{−1}(w_{k1}), |r/f^′(f^{−1}(w_{k1}))|), E(f^{−1}(w_{k2}), |r/f^′(f^{−1}(w_{k2}))|)}, {1, −1}) = 4π −1 log r

+ 2π { −2 log(2ρ) − 4 |f^′_k(0)|^2 ρ^2−

−4ρ^2 Re [ e^{i2θk} S_{fk} (0) 6(f^′_k(0))^2 ] + o(ρ^2) } ( 1 log r

)_2 +o (( 1 log r

)_2) , r → 0. Vvedem takße kondensator C(r) = (C_w, {E(w_{11}, r), . . . , E(w_{n1}, r), E(w_{12}, r), . . . , E(w_{n2}, r)}, {1, . . . , 1, −1, . . . , −1}), asimptotika emkosti kotorogo nahoditsØ po formule (1):

cap C(r) = 4πn −1 log r

+ 2π {−2n log(2ρ)+

+ n∑ k,l=1 k6=l log | |(w^{k1} − w^{l1})(w^{k2} − w^{l2}) (w_{k1} − w_{l2})(w_{k2} − w_{l1}) | | ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) =

= 4πn −1 log r

+ 2π

−2n log(2ρ) + 4ρ^2 Re n∑ k,l=1 k6=l e^{i(θk+θl)} (w_k − w_l)^2

+ o(ρ^2) ×

× ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0. Utverßdenie 3 daet n∑ k=1 cap C_k(r) ≤ cap C(r).

PodstavlØØ s¸da vypisannye vyxe znaqeniØ emkosteæ kondensatorov i perehodØ k predelam posledovatel~no pri r → 0 i ρ → 0, prihodim k neravenstvu (12). Teorema dokazana.

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 73 PolagaØ v (12) θ_k = θ, k = 1, . . . , n, gde θ – proizvol~noe vewestvennoe qislo, poluqaem sledu¸wee neravenstvo: | | | | n∑ k=1 S_{fk} (0) 6(f^′_k(0))^2 + n∑ k,l=1 k6=l 1 (f_k(0) − f_l(0))^2 | | | | ≤ n∑ k=1 1 |f^′_k(0)|^2 . L¸bopytno, qto ffto ße neravenstvo (a ne protivopoloßnoe) poluqaetsØ, esli v dokazatel~stve teoremy 7 utverßdenie 3 zamenit~ na utverßdenie 4 (razumeetsØ, kondensatory C_k(r) takße neobhodimo izmenit~, dobavlØØ k kaßdomu iz nih plastinu sootvetstvenno ∂f_k(U ) s nulevym znaqeniem potenciala). Drugie neravenstva s uqastiem xvarciana i poluqennye metodom Nehari privodØtsØ v rabotah [10, 20]. PrivlekaØ dopolnitel~no dissimmetrizaci¸ [1], moßno rexit~ zadaqu ob ffkstremal~nom razbienii kompleksnoæ sfery so “svobodnymi dipolØmi” na zadannoæ okrußnosti.

Teorema 8. DlØ l¸byh meromorfnyh i odnolistnyh v kruge U

funkciæ w = f_k(z), otobraßa¸wih fftot krug na poparno nenalega¸wie oblasti takim obrazom, qto |f_k(0)| = 1, k = 1, . . . , n, spravedlivo toqnoe neravenstvo 1 6 n∑ k=1 Re f^2_k (0)S_{fk} (0) (f^′_k(0))^2 ≥ − n∑ k=1 1 |f^′_k(0)|^2 + n(n^2 − 1) 12 . (13)

Ravenstvo v (13) dostigaetsØ dlØ funkciæ f^∗_k (z) = exp(2πi(k − 1)/n)[(1 + z)/(1 − z)]^{2/n}, gde pod kornem ponimaetsØ vetv~, sohranØ¸waØ edinicu, k = 1, . . . , n.

Dokazatel~stvo. V oboznaqeniØh dokazatel~stva predyduweæ

teoremy poloßim e^{iθk} = f_k(0) = w_k, k = 1, . . . , n, i rassmotrim, dopolnitel~no, kondensator C^∗(r) = (C_w, {E(w^∗_{11}, r), . . . , E(w^∗_{n1}, r), E(w^∗_{12}, r), . . . , E(w^∗_{n2}, r)}, {1, . . . , 1, −1, . . . , −1}), simmetriqnyæ otnositel~no luqeæ s naqalom v toqke w = 0 i prohodØwih qerez toqki w^∗_k = exp(2πi(k−1)/n) i toqki exp(2πi(k− 1)/n+πi/n), k = 1, . . . , n (zdes~ w^∗_{k1} = w^∗_k +ρw^∗_k i w^∗_{k2} = w^∗_k −ρw^∗_k, k = 1, . . . , n). Iz svoæstv dissimmetrizacii [1] sleduet

cap C(r) ≤ cap C^∗(r).

74 V. N. DUBININ, N. V. �`RIH Ispol~zuØ asimptotiqeskie formuly dlØ emkosteæ fftih kondensatorov, zakl¸qaem Re n∑ k,l=1 k6=l w_kw_l (w_k − w_l)^2

≤ Re n∑ k,l=1 k6=l w^∗_kw^∗_l (w^∗_k − w^∗_l )^2

. (14)

Ostalos~ vospol~zovat~sØ neravenstvom (12) i vyqislit~ pravu¸ qast~ v (14). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

V usloviØh teoremy 8 spravedlivo takße neravenstvo n∑ k=1 1 |f^′_k(0)|^2 − n(n^2 + 2) 24 ≥ 1 6 n∑ k=1 Re f^2_k (0)S_{fk} (0) (f^′_k(0))^2 , priqem znak ravenstva dostigaetsØ temi ße funkciØmi f^∗_k (z), k = 1, . . . , n [21, s. 72]. V zakl¸qenie otmetim fflementarnoe neravenstvo (14), v kotorom znak vewestvennoæ qasti moßno opustit~. Deæstvitel~no, w_kw_l (w_k − w_l)^2 = w_kw_l (w_k − w_l)(1/w_k − 1/w_l) = − 1 |w_k − w_l|^2 , i neravenstvo (14) daet n∑ k,l=1 k6=l 1 |w_k − w_l|^2 ≥ n∑ k,l=1 k6=l 1 |w^∗_k − w^∗_l |^2 = n(n^2 − 1) 12 dlØ l¸byh toqek w_k, k = 1,. . ., n, na ediniqnoæ okrußnosti |w| =1.

Pervyæ avtor fftoæ stat~i vyraßaet blagodarnost~ fakul~- tetu matematiki Izrail~skogo tehnologiqeskogo instituta (g.Haæfa) i liqno professoru D. Aharonovu za organizaci¸ ego vizita v Izrail~ i gostepriimstvo, qto suwestvenno uluqxilo rabotu nad dannoæ publikacieæ.

Literatura 1. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kom-

pleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

2. V. N. Dubinin, Emkosti kondensatorov v geometriqeskoæ teorii funkciæ. Izd-vo Dal~nevost. un-ta, Vladivostok (2003).

3. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. II, Algebra i analiz 9, vyp. 5 (1997), 1–50.

PRIMENENI˚ OBOBWENNYH KONDENSATOROV 75 4. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, vyp. 1 (1999), 3–86.

5. V. N. Dubinin, N. V. �ærih, Obobwennyæ privedennyæ modul~, Dal~nevost. mat. ß. 3, No. 2 (2002), 150–164.

6. V. N. Dubinin, Obobwennye kondensatory i asimptotika ih emkosteæ

pri vyroßdenii nekotoryh plastin, Zap. nauqn. semin. POMI 302

(2003), 38–51.

7. O. Lehto, Univalent functions and Teichmüller spaces. Springer-Verlag, Berlin- Heidelberg-New York (1987).

8. E. Schippers, Distortion theorems for higher-order Schwarzian derivatives of univalent functions, Proc. Amer. Math. Soc. 128, No. 11 (2000), 3241–3249.

9. D. Mejia, Ch. Pommerenke, Sobre la derivada Schwarziana de aplicaciones conformes hiperbólicamente, Revista Colombiana de Matemáticas 35, No. 2 (2001), 51–60.

10. E. Schippers, Conformal invariants and higher-order Schwarz lemmas, J. Anal.

Math. 90 (2003), 217–241.

11. Z. Nehari, Some inequalities in the theory of functions, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953), 256–286.

12. V. N. Dubinin, Privedennye moduli otkrytyh mnoßestv v teorii ana-

litiqeskih funkciæ, Dokl. RAN 363, No. 6 (1998), 731–734.

13. V. N. Dubinin, L. V. Kovalev, Privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI. 254 (1998), 76–94.

14. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqe-

skih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

15. Ch. Pommerenke, A. Vasil’ev, Angular derivatives of bounded univalent functions and extremal partitions of the unit disk, Pacific J. Math. 206, No. 2 (2002), 425–450.

16. Ch. Pommerenke, Boundary behaviour of conformal maps. Springer, Berlin (1992). 17. L. V. Ahlfors, Conformal invariants. Topics in geometric function theory.

McGraw-Hill, New York (1973).

18. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqe-

skih polinomov. II, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 18–37.

19. P. Borwein, T. Erdelyi, Polynomials and polynomial inequalities, Grad. Texts in Math. 161, Springer-Verlag, New York (1995).

20. ı. E. Alenicyn, Ob odnolistnyh funkciØh bez obwih znaqeniæ v mnogo-

svØznoæ oblasti, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 94 (1968), 4–18.

21. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i

nekotorye ee primeneniØ, Zap.nauqn.semin. POMI 237 (1997), 56–73.

Postupilo 19 avgusta 2004 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dubinin@iam.dvo.ru