Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

E. G. Emel~Ønov

O PRIVEDENNOM MODULE POLUPOLOSY

1. Vvedenie. V poslednee vremØ ponØtiØ privedennogo modulØ

dvuugol~nika i treugol~nika naxli primenenie pri rexenii rØda zadaq geometriqeskoæ teorii funkciæ (opredeleniØ fftih ponØtiæ sm., naprimer, v [1]). V dannoæ rabote my budem dlØ udobstva rassmatrivat~ v kaqestve treugol~nika polupolosu s odnoæ iz verxin v ∞. Opredelenie privedennogo modulØ treugol~nika, dannoe v [1], legko perenositsØ na fftot sluqaæ. Suwestvovanie privedennogo modulØ treugol~nika v ego verxine z tesno svØzano s vypolneniem drugih izvestnyh usloviæ. Dokazana teorema (sm. [1]), qto dlØ konformnosti treugol~nika v verxine z (sm. opredelenie v [2]) neobhodimo i dostatoqno vypolnenie dvuh usloviæ, odnim iz kotoryh ØvlØetsØ suwestvovanie privedennogo modulØ fftogo treugol~nika v toqke z. V nastoØweæ rabote my prodolßaem issledovanie svoæstv privedennogo modulØ treugol~nika v poiskah prostyh neobhodimyh usloviæ ego suwestvovaniØ.

Pust~ H(x) – dostatoqno gladkaØ fnukciØ, opredelennaØ dlØ

0 6 x < +∞, H(x) > 0. DlØ 0 6 a budem rassmatrivat~ polupo-

losu ~Π(a, ∞) = {z = x + iy : a < x < ∞, 0 < y < H(x)}, ~Π = ~Π(0, ∞). Oboznaqaem takße ~Π(a, b) = {z ∈ ~Π : a < x < b}, I_c = {z ∈ ~Π : x = c}. Pust~ M (a, b) = M (~Π(a, b)) – modul~ semeæstva krivyh v qetyrehugol~nike ~Π(a, b), soedinØ¸wih storony y = 0 i y = H(x). Polupolosu ~Π(a, ∞) my budem rassmatrivat~ kak treugol~nik s verxinami z_1 = a, z_2 = ∞, z_3 = a + iH(a). 76

O PRIVEDENNOM MODULE 77

Budem govorit~, qto suwestvuet privedennyæ modul~ polupolosy ~Π, esli naædetsØ takoe h > 0, qto predel

M^+ = M^+(~Π) = lim_{x→∞} ( M (0, x) − x h )

suwestvuet i koneqen. �to sovpadaet s opredeleniem privedennogo modulØ treugol~nika, dannym v [1]. Kak pokazano v [1], esli suwestvuet predel M^+(~Π), to suwestvuet i privedennyæ modul~ M^+(a) = M^+(~Π(a, ∞)),

M^+(a) = lim_{x→∞} ( M (a, x) − x − a h ) , t.e. suwestvovanie privedennogo modulØ polupolosy ~Π zavisit ot povedeniØ granicy fftoæ polupolosy vblizi ∞, v naxem sluqae – ot asimptotiki funkcii H(x) pri x → ∞. GlavnaØ cel~ fftoæ raboty – dokazat~, qto esli predel M^+ suwestvuet, to funkciØ M^+(a) differenciruema, i poluqit~ vyraßenie dlØ proizvodnoæ M^+(a)^′.

2. Ocenki modulØ prØmougol~nika. Pust~ Π_h = {ζ = t + is : 0 < t < +∞, 0 < s < h}, Π_h(t_1, t_2) = {ζ ∈ Π_h : t_1 < t < t_2}, m(t_1, t_2) = t_2 − t_1 h Pust~ f : Π_h → ~Π – konformnoe otobraßenie, f(0) = 0 f(∞) = ∞, f(ih) = iH(0), γ_b = f^{−1}(I_b), 0 < b < ∞.

Pust~ F – kvavzikonformnoe otobraßenie prØmougol~nika Π_h(0, p) na ~Π(a, b), perevodØwee storony s = 0 i s = h v storony y = 0 i y = H(x) sootvetstvenno i Γ_{a,b} – semeæstvo F -obrazov vertikal~nyh otrezkov v Π_h(0, p), soedinØ¸wih verhn¸¸ i nißn¸¸ granicy. Togda M (a, b) ¿ M (Γ_{a,b}). Kak pokazano v [3],

M (a, b) ¿ M (Γ_{a,b}) ¿ p∫ 0 dt ∫_h 0 |F^0_s|2 J_F ds , (1)

gde J_F – Økobian otobraßeniØ F , priqem esli Γ_{g,b} sovpadaet s ffkstremal~nym semeæstvom v probleme modulØ M (a, b), to v (1) dostigaetsØ ravenstvo.

78 E. G. EMEL^˚NOV

Analogiqno, esli Γ^′_{a,b} – semeæstvo F -obrazov gorizontal~nyh otrezkov v prØmougol~nike Π_h(0, p), soedinØ¸wih ego bokovye storony, to 1 M (a, b) ¿ M (Γ^′_{a,b}) ¿ h∫ 0 ds ∫_p 0 |F^0_t |2dt J_f . (1^′)

Poloßim dlØ a 6 t 6 b, 0 6 s 6 h F (t + is) = t + is H(t) h . Togda iz (1) i (1^′) dlØ modulØ M (a, b) poluqaem ocenki

A_1 6 M (a, b) 6 A_1 √_{B1} A1 arctg √_{B1} A1 6 A1 +^1_3 B1, (2) gde A_1 = b∫ a dt H(t) , B_1 = b∫ a H^{02}(t) H(t) dt. Pust~ ζ = t_b(s) + is dlØ ζ ∈ γ_b, 0 < s < h. Poloßim dlØ ζ = t + is ∈ Π_h(0, b) ψ(ζ) = t · t_b(s) b + is, F (ζ) = f ∘ ψ(ζ). (3) Togda ocenki (1) i (1^′) da¸t 1 A_2 − 1 3 B_2 A^2 6 1 A_2 arctg √_{B2} A2 √_{B2} A2 6 M (0, b) 6^1_{A2} , (4) gde A_2 = h∫ 0 ds t_b(s) , B_2 = h∫ 0 t^{0 2}_b (s) t_b(s) ds. 3. Differencirovanie M (0, b). Pust~ 0 < b, H(b) = H, H^′(b) =

k, Δ > 0 dostatoqno malo i λ = H(1 + |k|)Δ > 0. Pust~ f_{0,b} otobraßaet konformno prØmougol~nik Π_h(0, p) na ~Π(0, b), f_{0,b}(0) = 0,

O PRIVEDENNOM MODULE 79 f_{0,b}(p) = b, f_{0,b}(p + ih) = b + iH, f_{0,b}(ih) = iH(0). (Togda p = h · M (0, b)). V silu simmetrii, imeem

f^′_{0,b}(p + is) > 0, Re f^{′′}_{0,b}(p + is) = 0. (5)

Pust~ γ_{−Δ} = f^{−1}_{0,b} (I_{b−Δ}), γ_Δ = {ζ ∈ Π_h : 2p − ζ̄ ∈ Γ_{−Δ}}. DlØ ζ ∈ γ_{−Δ} polagaem ζ = t_{b−Δ}(s) + is, 0 < s < h. Togda dlØ ζ ∈ γ_Δ imeem ζ = t_{b+Δ}(s) + is, t_{b+Δ}(s) = 2p − t_{b−Δ}.

Oboznaqim

Π_h(0, γ_Δ) = {ζ ∈ Π_h : 0 < t < t_{b+Δ}(s)}, ~Π^∗(b, b + Δ) = {z : 2b − z̄ ∈ ~Π(b − Δ, b)}, Ω = {z = x + iy : z ∈ ~Π^∗(b, b + Δ), λ < y < H(x)}. Otobraßenie f_{0,b} perevodit qetyrehugol~nik Π_h(0, γ_Δ) v ~Π(0, b)∪ I_b ∪ ~Π^∗(b, b + Δ) = ~Π_Δ. DlØ ζ = t + is ∈ Π_h(0, p + Δ) poloßim

Ψ(ζ) = t · t_{b+Δ}(s) p + Δ + is. DlØ z = x + iy ∈ ~Π_Δ poloßim φ(z) = { z, esli z /∈ Ω, x + i(y − λ) ·^{H(2b−x)−λ} H(x)−λ , esli z ∈ Ω. Togda φ kvavzikonformno otobraßaet qetyrehugol~nik ~Π_Δ na ~Π(b, b + Δ) i funkciØ F (ζ) = φ · f_{0,b} ∘ ψ(ζ) kvazikonformno otobraßaet Π_h(0, p + Δ) na ~Π(0, b + Δ). Pust~ ω = F^{−1}(Ω). Poskol~ku plowad~ Ω ne prevoshodit C · Δ^2, gde konstanta C zavisit tol~ko ot k, i dilataciØ F takße ne zavisit ot Δ, to plowad~ ω ne prevoshodit C_1 · Δ^2. DlØ ζ /∈ ω imeem F (ζ) = f_{0,b}ψ(ζ). Pust~ ρ̃_{Γ0,b (Δ̄)} (z)|dz| – metrika, ffkstremal~naØ v

80 E. G. EMEL^˚NOV

probleme modulØ dlØ semeæstva Γ_{0,b}. Togda

M (0, b) ¿ M (Γ_{a,b}) = ∫∫ e_{Π(0,b+Δ)} ρ̃^2(z)dσ_z = ∫∫ e_{Π(0,b+Δ)\Ω} ρ̃(z)dσ_z + O(Δ^2), ∫∫ e_{Π(0,b)\Ω} ρ̃^2(z)dσ_z = ∫∫ Π_h(0,p+Δ)\ω ρ̃^2 ∘ F · J_F (ζ)dσ_ζ

= ∫∫ Π_h(0,p+Δ)

ρ̃^2 ∘ F · J_p(ζ)dσ_ζ + O(Δ^2),

gde dlØ ζ ∈ ω polagaem F (ζ) = f_{0,b} ∘ ψ(ζ). Takim obrazom, M (a, b) ¿ ∫∫ Π_h(0,p+Δ)

ρ̃^2 ∘ F · J_F (2)dσ_3 + O(Δ^2),

otkuda, sleduØ [3], poluqaem ocenki (4) s toqnost~¸ do slagaemogo O(Δ^2).

Pri pomowi poluqennyh ocenok my dokaßem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema. Vo vvedennyh vyxe oboznaqeniØh imeet mesto raven-

stvo

(M (a, b))^′_b = 1 h^2 h∫ 0 ds f^′_{a,b}(ζ(s)) , (6)

gde f_{a,b} – konformnoe otobraßenie prØmougol~nika Π(0, p) na ~Π(a, b), f_{a,b}(0) = a, f_{a,b}(p) = b, f_{a,b}(p + ih) = b + iH(b), f_{a,b}(ih) = a + iH(a), ζ(s) = p + is. Dokazatel~stvo. Moßem sqitat~, qto a = 0. Imeem

f_{0,b}(t_{b+Δ}(s) + is) = b + Δ + iy(s), 0 < s < h, (7)

f_{0,b}(t_{b+Δ}(s) + is) = f_{0,b}(p + is) + f^′_{0,b}(p + is) ×(t_{b+Δ}(s) − p) + α(p, Δ, s) + iβ(p, Δ, s), (8) gde α(p, Δ, s) + iβ(p, Δ, s) t_{b+Δ}(s) − p →_{Δ→0} 0.

O PRIVEDENNOM MODULE 81

Iz (7) i (8) sleduet Δ = f^′_{0,b}(p + is) · (t_{p+Δ}(s) − p) + α(p, Δ, s). (9) Iz (9) vidno, qto pri fiksirovannom s t_{p+Δ}(s) − p = O(Δ).

DifferenciruØ (7) po s, poluqaem f^′_{0,b}(t_{b+Δ}(s) + is) · (t^′_{b+Δ}(s) + i) = iy^′(s).

Pri fftom f^′_{0,b}(t_{b+Δ}(s) + is) = f^′_{0,b}(ζ(s)) + f^{′′}_{0,b}(ζ(s)) ×(t_{b+Δ}(s) − p) + α_1(p, Δ, s) + iβ_1(p_1, Δ, s), (10) gde (α_1(p, Δ, s) + iβ_1(p, Δ, s))/(t_{b+Δ}(s) − p) →_{Δ→0} 0.

Ots¸da s uqetom (5) poluqaem (f^′_{0b}(ζ(s) − α_1(p, Δ, s)) · t^′_{b+Δ}(s) = if^{′′}_{0,b}(ζ/s)) · (t_{b+Δ}(s) − p) − β_1(p, Δ, s). Iz (10) sleduet, qto pri fiksirovannom s t^′_{b+Δ}(s) = O(Δ). Znaqit,

B_2 = h∫ 0 t^{02}_b (s) t_b(s) ds = O(Δ^2).

Takim obrazom, iz (4) sleduet ravenstvo M (0, b+Δ) =^1_{A2} +O(Δ^2). Imeem 1 A_2 = p h∫ 0 [1 +^1_p (t_{b+Δ}(s) − p)]^{−1}ds = p h(1 −^1_{ph}^h ∫ 0 (t_{b+Δ}(s) − p)ds + 0(Δ^2))

= p h + Δ h^2 h∫ 0 ds f^′_{0,b}(ζ(s)) + O(Δ^2),

qto i trebovalos~.

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy imeem M (a, b)^′_a = − 1 h^2 h∫ 0 ds f^′_{a,b}(is) .

82 E. G. EMEL^˚NOV

Sledstvie 2. Pust~ suwestvuet privedennyæ modul~ M^+ =

M^+(~Π), M^+(b) = M^+(~Π(b, ∞)). Togda

M^+(b)^′ = 1 h − 1 h^2 h∫ 0 ds f^′_{b,∞}(is) , gde f_{b,∞} konformno otobraßaet polupolosu Π_h na polupolosu ~Π(b, ∞), f_{b,∞}(0) = a, f_{b,∞}(∞) = ∞, f_{b,∞}(ih) = b + iH(b). Sledstvie 3. Imeem ravenstvo M (0, x) − 1 x = x∫ 0 ( 1 h^2 h∫ 0 (√ f^′_{0,b}(ζ_b) − 1 √ f^′_{0,b}(ζ) )_2 ds + h − H(b) ) db, gde f_{0,b}(ζ_b(s) = b + iy, J(ζ_b(s)) = s.

V qastnosti, esli H(b) 6 b, to dlØ suwestvovaniØ privedennogo modulØ M^+ neobhodimo, qtoby shodilsØ integral^∞ ∫ 0 (h − H(b))db. Literatura

1. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy. Algebra i analiz 11, vyp. 1 (1999), 1–86.

2. Ch. Pommerenke, Boundary behavior of conformal maps, Springer-Verlag, 1991. 3. R. Kühnau, Randeffekte beim elektrostatischen Kondensator. Zap. nauqn. semin.

POMI 254 (1998), 132–144.

Postupilo 11 noØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov