Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

G. V. Kuz~mina

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII RIMANOVO` SFERY. III 1. DannaØ rabota prodolßaet seri¸ stateæ v “Zapiskah na-

uqnyh seminarov POMI”, posvØwennyh zadaqam, ukazannym v zaglavii, i smeßnym voprosam.

K qislu klassiqeskih voprosov geometriqeskoæ teorii funkcii otnositsØ zadaqa o maksimume proizvedeniØ n∏ k=1

′ R^{α2k} (D_k, a_k) (1)

stepeneæ konformnyh radiusov v semeæstve D(a) vseh sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ {D_1, . . ., D_n}, a_k ∈ D_k, pri k = 1, . . . , n, gde a = {a_1, . . . a_n} – sistema razliqnyh toqek na

C , ff = {α1, . . . , αn} – sistema poloßitel~nyh qisel. Kak obyq-

no, qerez R(D_k, a_k) oboznaqaem konformnyæ radius oblasti D_k otnositel~no toqki a_k, xtrih v proizvedenii (1) oznaqaet, qto pri a_k = ∞ pod somnoßitelem R(D_k, a_k) ponimaetsØ R^{−1}(D_k, ∞).

Pust~ M (D, a) – privedennyæ modul~ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D : M (D, a) =^1_{2π} log R(D, a), esli a ≠ ∞, M (D, a) = −^1_{2π} log R(D, a), esli a = ∞. Zadaqa o maksimume summy M = n∑ k=1 α^2_k M (D_k, a_k) (2)

v semeæstve D(a) ØvlØetsØ odnoæ iz osnovnyh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, kotorym v poslednie gody udelØetsØ znaqitel~noe vnimanie. �ta zadaqa predstavlØet soboæ ffkstremal~nometriqesku¸ problemu v semeæstve vseh dopustimyh metrik i k neæ primenim ves~ arsenal metoda ffkstremal~noæ metriki. V

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Programmy 2004 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 124

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 125

silu rezul~tatov edinstvennosti fftogo metoda, maksimum summy (2) v semeæstve D(a) zavisit tol~ko ot toqek a_k i qisel α_k i my oboznaqaem ego qerez M(a_1, . . ., a_n; α_1, . . . , α_n). Izvestny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ, opredelØ¸wie fftu veliqinu,odnako konkretnoe nahoßdenie ukazannogo maksimuma pri dostatoqno bol~xih n predstavlØet znaqitel~nye trudnosti. Po fftoæ priqine zadaqa o M(a_1, . . . , a_n; α_1, . . . , α_n) rassmatrivalas~ pri razliqnyh usloviØh simmetrii. Pervye obwie rezul~taty v fftom napravlenii byli poluqeny V. N. Dubininym metodom simmetrizacii (sm. [1, 2, 3]).

Veliqinu M(a_1, . . . a_n; 1, . . ., 1) oboznaqaem qerez M(a_1, . . . , a_n). S zadaqeæ o maksimume proizvedeniØ (1) ili summy (2) v semeæstve D(a) (zadaqa 1) neposredstvenno svØzana zadaqa o maksimume veliqiny

log J(a_1, . . . , a_n) = 2πM(a_1, . . . , a_n) − 2 n − 1 log ∏ 16k<n61^{|ak − al|.} (3) v semeæstve D vseh dopustimyh sistem oblasteæ otnositel~no l¸byh sistem toqek a (zadaqa 2). Veliqina (3) – invariant otnositel~no gruppy Γ drobno-lineænyh avtomorfizmov C . Maksimum invarianta J(a_1, . . . , a_n) budem oboznaqat~ qerez J_n.

Zadaqa 2 otnositsØ k qislu zadaq so svobodnymi pol¸sami associirovannogo kvadratiqnogo differenciala. Pri n = 4 rexeniØ zadaqi 1 (pri α = 1) i zadaqi 2 izvestny (sm. [3]). Pri n = 5 zadaqa 2 byla rexena pri dopolnitel~nom simmetrizacionnom predpoloßenii. Imenno, spravedliva

Teorema 1. DlØ sistem toqek {a1, . . . , a5}, simmetriqnyh otno-

sitel~no nekotoroæ okrußnosti ili prØmoæ, maksimum invarianta J(a_1, . . . , a_5) realizuetsØ dlØ sistemy toqek a^∗ = {0, 1, e^{2πi/3}, e^{−2πi/3}, ∞}. Ukazannye toqki ØvlØ¸tsØ pol¸sami kvadratiqnogo differenci- ala Q^∗(z)dz^2 = − 1 4π^2 z(z^3 + 8) z^3 − 1)^2 dz^2, a krugovye oblasti D^∗_1 , . . ., D^∗_5 fftogo differenciala obrazu¸t ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ rassmatrivaemoæ zadaqi. L¸baØ drugaØ ffkstremal~naØ konfiguraciØ dannoæ zadaqi sootvetstvuet

126 G. V. KUZ^MINA

ukazannoæ pri preobrazovanii iz gruppy Γ. DlØ ukazannogo maksimuma imeem ravenstvo

log J_5 = −2, 4469.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy bylo poluqeno v [4] i [5] razliqnymi metodami.

V [6,I] byla anonsirovana

Teorema 2. DlØ l¸boæ sistemy toqek {a1, . . . , a5} maksimum in-

varianta J(a_1, . . . , a_5) realizuetsØ tol~ko v sluqaØh, ukazannyh v teoreme 1.

Predloßennoe v [6,I] dokazatel~stvo teoremy 2, kak bylo ukazano v [6, II], ØvlØetsØ oxiboqnym. V [6,II] byli kratno opisany osnovnye momenty vozmoßnogo dokazatel~stva teoremy 2. V dannoæ rabote my podrobno ostanavlivaemsØ na faktah, ispol~zuemyh pri dokazatel~stve teoremy 2. Imenno, posredstvom geometriqeskogo podhoda my ukazyvaem sistemy toqek, kotorye ne ØvlØ¸tsØ ffkstremal~nymi v rassmatrivaemoæ zadaqe, i tem samym iskl¸qaem ffti sistemy toqek iz rassmotreniØ, a takße privodim rezul~taty tehniqeskogo haraktera, pozvolØ¸wie ocenit~ znaqeniØ issleduemoæ veliqiny dlØ osta¸wihsØ sistem toqek.

2. UslovimsØ v nekotoryh oboznaqeniØh. Esli a1, a2, a3 –

razliqnye toqki C , to pust~ C(a_1, a_2, a_3) – okrußnost~, prohodØwaØ qerez ukazannye toqki, U (a_1, a_2, a_3) – vnutrennost~ fftoæ okrußnosti, Δ(a_1, a_2, a_3) – evklidov treugol~nik s verxinami v ukazannyh toqkah, K(a_1, a_2, a_3) – zamknutaØ vypuklaØ oboloqka mnoßestva {a_1, a_2, a_3}, t.e. K(a_1, a_2, a_3) – zamykanie Δ(a_1, a_2, a_3), K^{(h)} (a_1, a_2, a_3) – giperboliqeskaØ zamknutaØ vypuklaØ oboloqka ukazannogo mnoßestva po otnoxeni¸ k krugu U (a_1, a_2, a_3).

Tak kak v ffkstremal~nom sluqae vse toqki sistemy {a_1, a_2, a_3, a_4, a_5}, a takße l¸bye qetyre iz fftih toqek ne mogut leßat~ na odnoæ okrußnosti ili prØmoæ [4], to my budem rassmatrivat~ sistemy toqek {−1, 1, a, b, ∞}, udovletvorØ¸wie uslovi¸ Re a ¿ 0, Im a > 0, b ∈ U (−1, 1, a). (4)

V sluqae a_1 = −1, a_2 = 1, a_3 = a vmesto C(a_1, a_2, a_3), U (a_1, a_2, a_3) i t.d. budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ C(a), U (a) i t.d.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 127

Pust~ c = c(a) – centr okrußnosti C(a), R = R(a) – ee radius. PolagaØ c = i tg β, −π/2 < β < π/2, imeem R = 1/ cos β, a = c + Re^{iφ}, −β < φ 6 π/2. Esli c(a) ∈ K(a), to treugol~nik Δ(a) ØvlØetsØ ostrougol~nym ili prØmougol~nym i Im c(a) ¿ 0, v protivnom sluqae Δ(a) – tupougol~nyæ treugol~nik i Im c(a) < 0. V dal~neæxem ffti dva sluqaØ igra¸t razliqnu¸ rol~.

Pri dokazatel~stve teoremy 1 suwestvenno ispol~zovalas~ sledu¸waØ lemma [2], [6,I].

Lemma 1. Pust~ dlØ sistemy {−1, 1, a, b, ∞} vypolneny uslo-

viØ (4). Pust~ c(a) ∈ K(a) i b ∈ K^{(h)} (a). Togda sistema {−1, 1, a, b, ∞} ØvlØetsØ ffkstremal~noæ sistemoæ zadaqi o maksimume J(a_1, . . . , a_5) tol~ko v sluqae {−1, 1, a, b, ∞} = {−1, 1, i √ 3, i/ √ 3, ∞}. UkazannaØ ffkstremal~naØ konfiguraciØ obladaet vysokoæ stepen~¸ simmetrii: v dannom sluqae Δ(a) – ravnostoronniæ treugol~nik, a c(a) – ego centr.

Prokommentiruem kratko osnovnye momenty dokazatel~stva lemmy 1, tak kak analogiqnye utverßdeniØ ispol~zu¸tsØ v dal~neæxem. Pust~ snaqala b = c(a). V fftom sluqae rassmatrivaem razbienie z-sfery na ugly S_k, k = 1, 2, 3, ime¸wie verxiny v toqkah b i ∞ i ograniqennye luqami, prohodØwimi sootvetstvenno qerez toqki −1 i 1, 1 i a, a i −1. Pust~ w_k = f_k(z) – otobraßenie ugla S_k na verhn¸¸ poluploskost~ Im w_k > 0. Na w_k-sfere rassmatrivaem sootvetstvu¸wu¸ problemu modulØ. Pust~ ρ_k(w_k)|d_k| – ffkstremal~naØ metrika fftoæ problemy modulØ, Q_k(w_k)dw^2_k – opredelØ¸wiæ fftu metriku kvadratiqnyæ differencial. Na z-sfere rassmatrivaem metriku ρ(z)|dz|, opredelØemu¸ usloviem ρ(z)|dz| = ρ_k(f_k(z))|f^′_k(z)||dz| pri z ∈ S_k, k = 1, 2, 3. Suwestvennym momentom ØvlØetsØ dokazatel~stvo, qto tak postroennaØ metrika okazyvaetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(−1, 1, a, b, ∞). �to sleduet iz togo fakta, qto pri vypolnenii usloviæ lemmy 1 polosoobraznym oblastØm kvadratiqnyh differencialov

128 G. V. KUZ^MINA

−Q_k(w_k)dw^2_k pri otobraßeniØh, obratnyh k w_k = f_k(z), na zsfere sootvetstvu¸t dvuugol~niki s verxinami v sootvetstvu- ¸wih parah toqek iz −1, 1, a, b, ∞, polnost~¸ zapolnØ¸wie zsferu i oblada¸wie sledu¸wim svoæstvom: kaßdaØ krivaØ, gomotopnaØ na C \ {−1, 1, a, b, ∞} toqeqnoæ krivoæ v odnoæ iz toqek −1, 1, a, b, ∞, peresekaet protivopoloßnye storony kaßdogo iz dvuugol~nikov ime¸wih ukazannu¸ toqku svoimi obwimi verxinami, i potomu imeet v p-metrike dlinu ¿ 1. Iz dopustimosti metriki ρ(z)|dz| poluqaem ocenku dlØ M(−1, 1, a, b, ∞), kotoraØ i privodit k utverßdeni¸ lemmy 1. V sluqae b ≠ c(a), b ∈ K^{(h)} (a) vmesto uglov S_k rassmatrivaem dvuugol~niki s verxinami v toqkah b, ∞ bolee special~nogo vida i metriku ρ(z)|dz| opredelØem pri pomowi neskol~ko bolee sloßnoæ konstrukcii. Pri dokazatel~stve dopustimosti fftoæ metriki, kak i v pervom sluqae, suwestvenno ispol~zu¸tsØ usloviØ lemmy 1.

Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ rasprostranenie lemmy 1 na drugie sluqai.

3. Suwestvennu¸ rol~ v posledu¸wem igra¸t

drobno-lineænye preobrazovaniØ z → f_k(z, a), k = 1, 2, 3:

f_1(z, a) =

2a + 1 − z z + 1

, f_2(z, a) = z + 1 − 2a z − 1 , f_3(z, a) = az − 1 z − a . Kaßdoe iz fftih preobrazovaniæ perevodit sistemu (−1, 1, a, ∞) v tu ße sistemu toqek. Svoæstva ukazannyh preobrazovaniæ ukazany v privodimoæ tablice (qerez L(z_1, z_2) oboznaqaem prØmu¸, prohodØwu¸ qerez toqki z_1, z_2).

�1 1 a 1 C(a) R L(�1, a) L(1, a)

f1(z, a) 1 a 1 �1 L(1, a) L(�1, a) R C(a) f2(z, a) a 1 �1 1 L(�1, a) L(1, a) C(a) R f3(z, a) 1 �1 1 a R C(a) L(1, a) L(�1, a)

V dal~neæxem nam potrebu¸tsØ dal~neæxie svoæstva preobrazovaniæ f_k(z, a), k = 1, 2, 3. Dostatoqno ograniqit~sØ preobrazovaniem z → f_3(z, a).

Pust~

a^∗_3 = i(1 + sin β) cos β

– toqka pereseqeniØ okrußnosti C = C(a) s poloßitel~noæ mnimoæ poluos~¸, i pust~ C^∗_3 – okrußnost~, prohodØwaØ qerez toqki

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 129 −1, 1, a^∗_3:

c^∗_3 = {z : |z − a^∗_3| = R^∗_3}, R^∗_3 = |a^∗_3 ± 1| = √ 2(1 + sin β) cos β . Lemma 2. C^∗_3 ØvlØetsØ nepodvißnoæ okrußnost~¸ preobrazova-

niØ z → f_3(z, a): pri ukazannom preobrazovanii okrußnost~ C^∗_3 perehodit v sebØ.

Dokazatel~stvo. Nepodvißnymi toqkami preobrazovaniØ z →

f_3(z, a) slußat korni uravneniØ z^2 − 2az + 1 = 0, t.e. toqki

z_{1,2} = a ∓ √ a^2 − 1.

Netrudno ubedit~sØ, qto toqki −1, z_1, 1, z_2 leßat na okrußnosti C^∗_3 . Deæstvitel~no,

a^∗_3 − z_1 = a^∗_3 − (a − √ a^2 − 1) = 1 cos β [ i(1 + sin β)

− (i sin β + e^{i φ}) + e^i (_π 4 +^φ2 )√ 4 cos φ −β 2 sin φ +β 2 ]

= 1 cos β e (_π 4 +^φ2 )[ 2i sin ( π 4 − φ 2 ) + √ 2(sin φ + sin β) ] , otkuda

|a^∗_3 − z_1| = 1 cos β | i √ 2(sin φ 2 − cos φ 2 ) + √ 2(sin φ + sin β) | = R^∗_3.

Tak kak z_1, z_2 – nepodvißnye toqki preobrazovaniØ z → f_3(z), a toqki −1, 1 perehodØt drug v druga pri fftom preobrazovanii, to C^∗_3 ØvlØetsØ nepodvißnoæ okrußnost~¸ ukazannogo preobrazovaniØ.

Analogiqno opredelØ¸tsØ nepodvißnye okrußnosti C^∗_k preobrazovaniæ z → f_k(z, a), k = 1, 2.

Oboznaqim qerez Δ(−1, 1, ∞) modulØrnyæ treugol~nik s verxinami v toqkah −1, 1, ∞: Δ(−1, 1, ∞) = {z : |z| > 1, −1 < Re z < 1, Im z < 0}, Δ(−1, 1, ∞) = lim_{h→∞} Δ(−1, 1, −ih). DlØ a, b ∈ C , a ≠ b, pod treugol~nikom Δ(a, b, ∞) ponimaem obraz Δ(−1, 1, ∞) pri lineænom

130 G. V. KUZ^MINA

otobraßenii z →^1_2 [(b − a)z + b + a], pri kotorom −1 → a, 1 → b. Qerez K(a, b, ∞) oboznaqaem zamykanie Δ(a, b, ∞).

Pust~ Γ_k = Γ_k(a), k = 1, 2, 3, – okrußnosti, ortogonal~nye okrußnosti C(a) i prohodØwie sootvetstvenno qerez toqki 1 i a, a i −1, −1 i 1. Pust~ γ_k – duga okrußnosti Γ_k, prinadleßawaØ krugu U (a). Dugi γ_1, γ_2, γ_3 obrazu¸t granicu mnoßestva K^{(h)} (a).

Lemma 3. Pri otobraßenii z → f3(z, a) oblasti Δ(−1, 1, ∞) i

Int K^{(h)} (−1, 1, a) perehodØt drug v druga.

Deæstvitel~no, funkciØ f_3(z) = f_3(z, a) otobraßaet poluokrußnost~ {z : |z| = 1, Im z < 0} v dugu γ_3, a vertikal~nye storony Δ(−1, 1, a) – v dugi γ_1 i γ_2.

V dal~neæxem sluqai 1) c(a) ∈ K(a) i 2) c(a)∈K(a) rassmatriva¸tsØ otdel~no.

4. Pust~ c(a) ∈ K(a).

V silu lemmy 1, dlØ dokazatel~stva teoremy 2 v fftom sluqae trebuetsØ rassmotret~ sistemy (−1, 1, a, b, ∞) pri uslovii b ∈ U (a) \ K^{(h)} (a).

Mnoßestvo U (a) \ K^{(h)} (a) sostoit iz treh dvuugol~nikov D_k, k = 1, 2, 3, graniceæ oblasti D_k slußat duga γ_k i duga okrußnosti C(a), soedinØ¸waØ ee koncy. V rassmatrivaemom sluqae kaßdaØ iz oblasteæ D_k, k = 1, 2, 3, razdelØetsØ sootvetstvu¸wim iz otrezkov [1, a], [a, −1] i [−1, 1] na dvuugol~niki D^−_k i D^+_k , gde D^−_k imeet odnoæ iz svoih storon sootvetstvu¸wu¸ dugu okrußnosti C(a), a D^+_k imeet odnoæ iz svoih storon dugu γ_k.

Pust~ mnoßestva Π_k ⊂ D^−_k , k = 1, 2, 3, – zamknutye qetyrehugol~niki, opredelØemye sledu¸wim obrazom. Π_3 imeet odnoæ paroæ storon otrezki [−1, b^∗_3] i [b^∗_3, 1], gde b^∗_3 ØvlØetsØ koncom diametra kruga U (a), protivopoloßnym toqke a, a drugoæ paroæ storon – dugi graniqnyh poluokrußnosteæ modulØrnyh treugol~nikov Δ(−1, a, ∞) i Δ(a, 1, ∞), prinadleßawih oblasti D^−_k . Qetyrehugol~niki Π_1 i Π_2 opredelØ¸tsØ analogiqnym obrazom. Imeem Π_3 = {K(−1, a, ∞) ∩ K(a, 1, ∞)}, Π_1 = {K(1, −1, ∞) ∩ K(−1, a, ∞)}, Π_2 = {K(a, 1, ∞) ∩ K(1, −1, ∞)} (5) (sm. ris. 1).

Sledu¸waØ lemma dopolnØet lemmu 1.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 131

Ris. 1.

Lemma 4. Pust~ c(a) ∈ K(a) i pust~

b ∈ Π_1 ∪ Π_2 ∪ Π_3.

Togda sistema {−1, 1, a, b, ∞} ne ØvlØetsØ ffkstremal~noæ.

Dokazatel~stvo. Pust~, dlØ opredelennosti b ∈ Π3. Togda ka-

ßdyæ iz treugol~nikov Δ(−1, b, a) i Δ(a, b, 1) ØvlØetsØ ostrougol~nym ili prØmougol~nym. Pri fftom toqka −1 leßit vnutri modulØrnogo treugol~nika Δ(b, a, ∞) ili ße toqka 1 leßit vnutri modulØrnogo treugol~nika Δ(b, a, ∞). V pervom iz fftih sluqaev pereoboznaqim toqki a, b, 1 sootvetstvenno qerez −1, 1, a^′, a toqku −1 – qerez b^′. Po lemme 3, pri otobraßenii z → f_3(z, a^′) toqke b^′ sootvetstvuet toqka b̃, prinadleßawaØ mnoßestvu K^{(h)} (−1, 1, a^′). Po lemme 1, sistema (−1, 1, a^′, b̃, ∞), a potomu i ishodnaØ sistema (−1, 1, a, b, ∞), ne ØvlØ¸tsØ ffkstremal~- nymi. Vo vtorom sluqae rassußdenie polnost~¸ analogiqno.

Oboznaqim qerez D^−_{3,1} i D^−_{3,2} podmnoßestva oblasti D^−_3 , predstavlØ¸wie soboæ segmenty kruga U (a), ime¸wie svoimi hordami sootvetstvenno otrezki [−1, b^∗_3] i [b^∗_3, 1]. Qetyrehugol~nik Π_3, dvuugol~niki D^−_{3,1}, D^−_{3,2} i obrazy fftih dvuugol~nikov pri otobraßenii z → f_3(z, a) zapolnØ¸t oblast~ D^−_3 . Pust~ D^−_{k,1} i D^−_{k,2}, k = 1, 2, – podmnoßestva oblasti D^−_k , opredelØemye toqno tak ße kak D^−_{3,1} i D^−_{3,2}. Po lemme 4, dlØ dokazatel~stva teoremy 2 v slu-

qae b ∈^3 ⋃ k=1 D^−_k dostatoqno rassmatrivat~ sistemy {−1, 1, a, b, ∞},

132 G. V. KUZ^MINA gde b ∈ 3⋃ k=1 [D^−_{k,1} ∪ D^−_{k,2}]. (6)

Pust~ teper~ b ∈^3 ⋃ k=1 D^+_k . DlØ opredelennosti, pust~ b ∈

D^+_3 . Oboznaqim qerez D^+_{3,1} i D^+_{3,2} podoblasti dvuugol~nika D^+_3 , prinadleßawie sootvetstvenno modulØrnym treugol~nikam Δ(a, 1, ∞) i Δ(−1, a, ∞). Esli b ∈ D^+_{3,1}, to rassmotrim treugol~- nik Δ(b, a, 1) i okrußnost~ C(b, a, 1). Pust~ z → w – lineænoe preobrazovanie, pri kotorom toqki 1 i a perehodØt sootvetstvenno v −1 i 1, a toqki b i −1 – v b^′ i a^′_3, Im b^′ > 0, Im a^′_3 > 0. Treugol~nik Δ(−1, 1, b^′) ostrougol~nyæ i pri otobraßenii w → f_1(w, b^′) (ili w → f_2(w, b^′)) toqke a^′_3 sootvetstvuet toqka a^{′′}_3 , prinadleßawaØ oblasti D^−_3 (b^′), postroennoæ dlØ toqek (−1, 1, b^′). Sledovatel~- no, ukazannyæ sluqaæ svoditsØ k rassmotrennomu vyxe. Sluqaæ b ∈ D^+_3 issleduetsØ soverxenno analogiqno. Pust~ teper~ b ∈ Δ^0_3, gde Δ^0_3 = D^+_3 \ {D̄^+_{3,1} ∪ D̄^+_{3,2}}. V fftom sluqae posredstvom opisannogo vyxe postroeniØ prihodim k sisteme toqek {−1, 1, b^′, a^{′′}_3 , ∞}, dlØ kotoroæ Δ(−1, 1, b^′) – tupougol~nyæ treugol~nik, Im b^′ > 0, a^{′′}_3 ∈ U^−(−1, 1, b^′). V sluqae b ∈ Δ^0_3 moßno takße rassmotret~ okrußnost~ C(−1, 1, b) i treugol~nik Δ(−1, 1, b). Pri superpozicii preobrazovaniæ iz gruppy Γ sistema {−1, 1, a, b, ∞} perehodit v {1, −1, b̃, ∞, ã}, gde Imb̃ > 0, Δ(−1, 1, b̃) – tupougol~nyæ treugol~nik, ã ∈ K^{(h)}(−1, 1, b̃). Takie sistemy toqek rassmatriva- ¸tsØ v sledu¸wem paragrafe.

5. Pust~ c(a)∈K(a).

V fftom sluqae issledovanie znaqitel~no otliqaetsØ ot predyduwego. Pust~ U^+ (a) = {z : z ∈ U (a), Im a > 0}, U^−(a) = {z : z ∈ U (a), Im a < 0}. Naqnem so sluqaØ b ∈ U^−(a). (V predyduwih oboznaqeniØh U^−(a) = D^−_3 (a).) Kak i vyxe, pust~ mnoßestvo Π_3 opredeleno v (5). Pust~ φ := arg{a − c(a)}, φ ∈ (β, π/2] (pol~zuemsØ oboznaqeniØmi p. 2). Pust~ φ_0 = φ_0(β) – rexenie uravneniØ

cos β(cos β − cos φ) − 2(1 − sin β)(1 − sin φ) = 0, β < φ_0 < π/2.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 133

Netrudno ubedit~sØ, qto pri φ > φ_0 mnoßestvo Π_3 svØzno i ograniqeno xest~¸ analitiqeskimi dugami, pri φ < φ_0 ffto mnoßestvo sostoit iz dvuh komponent svØznosti. Spravedliva

Lemma 4^′. Pust~ c(a)∈K(−1, 1, a), b ∈ Π3. Togda sistema

{−1, 1, a, b, ∞} ØvlØetsØ ffkstremal~noæ tol~ko v sluqae {−1, 1, a, b, ∞} = {−1, 1, i/ √ 3, −i/ √ 3, ∞}. Dokazatel~stvo fftoæ lemmy povtorØet dokazatel~stvo lemmy 4. Utverßdenie ob ffkstremal~noæ sisteme toqek sleduet iz lemmy 1. UkazannaØ sistema sootvetstvuet ffkstremal~noæ sisteme toqek lemmy 1 pri preobrazovanii z → f_3(w, −i √ 3), w = i √ 3z. Pust~ D^−_k , k = 1, 2, 3, – dvuugol~niki v kruge U (a), opredelennye v p. 4, D^−_3 = U^−(a). NepodvißnaØ okrußnost~ C^∗_k (a), k = 1, 2, 3, razdelØet oblast~ D^−_k na dve oblasti, perehodØwie drug v druga pri otobraßenii z → f_k(z, a). Tu iz ukazannyh oblasteæ, granica kotoroæ soderßit dugu okrußnosti C(a), oboznaqim qerez D^∗_k.

Pust~ b ∈ U^−(a)\Π_3. Togda dostatoqno sqitat~, qto b ∈ D^∗_3 \Π_3. Pust~ pri fftom b ∈ K(−1, 1, ∞). Treugol~nik Δ(−1, 1, b) ØvlØetsØ ostrougol~nym. Pri preobrazovanii z → w = −z treugol~niku Δ(−1, 1, b) i toqke a sootvetstvu¸t treugol~nik Δ(−1, 1, −b) i toqka a^′ = −a, prinadleßawaØ oblasti D^−_3 (−b), postroennoæ dlØ okrußnosti C(−1, 1, −b), i my prihodim k sluqa¸, rassmotrennomu v p. 4. Takim obrazom, v sluqae b ∈ U^−(a) dostatoqno ograniqit~sØ rassmotreniem sluqaØ

b ∈ D^∗_3 \ {Π_3 ∪ K(−1, 1, ∞)}. (7)

V sluqae φ ¿ φ_0(β) ukazannoe mnoßestvo sostoit iz qetyreh oblasteæ, dve iz kotoryh ime¸t svoimi storonami dugi poluokrußnosti Γ^∗_3(a) == {z : |z| = 1, Im z 6 0}, , a dve drugie predstavlØ¸t soboæ segmenty kruga U (a), ime¸wie svoimi hordami sootvetstvenno otrezki [−1, −1−2i tg β] i [1, 1−2i tg β] (sm. ris. 2). Otmetim, qto sredi toqek, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (7), ime- ¸tsØ te, dlØ kotoryh treugol~nik Δ(−1, a, b) ili Δ(1, a, b) ØvlØetsØ ostrougol~nym, i primenimy rassußdeniØ p. 4.

Pust~ teper~ b ∈ U^+(a). Esli b ∈ K(−1, 1, a) to rassmotrim treugol~nik Δ(−1, 1, b). Toqka a leßit vnutri ugla, obrazovannogo prØmymi L(−1, b) i L(1, b) i pri otobraßenii z → f_1(z, b)

134 G. V. KUZ^MINA

Ris. 2.

toqke a sootvetstvuet toqka a^′ ∈ U^−(b), i my prihodim k predyduwemu sluqa¸. Esli b ∈ U^+ (a)\K(−1, 1, a), t.e. b ∈ D^−_1 (a)∪D^−_2 (a), to dostatoqno sqitat~, qto

b ∈ D^∗_1 (a) ∪ D^∗_2 (a). (8)

Itak, dokazana

Lemma 5. DlØ dokazatel~stva teoremy 2 dostatoqno pokazat~,

qto kaßdaØ iz sistem toqek {−1, 1, a, b, ∞}, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (4) i odnomu iz sledu¸wih usloviæ:

1) c(a) ∈ K(a) i vypolneno uslovie (6), 2) c(a)∈K(a) i vypolnØetsØ uslovie (7) ili (8), ne realizuet maksimuma konformnogo invarianta J(a_1, a_2,a_3,a_4,a_5).

6. Predyduwie lemmy pokazyva¸t, qto dlØ dokazatel~stva te-

oremy 2 trebuetsØ rassmotret~ sistemy (−1, 1, a, b, ∞), gde toqka b ∈ U (−1, 1, a) i dostatoqno blizka k okrußnosti C(−1, 1, a). DlØ fftoæ celi udobno vospol~zovat~sØ preobrazovaniem z → 1 z cos β − i sin β , pri kotorom okrußnost~ C(−1, 1, a) perehodit v ediniqnu¸ okrußnost~, a sistema (−1, 1, a, b, ∞) perehodit v sistemu (0, a_1, a_2, a_3, a_4), gde a_1, a_2, a_3 – toqki okrußnosti |z| = 1.

Spravedliva sledu¸waØ

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 135

Teorema 3. Pust~ a0 = 0, a1, a2, a3 – toqki okrußnosti |z| = 1,

|a_4| = ρ > 0,

arg{a_{k+1}/a_k} = 2π λ_k, k = 1, 2, 3, 4 (zdes~ a_5 = a_1), gde 0 < λ_k < 1, 4∑ k=1 λ_k = 1. (9)

DlØ konformnogo invarianta

log J = 2πM(0, a_1, . . . a_4; 1, 1, . . ., 1) − 1 2 log ∏ 06k<l64^{|ak − al|} (10)

spravedlivo neravenstvo

log J 6 F(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4) + Δ_1(λ_3, λ_4, ρ), gde F(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4) = 4∑ k=1 { (2 + 2 λ^2_k) log 2 + (1 + 2 λ^2_k) log λ_k

−(1 − λ_k)^2 log(1 − λ_k) − (1 + λ_k)^2 log(1 + λ_k) } − 1 2 log{64 sin π λ_1 sin π λ_2 sin π λ_3 sin π λ_4 sin π(λ_1 + λ_2) sin π(λ_1 + λ_4)},

Δ_1(λ_3, λ_4, ρ) = 1 2 {(2 − 4 λ^2_3) log G( √ r_3) + (2 − 4 λ^2_4) log G( √ r_4)

+(λ_3 + λ_4 − 1 2 ) log ρ} − 1 4 { log ( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π λ_3 )

+ log ( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π λ_4 ) + log ( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π(λ_3 + λ_4) )} . Zdes~ r_k = ρ^{1/(2 λk)}, k = 3, 4; G(t) =^1_2 (t + 1/t) – funkciØ ȷukovskogo.

Dokazatel~stvo. Pust~ Sk – ugol s verxinoæ v naqale koordi-

nat, storony kotorogo prohodØt qerez toqki a_k, a_{k+1}:

S_k = {z : arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}, k = 1, . . ., 4. Pust~ w_k = f_k(z) = {ze^{−iargak} }^{1/(2 λk)}

136 G. V. KUZ^MINA

– otobraßenie ugla S_k na poluploskost~ Im w_k > 0. Na w_k-sfere rassmotrim zadaqu o veliqine

M(0, −1, r_k; 2 λ_k 1, 1), = M(0, 1, −r_k; 2 λ_k, 1, 1),

gde r_k > 0. Pust~ ρ_k(w_k)|dw_k| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ fftu veliqinu. Pust~ metrika ρ̃(z)|dz| opredelØetsØ usloviem: ρ̃(z)|dz| = { ρ_k(f_k(z))|f^′_k(z)||dz| pri z ∈ S_k, k = 1, . . ., 4, 0 v ostal~nyh toqkah C .

RassußdeniØ, neodnokratno ispol~zovavxiesØ v predyduwih rabotah avtora, pokazyva¸t, qto ρ̃(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ M(0, a_1, . . . , a_4; 1, 1, . . ., 1). Deæstvitel~- no, iz prostyh geometriqeskih soobraßeniæ sleduet, qto kaßdaØ krivaØ na C^′ = C \ {0, a_1, . . ., a_4}, gomotopnaØ toqeqnoæ okrußnosti s centrom v naqale koordinat, imeet v ρ̃-metrike dlinu ¿ 1, i kaßdaØ krivaØ na C^′, gomotopnaØ toqeqnoæ okrußnosti s centrom v odnoæ iz toqek a_1, . . . , a_4, imeet v ρ̃-metrike dlinu, udovletvorØ¸wu¸ tomu ße neravenstvu. Pust~ ρ^∗(z)|dz| – ffkstremal~- naØ metrika ukazannoæ problemy modulØ. UqityvaØ upomØnutoe svoæstvo ρ̃-metriki, poluqaem:

2πM(0, a_1, . . . , a_4; 1, 1, . . ., 1) = 2π lim_{ε→0} { plowad~ ρ� C (ε) + 1 2π · 5 log ε } 6 2π lim_{ε→0}^{4∑}_{k=1}^{plowad~_{ρ�} Sk(ε) +^1_{2π} (λk log ε + log ε)^}

= 2π lim_{ε→0} 4∑ k=1 { plowad~_{ρ̃} f_k(S_k(ε)) + 1 2π (λ_k +1) log ε}

(zdes~, kak obyqno, C (ε) i S_k(ε) poluqa¸tsØ iz C i S_k udaleniem ε-okrestnosteæ otmeqennyh toqek). Ots¸da, uqityvaØ znaqeniØ |f^′_k(z)| v toqkah a_k i a_{k+1}, nahodim:

2πM(0, a_1, . . . , a_4; 1, 1, . . ., 1) 6 π{M(0, −1, 1; 2 λ_1, 1, 1) +M(0, −1, 1; 2 λ_2, 1, 1) + M(0, −1, r_3; 2 λ_3, 1, 1)

+M(0, −1, r_4, 2 λ_4, 1, 1)} + 4∑ k=1 log(2 λ_k) − 1 2 ( 1 2 λ_3 + 1 2 λ_4 − 2 ) log ρ, (11)

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 137 gde r_k = ρ^{1/(2 λk)}, k = 3, 4. (12) DlØ uproweniØ poluqennogo vyraßeniØ rassmotrim drobnolineænoe preobrazovanie

f̃ (w) = (r + 1)w 2r + (r − 1)w , perevodØwee toqki 0, −1, r sootvetstvenno v 0, −1, 1. UqityvaØ ravenstva

f̃^′(0) = r + 1 2r , f̃^′(−1) = 2r r + 1

, f̃^′(r) = 2 r(r + 1) , poluqaem πM(0, −1, r; 2 λ, 1, 1) = πM(0, −1, 1; 2 λ, 1, 1) − 1 2 { 4 λ^2 log r + 1 2r + log 4 (r + 1)^2 } . Ots¸da i iz (11), (12) nahodim 2πM(0, a_1, . . . , a_4; 1, 1, . . ., 1) 6^{4∑}_{k=1}{πM(0, −1, 1; 2 λk, 1, 1) + log(2 λk)} −^1_2Δ, gde Δ = ( 1 2 λ_3 + 1 2 λ_4 − 2 ) log ρ + (4 λ^2_3 −2) log r_3 + 1 2 +(4 λ^2_4 −2) log r_4 + 1 2 − 4 λ^2_3 log r_3 − 4 λ^2_4 log r_4. (13)

Ispol~zuØ ravenstvo

√_{1+ρ2−2ρ cos 2a}

2 sin α = √ ρ ( 1 +^{G(ρ)−1}

2 sin2 α ) , nahodim ∏ 06k<l64^{|ak − al| = ρ} 5/2 · 64 sin π λ_1 · sin π λ_2 · sin π λ_3

· sin π λ_4 · sin π(λ_4 + λ_2) sin π(λ_1 + λ_4) × {( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π λ_3 )( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π λ_4 )( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π(λ_1 + λ_4) )}_{1/2} . (14)

138 G. V. KUZ^MINA

Ispol~zuØ izvestnoe vyraßenie dlØ M(0, −1, 1; 2 λ, 1, 1), λ 6 1 (sm., naprimer, [7]), v rezul~tate nesloßnyh preobrazovaniæ iz (9), (13) i (14) poluqaem neravenstvo dlØ log J, ukazannoe v formulirovke teoremy.

Teoremu 3 dopolnØet

Teorema 3^′. Pust~ a0 = 0, toqki a1, a2, a3, a4 perenumerovany v

porØdke vozrastaniØ ih argumentov, |a_1| = |a_3| = 1, |a_2| = |a_4| = ρ > 0 i qisla λ_k, k = 1, 2, 3, 4, udovletvorØ¸t usloviØm (9). Togda dlØ konformnogo invarianta (10) spravedlivo neravenstvo

log J 6 F(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4) + Δ_2(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4, ρ),

gde funkciØ F(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4) opredelena v teoreme 3,

Δ_2(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4, ρ) = 1 2 4∑ k=1 (2 − 4 λ^2_k) log G( √ r_k)

− 1 4 4∑ k=1 log ( 1 + G(ρ) − 1 2 sin^2 π λ_k ) , r_k = ρ^{1/(2 λ k)}, k = 1, 2, 3, 4; G(t) = 1 2 (t + 1/t). Dokazatel~stvo fftoæ teoremy polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.

Zameqanie. Teoremy 3 i 3^′ v qastnom sluqae ρ = 1 byli poluqe-

ny v [4]. Issledovanie svoæstv funkcii F(λ_1, λ_2, λ_3, λ_4) pokazalo [4], qto v sluqae a_0 = 0, |a_k| = 1 pri k = 1, . . ., 4, imeem neravenstvo

log J(0, a_1, . . . , a_4) 6 F(λ_1, . . . , λ_4) 6 F(1/4, . . . , 1/4) < log J(0, 1, e^{2πi/3}, e^{−2πi/3}, ∞), i ravenstvo J(0, a_1, . . . , a_4) = F(1/4, . . ., 1/4) dostigaetsØ tol~ko v sluqae λ_1 = · · · = λ_4 = 1/4, t.e. tol~ko dlØ ravnootstoØwih toqek a_k na okrußnosti |z| = 1.

Takim obrazom, sistemy vida {−1, 1, a, b, ∞}, gde znaqeniØ |a| i |b| dostatoqno blizki k 1, ne realizu¸t maksimuma J(a_1, . . . , a_5).

Estestvenno, dlØ uspexnogo ispol~zovaniØ teorem 3 i 3^′ v rØde sluqaev trebuetsØ predvaritel~no primenit~ k rassmatrivaemoæ sisteme toqek drobno-lineænoe otobraßenie. rassußdeniØ

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 139

takogo roda neodnokratno ispol~zovalis~ v predyduwih dokazatel~stvah.

7. Teoremy 3 i 3^′ pokazyva¸t, qto esli toqka b dostatoqno

blizka k odnoæ iz toqek −1, 1, a, to sistema {−1, 1, a, b, ∞} ne ØvlØetsØ ffkstremal~noæ. Posledniæ fakt moßno ustanovit~ i bolee neposredstvenno, ispol~zuØ klassiqeskie neravenstva dlØ proizvedeniØ konformnyh radiusov. OgraniqimsØ odnim sluqaem.

Pust~ po-preßnemu {−1, 1, a, b∞} = {a_1, a_2, . . . , a_5}, {D_1, D_2, . . . , D_5} – dopustimoe semeæstvo oblasteæ rassmatrivaemoæ zadaqi, a_k ∈ D_k, R(D_k, a_k) budem oboznaqat~ qerez R(a_k). Pust~ toqka b dostatoqno blizka k toqke 1. Po neravenstvu Lavrent~eva R(1)R(b) 6 |b − 1|^2, a po neravenstvu Goluzina R(−1)R(a) R(∞) 6 64 81 √ 3 |a + 1|. Sledovatel~no, J = R(−1)R(1)R(a)R(b) R(∞){2|(a^2 − 1)(b^2 − 1)(a − b)|}^{1/2}

6 0, 3226^|^{(b − 1)3(a + 1)}

(b + 1)(a − 1)(a − b) | |^{1/2}. (15)

PolagaØ

b = 1 + ε e^{iψ}, ε > 0, ψ vewestvennoe,

a = i tg β + e^{iφ} cos β , β ¿ 0, β < φ < π − β, nahodim

|a + 1| = |1 + i tg β + e^{i φ} cos β | = 1 cos β |e^{i φ} + e^{iβ} | = 2 cos β cos φ −β 2 , |a − 1| = | − 1 + i tg β + e^{i φ} cos β | = 2 cos β sin φ +β 2 , |b + 1| ¿ 2 − ε, |a − b| ¿ |a − 1| − ε = 2 cos β sin φ +β 2 − ε .

140 G. V. KUZ^MINA

Ots¸da i iz (15) poluqaem qto dlØ spravedlivosti neravenstva

J < J_5 = 0, 08656

dostatoqno vypolneniØ usloviØ ε 6 ε(φ, β), gde ε(φ, β) – rexenie uravneniØ

ε^3 cos[(φ −β)/2] cos β sin[(φ +β)/2](2 sin[(φ +β)/2] − ε cos β)(2 − ε)

− 0, 072 = 0. (16)

Oboznaqim funkci¸ v levoæ qasti (16) qerez F (φ, β, ε). �ta funkciØ, kak funkciØ ot φ, ubyvaet v promeßutke [β, π − β]. Takim obrazom, dlØ spravedlivosti neravenstva J < J_5 pri β > 0 dostatoqno vypolneniØ neravenstva ε 6 ε(β), gde ε(β) – rexenie uravneniØ F (β, β, ε) = 0. Zametim nakonec, qto sluqaæ, kogda toqka b prinadleßit okrestnosti toqki −1, svoditsØ k predyduwemu: dlØ spravedlivosti neravenstva J < J_5 pri vseh |b + 1| 6 ε dostatoqno vypolneniØ usloviØ ε 6 ε_1(φ, β), gde ε_1(φ, β) – rexenie uravneniØ F_1(φ, β, ε) := F (π − φ, β, ε) = 0. FunkciØ F_1(φ, β, ε) vozrastaet v promeßutke [β, π−β], maksimum fftoæ funkcii dostigaetsØ pri φ = π − β i raven F (β, β, ε). Takim obrazom, dokazana

Lemma 6. Pust~ β ¿ 0, β < φ < π − β, i pust~

a = i tg β + 1 cos β e^{i φ}. Pust~ ε > 0, F (φ, β, ε) – funkciØ v levoæ qasti (16). Pust~ vypolneno odno iz usloviæ:

1) |b − 1| 6 ε(φ, β), gde ε(φ, β) – rexenie uravneniØ F (φ, β, ε) = 0, 2) |b +1| 6 ε_1(φ, β), gde ε_1(φ, β) – rexenie uravneniØ F_1(φ, β, ε) := F(π − φ, β, ε) = 0. Togda spravedlivo neravenstvo J(−1, 1, a, b, ∞) < J_5. �to ße neravenstvo imeet mesto i v kaßdom iz sluqaev |b − 1| 6 ε(β) ili |b + 1| 6 ε(β), gde ε(φ) – rexenie uravneniØ F_2(β, ε) := F (β, β, ε) = 0.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 141

Literatura

1. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 48–66.

2. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49 vyp. 1 (1994), 3–76.

3. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

4. G. V. Kuz~mina, K voprosu ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 72–95.

5. V. N. Dubinin, O maksimume odnogo konformnogo invarianta, Preprint DVO AN SSSR. In-t prikladnoæ mat., Vladivostok, 1990.

6. G. V. Kuz~mina, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, I, II. Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 253–275; 286 (2002), 126–147.

7. G. V. Kuz~mina, Metod ffkstremal~noæ metriki v zadaqah o maksimume proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ pri naliqii svobodnyh parametrov, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 52–67.

Postupilo 15 noØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: kuzmina@pdmi.ras.ru