Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

N. N. Manuælov

PR˚MYE PERENORMIROVKI NA ODNOMERNOM TORE Vvedenie

Pust~ I_0 = [0, 1) – ediniqnoæ poluinterval. Otoßdestvim ego s okrußnost~¸. Rassmotrim na neæ orbitu O_0(α) – posledovatel~nost~, poroßdaemu¸ naqal~noæ toqkoæ x_0 = 0 i sdvigom na irracional~nyæ vektor α: x_{n+1} = x_n + α mod 1, gde n = 0, 1, 2, . . .

Na poluintervalah

I_0 ⊃ I_1 ⊃ I_2 ⊃ I_3 ⊃ · · · ⊃ I_ℓ ⊃ I_{ℓ+1} ⊃ . . .

vida [ε_ℓ, 1), gde ε_0 = 0 i ε_0 < ε_1 < · · · < ε_ℓ < . . . – posledovatel~nost~ qisel, svØzannyh s α, proizvodnaØ d^mO_0(α) pri m = 0, 1, 2, . . . opredelØetsØ kak podposledovatel~nost~ fflementov O^{(m)}_0 (α) = O_0(α) ∩ I_m, pronumerovannyh v porØdke popadaniØ ih v poluinterval I_m. Oqevidno, qto vse toqki x^{(m)}n orbity O^{(m)}_0 (α) soderßatsØ v O_0(α).

Iz poslednego svoæstva orbit O^{(m)}_0 (α) sleduet suwestvovanie prØmoæ perenormirovki R_m(α, i) : vloßeniØ mnoßestva N = {0, 1, 2, . . .} v sebØ, udovletvorØ¸wego uslovi¸

x^{(m)}_i = x_Rm_{(α,i)}

dlØ vseh i ∈ N.

V. G. ȷuravlevym v [1] rassmotren sluqaæ α = τ_1 =^{1+√5}_2 . V kaqestve poluintervalov vybrany

I_m = [1 − τ^{−m}_1 , 1), gde m = 0, 1, 2, . . .

DlØ perenormirovki R_m(τ_1, i) pri m ≡ 0 mod 2 imeet mesto ØvnaØ formula R_m(τ_1, i) = iF_{m+1} + ([iτ^{−1}_1 ] + 1)F_m,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00368). 142

PR˚MYE PERENORMIROVKI 143 gde [·] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla i F_m, F_{m+1} – qisla Fibonaqqi.

V teoreme 3.1 dannoæ raboty s pomow~¸ razbieniØ okrußnosti na osnove podstanovki poluintervalov dokazan obwiæ rezul~tat o perenormirovkah. Pri fftom v opredelenii perenormirovok uqastvu¸t qislovye posledovatel~nosti – koliqestva poluintervalov v razbienii okrußnosti. Kak sledstvie, poluqeno obobwenie rezul~tatov v [1] na klass kvadratiqnyh irracional~nosteæ τ_g vida τ_g =^{g+}

√_g2_{+4} 2 , gde g = 1, 2, 3, . . . DlØ proizvodnyh d^mO_0(τ_g ) s ograniqiva¸wimi poluintervalami

I_m = [1 − τ^{−([m/g]+1)} g (τ_g − (m mod 2g)), 1), m ≡ 0, . . . g − 1 mod 2g,

v teoreme 4.1 dokazan sledu¸wiæ rezul~tat: perenormirovki R_m(τ_g , i) vyqislØ¸tsØ po formule

R_m(τ_g, i) = ( F^{a+1(g)} [m/g]+2 − F g(g) [m/g]+1 ) ([ 1 τ_g − a i ] + 1 ) + iF^{g(g)}_{[m/g]+1} , gde m ≡ a mod g, a = 0, . . . g − 1, a posledovatel~nosti {F^{k(g)}n } opredeleny s pomow~¸ rekurrentnyh sootnoxeniæ

F^{k(g)}_{n+2} = gF^{k(g)}_{n+1} + F^{k(g)}_n , F^{k(g)}_1 = 1, F^{k(g)}_2 = k,

dlØ 1 6 k 6 g i n ¿ 1.

1. RazbieniØ okrußnosti Otoßdestvim ediniqnyæ poluinterval I_0 = [0, 1) s okrußnost~¸. Zadadim na I_0 razbieniØ CT il_α(m), m = 0, 1, 2, . . ., po pravilam:

CT il_α(0) = G^0(α) ⊕ E^0 (α) = [0, {α}) ⊕ [{α}, 1),

{·} – drobnaØ qast~, ⊕ – nekommutativnaØ operaciØ prikladyvaniØ poluintervalov. Indukcionnyæ perehod ot CT il_α(m) k CT il_α(m + 1) proishodit s pomow~¸ podstanovok

G^m_i (α) −→ G^{m+1}_{i+♯E}m_{(α)}(α),

E^m_j (α) −→ G^{m+1}_j (α) ⊕ E^{m+1}_j (α), (1)

144 N. N. MANU`LOV esli |G^m_i (α)| < |E^m_j (α)|, i

G^m_i (α) −→ E^{m+1}_{i+♯E}m_{(α)}(α) ⊕ G^{m+1}_i (α),

E^m_j (α) −→ E^{m+1}_j (α), (2)

esli |E^m_j (α)| > |G^m_i (α)|, gde ♯G^m(α), ♯E^m(α) – koliqestva poluintervalov G^m_i (α), E^m_j (α) v razbienii CT il_α(m), a na indeksy i, j naloßeny usloviØ 0 6 i < ♯G^m(α), 0 6 j < ♯E^m(α). Iz opredeleniØ podstanovok poluintervalov netrudno zametit~, qto dva kraænih pravyh poluintervala razbieniØ CT il_α(m) – ffto G^m_0 (α) i E^m_0 (α). Priqem ffti poluintervaly priloßeny drug k drugu:

CT il_α(m) = G^m_0 (α) ⊕ E^m_0 (α).

Poluqennye razbieniØ v sluqae nekotoryh kvadratiqnyh irracional~nosteæ ØvlØ¸tsØ geometriqeskimi analogami tak nazyvaemyh cepeæ Fibonaqqi [2] s toæ lix~ razniceæ, qto kaßdyæ poluinterval razbieniØ CT il_α(m) imeet svoæ indeks, opredelØ- ¸wiæ ego poloßenie na okrußnosti ediniqnoæ dliny. Dannye razbieniØ oblada¸t rekurrentnymi svoæstvami, pozvolØ¸wimi stroit~ ih ne s pomow~¸ podstanovoqnyh konstrukciæ, a ispol~- zuØ prikladyvanie odnogo razbieniØ k drugomu [4].

V koordinatah, soglasno [5], poluintervaly G^m_i (α) i E^m_j (α) moßno zapisat~ kak G^m_i (α) = [{(♯G^m(α) − ♯E^m(α) − i)α}, {(♯G^m(α) − i)α}), E^m_j (α) = [{(♯G^m(α) − j)α}, {−jα}). (3) Tak ße v rabote [5] pokazano, qto dliny poluintervalov G^m_i (α), E^m_j (α) vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ formul |G^m_i (α)| = g^m(α) = {♯E^m(α)α}, |E^m_i (α)| = e^m(α) = 1 − {♯G^m(α)α}. V dopolnenie k CT il_α(m) vvedem razbieniØ CT il^+_α (m), poluqaemye po indukcii s pomow~¸ teh ße podstanovok (1), (2), no iz drugogo nulevogo razbieniØ:

CT il^+_α (0) = E^0_1 (α) ⊕ G^0_1(α) = [0, 1 − {α}) ⊕ [1 − {α}, 1).

PR˚MYE PERENORMIROVKI 145 Razbienie CT il^+_α (m) tak ße sostoit iz poluintervalov G^m_i (α), E^m_j (α) s usloviØmi na indeksy 0 < i 6 ♯G^m(α), 0 < j 6 ♯E^m(α). Kraænimi pravymi poluintervalami v razbienii CT il^+_α (m) budut E^m_{♯E}m_{(α)}(α) i G^m_{♯G}m_{(α)}(α), priloßennye drug k drugu: E^m_{♯E}m_{(α)}(α) ⊕ G^m_{♯G}m_{(α)}(α).

Posmotrim kak deæstvuet sdvig S : x −→ S(x) = x − α mod 1 na vse razbienie CT il_α(m). Soglasno (3), sdvig S perevodit G^m_i (α) v G^m_{i+1}(α), E^m_j (α) v E^m_{j+1}(α). Teper~ stanovitsØ oqevidnym, qto CT il^+_α (m) = S(CT il_α(m)). Vyberem v kaqestve α kvadratiqnu¸ irracional~nost~ τ_g = g+ √_g2_{+4} 2 , gde g = 1, 2, 3, . . . Rassmotrim g posledovatel~nosteæ {F^{1(g)}_n } ={1, 1, . . .}, {F^{2(g)}_n } ={1, 2, . . .}, . . . {F^{g−1(g)} n } ={1, g − 1, . . . }, {F^{g(g)}_n } ={1, g, . . . }, vyqislØemyh s pomow~¸ rekurrentnyh sootnoxeniæ F^{i(g)}_{n+2} = gF^{i(g)}_{n+1} + F^{i(g)}_n dlØ i ∈ {1, . . . , g} pri vseh n = 1, 2, 3, . . . S pomow~¸ indukcii moßno dokazat~, qto posledovatel~nosti {F^{i(g)}n } oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami: F^{i+1(g)} n+1 = F^{i(g)}_{n+1} + F^{g(g)}_n , i ∈ {1, . . ., g − 1}, F^{1(g)}_{n+2} = F^{g(g)}_{n+1} + F^{g(g)}_n , τ^{−n}_g (τ_g − i) = (−1)^n(F^{i(g)}_{n+1}τ_g − F^{i(g)}_{n+2}), i ∈ {1, . . ., g}.

146 N. N. MANU`LOV

Vopros o posledovatel~nostØh, obrazovannyh iz koliqestv odnotipnyh poluintervalov razbieniØ CT il_α(m) pri proizvol~nom irracional~nom α, ostaetsØ otkrytym, no dlØ sluqaØ α = τ_g s pomow~¸ podstanovok (1), (2) i sootnoxeniæ dlØ {F^{i(g)}n } moßno pokazat~, qto

1) koliqestvo poluintervalov opredelØetsØ formulami

♯G^m(τ_g ) = F^{(m+1)modg(g)} [m/g]+2 , ♯E m(τ_g ) = F^{g(g)}_{[m/g]+1} (4)

pri m ≡ 0, . . . , g − 1 mod 2g i

♯G^m(τ_g ) = F^{g(g)}_{[m/g]+1}, ♯E^m(τ_g ) = F^{(m+1)modg(g)}

[m/g]+2 (5)

pri m ≡ g, . . . , 2g − 1 mod 2g, gde [·] – celaØ qast~ qisla;

2) dliny poluintervalov razbieniØ CT il_α(m) vyqislØ¸tsØ po formulam

g^m(τ_g ) = τ^{−([m/g]+1)} g , e^m(τ_g) = τ^{−([m/g]+1)} g (τ_g − (m mod g) − 1), (6)

esli m ≡ 0, . . ., g − 1 mod 2g, i

g^m(τ_g ) = τ^{−([m/g]+1)} g (τ_g − (m mod g) − 1), e^m(τ_g ) = τ^{−([m/g]+1)}_g , (7) esli m ≡ g, . . . , 2g − 1 mod 2g. 2. Orbity i proizvodnye Otoßdestvim poluinterval I_ℓ = I^+_ℓ s okrußnost~¸ i rassmotrim posledovatel~nost~ Orb(a_0, β, I_ℓ) = {a_i}^∞_{i=0} – orbitu naqal~- noæ toqki a_0 ∈ I_ℓ otnositel~no sdviga β > 0:

a_i → a_{i+1} = a_i + β mod |I_ℓ|.

Esli I_ℓ v koordinatah imeet vid I_ℓ = [a, b), to na poluintervale I^−_ℓ = (a, b] opredelim orbitu Orb(a_0, −β, I^−_ℓ ) = {a_i}^∞_{i=0} naqal~noæ toqki a_0 ∈ I^−_ℓ s pomow~¸ sdviga a_i → a_{i+1} = a_i − β mod |I^−_ℓ |. Vyberem proizvol~no irracional~noe qislo α > 0. Postroim dlØ nego razbieniØ CT il_α(m) iz poluintervalov G^m(α) s dlinoæ g^m(α) i E^m(α) s dlinoæ e^m(α) (sm. p. 1).

PR˚MYE PERENORMIROVKI 147 Na poluintervalah I^+_m(α) = [{(♯G^m(α)−♯E^m(α))α}, 1), I^−_m(α) = ({(♯G^m(α)−♯E^m(α))α}, 1] (8) rassmotrim klassy posledovatel~nosteæ

O�m_{(α) = Orb(a, ±g}m_{(α), I}�m_{(α)) = {a}�_{(α, m, i)}}1i_{=0, ♯G}m_{(α)} ¿_{♯E}m_{(α),} O�m_{(α) = Orb(a, ±e}m_{(α), I}�m_{(α)) = {a}�_{(α, m, i)}}1i_{=0, ♯E}m_{(α) > ♯G}m_{(α) (9)}

iz fflementov a^±(α, m, i) = a ± α^′ mod |I^±_m(α)|, gde ♯G^m(α), ♯E^m(α) – koliqestva poluintervalov G^m(α), E^m(α) v CT il_α(m), α^′ – sdvig, poroßda¸wiæ orbitu. Naqal~naØ toqka a opredelØetsØ kak drobnaØ qast~ a = {(♯G^m(α) − ♯E^m(α))α} v sluqae O^+_m(α) i a = 1 v sluqae O^−_m(α).

V [1, 3] opredeleno ponØtie proizvodnoæ posledovatel~nosti d^kO^±_m(α) kak ograniqeniØ O^±_m(α) na poluinterval I^±_{m+k}(α). Oqevidno, qto toqki posledovatel~nosteæ O^±_m(α), popada¸wie v poluintervaly (8), budut snova obrazovyvat~ orbity.

DlØ α = τ_g =^{g+}

√_g2_{+4} 2 , gde g = 1, 2, 3, . . ., vozmoßny dva sluqaØ (sm. [3]):

d^mO^±_0 (τ_g) =O^±_m(τ_g ), esli m ≡ 0, . . . , g − 1 mod 2g,

d^mO^±_0 (τ_g) =O^∓_m(τ_g ), esli m ≡ g, . . . , 2g − 1 mod 2g,

priqem soglasno (4), (5) uslovie m ≡ 0, . . ., g − 1 mod 2g ffkvivalentno neravenstvu ♯G^m(α) ¿ ♯E^m(α), a m ≡ g, . . . , 2g − 1 mod 2g ffkvivalentno neravenstvu ♯E^m(α) > ♯G^m(α).

ObobwaØ poslednie ravenstva na proizvol~noe irracional~- noe α, budem imet~

d^mO^±_0 (α) =O^±_m(α), ♯G^m(α) ¿ ♯E^m(α),

d^mO^±_0 (τ_g) =O^∓_m(α), ♯E^m(α) > ♯G^m(α). (10)

Pust~ h_m – gomotetiØ s centrom v toqke 1, perevodØwaØ poluintervaly I^±_m(α) v I^±_0 (α). Togda N (O^±_m(α)) ØvlØetsØ obrazom O^±_m(α) otnositel~no fftoæ gomotetii. Orbity N (O^±_m(α)) poroßdeny sdvigami Der^±_m(α), podobnymi sdvigam na O^±_m(α). Nazovem N (O^±_m(α)) normirovannymi orbitami, a Der^±_m(α) — normirovannymi sdvigami na nih.

148 N. N. MANU`LOV

3. PrØmye perenormirovki Pust~ a^±(α, 0, 0^{(m)}), a^±(α, 0, 1^{(m)}), . . . , a^±(α, 0, i^{(m)}), . . . – fflementy iz O^±_0 (α), posledovatel~no popada¸wie v poluinterval I^+_m(α) ili I^−_m(α) v sootvetstvii s (10). Po opredeleni¸ proizvodnoæ, ukazannye fflementy ØvlØ¸tsØ fflementami a(α, m, 0), a(α, m, 1), . . . , a(α, m, i), . . . iz O^+_m(α) ili fflementami a^−(α, m, 0), a^−(α, m, 1), . . . , a^−(α, m, i), . . . iz O^−_m(α). Ots¸da sleduet suwestvovanie odnoznaqno opredelennyh in¨ektivnyh otobraßeniæ N^{R+m(α,i)}→ N :i → R^+_m(α, i) = i^{(m)}, N^{R−m(α,i)}→ N :i → R^−_m(α, i) = i^{(m)} (11) mnoßestva neotricatel~nyh celyh qisel N = {0, 1, 2, 3, . . .} v sebØ, oblada¸wih svoæstvami: a^±(α, 0, R^±_m(α, i)) = a^±(α, m, i), ♯G^m(α) ¿ ♯E^m(α), a^±(α, 0, R^±_m(α, i)) = a^∓(α, m, i), ♯E^m(α) > ♯G^m(α). Nazovem otobraßeniØ R^±_m(α, i) prØmymi perenormirovkami orbit.

ZnaØ koordinaty poluintervalov razbieniØ CT il_α(m), ne sostavlØet truda vyqislit~ R^±_m(α, 0). Deæstvitel~no, I_m(α) = [{(♯G^m(α) − ♯E^m(α)α)}, 1), I^−_m(α) = ({(♯G^m(α) − ♯E^m(α)α)}, 1], i 1 ≡ 0 mod 1. Togda R^+_m(α, 0) = ♯G^m(α) − ♯E^m(α), R^−_m(α, 0) = 0, (12) esli d^mO^±_0 (α) = O^±_m(α), R^+_m(α, 0) = 0, R^−_m(α, 0) = ♯E^m(α) − ♯G^m(α), (13) esli d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α).

Pust~ w^±_m(α, i) – qislo xagov, qerez kotoroe toqka a^±(α, 0, i) iz I^+_m(α) ili I^−_m(α) vnov~ vernetsØ v zadannyæ poluinterval. Soglasno p. 1, imeem

I^±_m(α) = (G^m_0 (α))^± ⊕ (E^m_0 (α))^± = (E^m_{♯E}m_{(α)}(α))^± ⊕ (G^m_{♯G}m_{(α)}(α))^±.

PR˚MYE PERENORMIROVKI 149 Formuly podrazbieniØ poluintervalov I^±_m(α), sdvig S : x −→ S(x) = x − α mod 1 i ravenstvo CT il^+_α (m) = S(CT il_α(m)) da¸t vozmoßnost~ zapisat~, qto w^+_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^+(α, m, i) ∈ E^m_{♯E}m_{(α)}(α), ♯G^m(α), a^+(α, m, i) ∈ G^m_{♯G}m_{(α)}(α), w^−_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^−(α, m, i) ∈ (E^m_0 (α))^−, ♯G^m(α), a^−(α, m, i) ∈ (G^m_0 (α))^−, esli d^mO^±_0 (α) = O^±_m(α),

w^+_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^−(α, m, i) ∈ (E^m_{♯E}m_{(α)}(α))^−, ♯G^m(α), a^−(α, m, i) ∈ (G^m_{♯G}m_{(α)}(α))^−, w^−_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^+(α, m, i) ∈ E^m_0 (α), ♯G^m(α), a^+(α, m, i) ∈ G^m_0 (α), esli d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α).

S pomow~¸ funkcii w^±(α, i) moßno vyqislit~ perenormirovki R^±_m(α, i):

R^±_m(α, i) = R^±_m(α, 0) + ∑ 06j<i^w ± m(α, j). (14) Pust~ h^′_m – gomotetiØ s centrom v 1, perevodØwaØ normirovannye orbity N (O^±_m(α)) (sm. p. 2) v O^±_m(α). Na proizvol~nu¸ toqku posledovatel~nosti N (O^±_m(α)) otobraßenie h^′_m deæstvuet sledu¸wim obrazom: h^′_ma^±(Der^+_m (α), 0, i) = a^±(α, m, i). Vospol~zuemsØ kommutativnoæ diagrammoæ a^±(Der^+_m (α), 0, i)^{x→x+Der±}m^{(α)mod1} −→ a^±(Der^+_m(α), 0, i + 1)

↓ h^′_m ↓ h^′_m

a^±(α, m, i)^{x→x±α′ mod|I±}m^{(α)|} −→ a^±(α, m, i + 1),

150 N. N. MANU`LOV gde α^′ – sdvig na O^+_m(α). Vidim, qto meßdu fflementami posledovatel~nosteæ N (O^±_m(α)) i O^±_m(α) suwestvu¸t sootvetstviØ: a^+(Der^+_m(α), 0, i) ∈ (G^0_1(Der^+_m(α)))^+ ⇔ a^+(α, m, i) ∈ (G^m_{♯G}m_{(α)}(α))^+,

a^−(Der^+_m(α), 0, i) ∈ (G^0(Der^+_m(α)))^− ⇔ a^−(α, m, i) ∈ (G^m_0 (α))^−, a^+(Der^+_m (α), 0, i) ∈ (E^0_1 (Der^+_m(α)))^+ ⇔ a^+(α, m, i) ∈ (E^m_{♯E}m_{(α)}(α))^+,

a^−(Der^+_m(α), 0, i) ∈ (E^0 (Der^+_m(α)))^− ⇔ a^−(α, m, i) ∈ (E^m_0 (α))^−. S uqetom poslednih sootvetstviæ formuly dlØ w^±_m(α, i) perepixutsØ v sledu¸wem vide:

w^+_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^+(Der^+_m(α), 0, i) ∈ E^0_1 (Der^+_m(α)), ♯G^m(α), a^+(Der^+_m(α), 0, i) ∈ G^0_1(Der^+_m(α)), w^−_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^−(Der^+_m (α), 0, i) ∈ (E^0 (Der^+_m(α)))^−, ♯G^m(α), a^−(Der^+_m (α), 0, i) ∈ (G^0(Der^+_m(α)))^−, esli d^mO^±_0 (α) = O^±_m(α),

w^+_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^−(Der^+_m (α), 0, i) ∈ (E^0_1 (Der^+_m(α)))^−, ♯G^m(α), a^−(Der^+_m (α), 0, i) ∈ (G^0_1(Der^+_m(α)))^−, w^−_m(α, i) = { ♯E^m(α), a^+(Der^+_m(α), 0, i) ∈ E^0 (Der^+_m(α)), ♯G^m(α), a^+(Der^+_m(α), 0, i) ∈ G^0(Der^+_m(α)), esli d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α).

Naædem Øvnyæ vid prØmyh perenormirovok R^±_m(α, i). DlØ fftogo rassmotrim dva vozmoßnyh sluqaØ.

Sluqaæ 1. d^mO^±_0 (α) = O^±_m(α) (ili ♯G^m(α) ¿ ♯E^m(α)).

Ispol~zuØ vyraßeniØ dlØ koordinat poluintervalov razbieniæ CT il_α(m), CT il^+_α (m), poluqim

w^+_m(α, i) = { ♯E^m(α), {Der^+_m(α)i} < {1 − Der^+_m(α)}, ♯G^m(α), {Der^+_m(α)i} ¿ {1 − Der^+_m(α)}, w^−_m(α, i) = { ♯E^m(α), {−Der^+_m (α)i} > {Der^+_m(α)}, ♯G^m(α), {−Der^+_m (α)i} 6 {Der^+_m(α)}. Zametim, qto neravenstvo {Der^+_m(α)i} < {1 − Der^+_m(α)} vsegda moßno svesti k neravenstvu {−Der^+_m(α)i} > {Der^+_m(α)}, t.e. w^+_m(α, i) = w^−_m(α, i). (15)

PR˚MYE PERENORMIROVKI 151 Vyberem funkci¸ T^±_m (α, i) = (♯G^m(α) − ♯E^m(α))[Der^+_m(α)i] + ♯E^m(α)i + R^±_m(α, 0) i rassmotrim raznost~

ΔT^±_m (α, i) = T^±_m (α, i + 1) − T^±_m (α, i) = = (♯G^m(α) − ♯E^m(α))([Der^+_m(α)i + Der^+_m(α)]− − [Der^+_m(α)i]) + ♯E^m(α). V zavisimosti ot znaqeniØ [Der^+_m(α)i+Der^+_m (α)]−[Der^+_m(α)i], raznostnaØ funkciØ ΔT^±_m (α, i) moßet prinimat~ vsego dva znaqeniØ: ♯G^m(α) ili ♯E^m(α). V Øvnom vide ffto budet vyglØdet~ tak:

ΔT^±_m (α, i) = { ♯E^m(α), esli {Der^+_m(α)i} < {1 − Der^+_m(α)}, ♯G^m(α), esli {Der^+_m(α)i} ¿ {1 − Der^+_m (α)}. SravnivaØ ΔT^±_m (α, i) s w^+_m(α, i) i uqityvaØ (15), poluqaem

ΔT^±_m (α, i) = w^±_m(α, i). (16)

Sluqaæ 2. d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α) (ili ♯G^m(α) < ♯E^m(α)). V fftom

sluqae funkciØm w^±(α, i) budut sootvetstvovat~ sootnoxeniØ

w^+_m(α, i) = { ♯E^m(α), {−Der^+_m (α)i} 6 {Der^+_m(α)}, ♯G^m(α), {−Der^+_m (α)i} > {Der^+_m(α)}, w^−_m(α, i) = { ♯E^m(α), {Der^+_m(α)i} ¿ {1 − Der^+_m(α)}, ♯G^m(α), {Der^+_m(α)i} < {1 − Der^+_m(α)}. SravnivaØ vyraßeniØ dlØ w^+(α, i) i w^−(α, i), zakl¸qaem w^+_m(α, i) = w^−_m(α, i). (17) Voz~mem funkci¸ T^±_m (α, i) = (♯E^m(α) − ♯G^m(α))[Der^+_m(α)i] + ♯G^m(α)i + R^±_m(α, i). Togda ee raznostnaØ funkciØ ΔT^±_m (α, i) = T^±_m (α, i + 1) − T^±_m (α, i) budet opredelena sledu¸wim ravenstvom: ΔT^±_m (α, i) = (♯G^m(α) − ♯E^m(α))([Der^+_m(α)i +Der^+_m (α)] − [Der^+_m(α)i]) + ♯E^m(α).

152 N. N. MANU`LOV Iz fftogo ravenstva vytekaet predstavlenie dlØ ΔT^±_m (α, i):

ΔT^±_m (α, i) = { ♯E^m(α), esli {Der^+_m(α)i} ¿ {1 − Der^+_m(α)}, ♯G^m(α), esli {Der^+_m(α)i} < {1 − Der^+_m(α)}. Snova sravnivaØ ΔT^±_m (α, i) i w^±_m(α, i), prihodim k ravenstvu

ΔT^±_m (α, i) = w^±_m(α, i) (18)

dlØ sluqaØ d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α).

VernemsØ k formule (14) dlØ prØmyh perenormirovok R^±_m(α, i). Soglasno fftoæ formule i (16), (18), imeem R^±_m(α, i) = R^±_m(α, i)+ ∑ 06j<i^{ΔT} ± m (α, j) = R^±_m(α, 0)+T^±_m (α, i)−T^±_m (α, 0). Iz opredeleniØ T^±_m (α, i) sleduet, qto R^±_m(α, 0) = T^±_m (α, 0), i togda R^±_m(α, i) = T^±_m (α, i). (19) Takim obrazom, dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 3.1. DlØ perenormirovok R^±_m(α, i), opredelennyh v (11),

i orbit O^±_m(α), opredelennyh v (9), imeet mesto ØvnaØ formula R^±_m(α, i) = (♯G^m(α) − ♯E^m(α))[Der^+_m(α)i] + ♯E^m(α)i + R^±_m(α, 0), esli d^mO^±_0 (α) = O^±_m(α), i R^±_m(α, i) = (♯E^m(α) − ♯G^m(α))[Der^+_m(α)i] + ♯G^m(α)i + R^±_m(α, 0), esli d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α), gde perenormirovka R^±_m(α, 0) opredelena v (12), (13).

4. Perenormirovki R^±_m(α, i) pri α = τg

Pust~ α = τ_g =^{g+}

√_g2_{+4} 2 dlØ g = 1, 2, 3, . . . Rassmotrim normirovannye orbity N (O^±_m(τ_g)) i poroßda¸wie ih sdvigi Der^±_m(τ_g ) (sm. p. 2), gde m = 0, 1, 2, 3, . . .

Predloßenie 4.1. Pust~ a prinimaet odno iz znaqeniæ 0, . . . , g −

1, togda Der^±_m(τ_g) =± g^m(τ_g ) g^m(τ_g ) + e^m(τ_g) = ± 1 τ_g − a dlØ m ≡ a mod 2g, Der^±_m(τ_g) =± e^m(τ_g ) g^m(τ_g ) + e^m(τ_g) = ± 1 τ_g − a dlØ m ≡ g + a mod 2g, (20)

PR˚MYE PERENORMIROVKI 153 gde g^m(τ_g ), e^m(τ_g) – dliny sootvetstvu¸wih poluintervalov razbieniØ CT il_τg (m).

Dokazatel~stvo. Dliny poluintervalov I^±_m(τg) udovletvorØ¸t

ravenstvam

|I^±_m(τ_g)| = g^m(τ_g ) + e^m(τ_g), |I^±_0 (τ_g)| = 1,

poskol~ku I^±_m(τ_g ) = G^m_0 (τ_g) ⊕ E^m_0 (τ_g ), soglasno (3) i (8). Iz opredeleniØ normirovannyh orbit i normirovannyh sdvigov sleduet, qto dlØ dokazatel~stva predloßeniØ dostatoqno rassmotret~ uveliqenie dliny sdviga, poroßda¸wego orbity O^±_m(τ_g), v |I^±_0 (τ_g)|/|I^±_m(τ_g )| raz. DlØ O^±_m(τ_g ), gde m ≡ 0, . . . , g − 1 mod 2g, veliqina sdviga ravna g^m(τ_g), a dlØ O^±_m(τ_g ), gde m ≡ g, . . . , 2g −

1 mod 2g, sdvig raven e^m(τ_g ). ˚vnoe znaqenie sdvigov vyqislØet-

sØ s pomow~¸ formul dlØ dlin poluintervalov e^m(τ_g ) i g^m(τ_g ) (6), (7). •

Teorema 3.1 dlØ sluqaØ α = τ_g prinimaet sledu¸wiæ vid.

Teorema 4.1. Perenormirovki R^±_m(α, i), gde α = τg =^{g+√g2+4}_2 , vy-

qislØ¸tsØ po formule

R^±_m(τ_g, i) = ( F^{a+1(g)} [m/g]+2 − F g(g) [m/g]+1 ) [ 1 τ_g − a i ] + F^{g(g)}_{[m/g]+1} i + R^±_m(τ_g, 0),

gde m ≡ a mod g, a = 0, . . . g − 1, posledovatel~nosti {F^{k(g)}n } opredeleny v p. 1, a nulevye prØmye perenormirovki vyqislØ¸tsØ iz sledu¸wih ravenstv:

R^+_m(τ_g, 0) = F^{a+1(g)}_{[m/g]+2} − F^{g(g)}_{[m/g]+1}, R^−_m(τ_g, 0) = 0,

esli d^mO^±_0 (α) = O^±_m(α), i

R^+_m(τ_g, 0) = 0, R^−_m(τ_g , 0) = F^{a+1(g)}_{[m/g]+2} − F^{g(g)}_{[m/g]+1} ,

esli d^mO^±_0 (α) = O^∓_m(α).

Literatura

1. V. G. ȷuravlev, Odnomernye razbieniØ Fibonaqqi, Izv. RAN, ser. matem., 2004. (V peqati.)

2. Hyeong-Chai Jeong, Eunsang Kim, Chang-Yeong Lee, Noncommutative torus from

Fibonacci chains via foliation, J. Phys. A 34, No. 31 (2001), 1–19.

154 N. N. MANU`LOV

3. N. N. Manuælov, Samopodobie nekotoryh posledovatel~nosteæ toqek na okrußnosti, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 81–95.

4. N. N. Manuælov, Rekurrentnye samopodobnye razbieniØ, Qebyxevskiæ sbornik 4, vyp. 2 (2003), Tula, 2003, 87–90.

5. N. N. Manuælov, A. V. Xutov, Global~nyæ porØdok razbieniØ okrußnosti, Molodeß~. Obrazovanie. �konomika. Sbornik nauqnyh stateæ uqastnikov 5-oæ Vserossiæskoæ nauqno–praktiqeskoæ konferencii molodyh uqenyh, aspirantov i studentov, 4 maØ 2004 g., ˚roslavl~, 2004, 101–103.

Postupilo 15 i¸lØ 2004 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet