Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

A. V. Olesov

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH ANALITIQESKIH FUNKCI`

§1. Vvedenie

Budem nazyvat~ dopustimymi odnoznaqnye na vseæ koneqnoæ ploskosti analitiqeskie funkcii s izolirovannymi osobymi toqkami. Qerez E oboznaqim sovokupnost~ vseh dopustimyh funkciæ ω(z), udovletvorØ¸wih uslovi¸ | | | | ω(z) ω(z) | | | | < 1, Im z > 0. Funkci¸, prinima¸wu¸ vewestvennye znaqeniØ v vewestvennyh toqkah ee oblasti opredeleniØ, v dal~neæxem budem nazyvat~ vewestvennoæ.

Dopustimu¸ vewestvennu¸ funkci¸ f(z) nazovem podqinennoæ funkcii ω(z) ∈ E, esli | | | | f(z) ω(z) | | | | < 1, Im z > 0. N. N. Meæman [1] dokazal, qto dannye usloviØ obespeqiva¸t vypolnenie na vewestvennoæ osi neravenstva |f^′(x)| 6 |ω^′(x)|. V nastoØweæ rabote preßde vsego dokazyva¸tsØ toqnye neravenstva sledu¸wego haraktera. DlØ kaßdogo z, Im z > 0, ukazyvaetsØ oblast~ v ediniqnom kruge, soderßawaØ znaqenie f(z)/ω(z) i ograniqennaØ ffllipsami s fokusami v toqkah ± √ ω(z)/ω(z), gde ω(z) = ω(z) (teorema 1). Teorema 1 usilivaet neravenstvo N. I. Ahiezera [2, s. 343]: 2|f(z)| 6 |ω(z)| + |ω(z)|, z ∈ C , Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00028). 155

156 A. V. OLESOV dokazannoe pri znaqitel~no menee obwih usloviØh. V nulØh drobi ω(z)/ω(z) teorema 1 daet | | | | f(z) ω(z) | | | | 6^1_2 .

Bolee sil~nyæ dlØ takih toqek rezul~tat sformulirovan v teoreme 3. V teoreme 2 ocenivaetsØ proizvodnaØ f^′(x) dlØ toqek vewestvennoæ osi. V kaqestve ee sledstviæ privodØtsØ neravenstva usiliva¸wie analogiqnye rezul~taty N. N. Meæmana. Primenenie osnovnyh rezul~tatov stat~i k special~no stroØwimsØ analitiqeskim funkciØm pozvolØet poluqit~ rØd neravenstv dlØ polinomov i racional~nyh funkciæ. Sledstvie 5 utoqnØet rezul~tat V. N. Dubinina [3, s. 72], obobwaet i usilivaet rezul~tat P. Borveæna, T. �rdeæi i D. Zanga [4] dlØ racional~no-trigonometriqeskih funkcii, soderßawiæ, v svo¸ oqered~, klassiqeskoe neravenstvo Bernxteæna–Segœ. V rabote takße usilivaetsØ izvestnoe neravenstvo S. B. Steqkina [5] dlØ trigonometriqeskih polinomov.

V §2 dannoæ stat~i vvoditsØ rØd vspomogatel~nyh funkciæ, k qislu kotoryh otnositsØ konformnoe i odnolistnoe otobraßenie w = g(ζ), stroØweesØ po zadannym funkciØm ω(z), f(z) i igra- ¸wee v rabote kl¸qevu¸ rol~. Dalee privodØtsØ osnovnye rezul~taty, poluqennye putœm primeneniØ k ukazannomu konformnomu otobraßeni¸ rezul~tatov geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. Dannyæ podhod k poluqeni¸ neravenstv dlØ polinomov byl predloßen V. N. Dubininym v rabotah [3, 6, 7].

§2. Postroenie konformnogo otobraßeniØ

Pust~ f(z) podqinena funkcii ω(z) = s(z) + it(z) ∈ E, gde s(z), t(z) – dopustimye vewestvennye funkcii, opredelØemye ravenstvami s(z) = [ω(z) + ω(z)] /2, t(z) = −i [ω(z) − ω(z)] /2; γ – sovokupnost~ nuleæ drobi ω(z)/ω(z); γ_1 ⊂ γ – nuli pervoæ kratnosti. Pust~, dalee,

H(z) = ω(z)ω(z) = s^2(z) + t^2(z); ρ(z) = f(z)/ √ H(z); δ(z) = s(z)/ √ H(z);

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 157 Oboznaqim qerez w = Φ(z) funkci¸, konformno i odnolistno otobraßa¸wu¸ vnexnost~ otrezka [−1, 1] na oblast~ |w| > 1 tak, qto Φ(∞) = ∞, Φ(1) = 1. Togda w = Φ(z) – funkciØ, obratnaØ k funkcii ȷukovskogo z = 1 2 ( w + 1 w ) , |w| > 1. Iz predstavleniØ Φ(z) = z + √ z^2 − 1 nahodim

Φ^′(z)/Φ(z) = 1/ √ z^2 − 1, (1) Φ[δ(z)] = ω(z)/ √ H(z), Im z > 0, z /∈ γ. (2) Vo vseh dal~neæxih rassußdeniØh my budem sqitat~, qto γ ≠ ⊥.

Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo a ∈ γ vypolnØetsØ uslovie

λ(a) := 2 lim_{z→a} | | | f(z) ω(z) | | | = lim_{z→a} | | | f(z) s(z) | | | ≠ 0. Pust~ z(w) = aw + a w + 1

– konformnoe i odnolistnoe otobraßenie kruga |w| < 1 na verhn¸¸ poluploskost~ takoe, qto z(0) = a; w = w(z) – funkciØ, obratnaØ k z(w).

PolagaØ, qto v opredeleniØh dvuznaqnyh funkciæ ρ(z), δ(z), znaqeniØ √ H(z) sovpada¸t, opredelim na mnoßestve G_z := {z : Im z > 0, ρ(z) /∈ [−1, 1]} funkci¸

L(z) :=

Φ[ρ(z)] Φ[δ(z)] = f(z) + √ f^2(z) − H(z) ω(z) , ØvlØ¸wu¸sØ, v silu neqetnosti Φ(z), odnoznaqnoæ i analitiqeskoæ. V silu obobwennogo principa maksimuma modulØ [8, s. 250], |L(z)| 6 1, z ∈ G_z. (3) Vvedem v rassmotrenie funkci¸ ζ = F (w) = wL^{−k(a)}[z(w)], w ∈ G_w = w(G_z),

158 A. V. OLESOV gde k(a) = { 1, pri a ∈ γ \ γ_1,

2, pri a ∈ γ_1.

Pust~ D – sovokupnost~ oblasteæ, sostavlØ¸wih mnoßestvo G_w \ {w : |F (w)| = 1}. Pri priblißenii toqki w k granice kaßdoæ oblasti iz D vse predel~nye znaqeniØ modulØ |F (w)| bol~xe libo ravny edinice. �to utverßdenie sleduet iz neravenstva (3), neravenstva | | |wΦ^{k(a)}[δ(z)] | | |^{−1} = | | | | z − a z − a | | | | | | | | ω(z) ω(z) | | | | k(a)/2 6 1, z = z(w), |w| < 1, (4) spravedlivogo v silu principa maksimuma modulØ, a takße iz graniqnyh svoæstv funkcii Φ[ρ(z(w))]. Krome togo,

|F^′(0)| = [λ(a)]^{−k(a)} ≠ 0.

Ne sostavlØet truda pokazat~, qto lemma 2.1 raboty [7] imeet mesto i bez predpoloßeniØ, qto oblast~, figuriru¸waØ v formulirovke fftoæ lemmy, ograniqena koneqnym qislom kusoqnogladkih krivyh. PovtorØØ dokazatel~stvo lemmy 2.2 [7] po otnoxeni¸ k funkcii F (w), ubeßdaemsØ, qto dlØ l¸boæ oblasti D ∈ D vypolnØetsØ libo F (D) ∩ {ζ : |ζ| < 1} = ⊥, libo F (D) = {ζ : |ζ| < 1}. Vo vtorom sluqae suwestvuet obratnaØ k F (w) funkciØ w = g(ζ), odnolistno otobraßa¸waØ krug |ζ| < 1 na oblast~ D.

§3. Neravenstva dlØ analitiqeskih funkciæ

3.1. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: l(z) = [ r(z) α_{λ,r(z)} ]_{1/k(a)} ; h(z) = [ r(z) β_{λ,r(z)} ]_{1/k(a)} ; r(z) = | | | | z − a z − a | | | |; λ = [λ(a)]^{k(a)}; α_{λ,r}, β_{λ,r} – korni uravneniæ

λ(1 + r)^2x = r(1 + x)^2 i λ(1 − r)^2x = r(1 − x)^2,

sootvetstvenno, leßawie na intervale [r, 1);

r_λ = 2λ^{−1} − 1 − 2 √ λ^{−1}(λ^{−1} − 1).

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 159

Teorema 1. Esli funkciØ f(z) podqinena funkcii ω(z) = s(z) +

it(z) ∈ E i v nekotoroæ toqke a ∈ γ λ(a) ≠ 0, to ime¸t mesto neravenstva | | | | | f(z) ω(z) − √ ω(z) ω(z) | | | | | + | | | | | f(z) ω(z) + √ ω(z) ω(z) | | | | | 6 6 h(z) + h^{−1}(z)^|^{ω(z)}_{ω(z)}^| 6 1 +^|^{ω(z)}_{ω(z)}^| , Im z > 0. (5) DlØ z : r(z) < r_λ imeem | | | | f(z) ω(z) − √ ω(z) ω(z) | | | | + | | | | f(z) ω(z) + √ ω(z) ω(z) | | | | ¿ l(z) + l^{−1}(z)^|^{ω(z)}_{ω(z)}^| . (6) Esli v neravenstve (4) imeet mesto ravenstvo, to dlØ funkciæ f(z) = √ λ[As(z) + Bt(z)], esli k(a) = 2, (7) f(z) = λ[As(z) + Bt(z)] + (1 − λ) √ H(z), esli k(a) = 1, (8)

A, B ∈ R, A^2 + B^2 = 1, 0 < λ 6 1,

i tol~ko dlØ nih, dostigaetsØ ravenstvo sleva v (5) i v (6). V protivnom sluqae ravenstvo dostigaetsØ tol~ko dlØ funkciæ vi- da f(z) = As(z) + Bt(z), A^2 + B^2 = 1. (9)

Dokazatel~stvo. Privedem dokazatel~stvo dlØ a ∈ γ \ γ1, v pro-

tivnom sluqae rassußdeniØ analogiqny. Pust~ w = g(ζ) – sootvetstvu¸waØ funkciØ iz §2. Soglasno lemme Xvarca, |g^′(0)| =

λ 6 1. FunkciØ g^∗(ζ) := g(ζ)/g^′(0) v kruge |ζ| < 1 odnolistna, po

modul¸ men~xe qem λ^{−1} i predstavlØetsØ stepennym rØdom

g^∗(ζ) = ζ + α_2ζ^2 + α_3ζ^3 + . . . . (10)

V klasse takih funkciæ izvestny toqnye ocenki ( 1 + |λg^∗(ζ)| 1 + |ζ| )_2 6^|^{g∗(ζ)}_ζ^| 6^{(1 − |λg∗(ζ)|}_{1 − |ζ|}^{)2} , 0 < |ζ| < 1, (11)

160 A. V. OLESOV priqem ravenstvo sleva ili sprava, hotØ by v odnoæ toqke, imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda g^∗(ζ) [1 + e^{iα}λg^∗(ζ)]^2 ≡ ζ (1 + e^{iα}ζ)^2

, (12)

α vewestvenno (sm. naprimer, [7, 9]).

Pust~ w ≠ 0, |w| = r, – toqka mnoßestva g(|ζ| < 1). Pravoe neravenstvo v (11) daet

(1 − |F (w)|)^2 |F (w)| 6 λ (1 − r)^2 r . Vvidu strogogo ubyvaniØ funkcii y = (x − 1)^2/x na promeßutke 0 < x < 1, suwestvuet edinstvennyæ koren~ β_{λ,r} uravneniØ λ(1 − r)^2x = r(1 − x)^2, leßawiæ v intervale [r, 1). Po fftoæ ße priqine imeet mesto neravenstvo |F (w)| ¿ β_{λ,r}, (13) kotoroe tem bolee vypolnØetsØ dlØ toqek w /∈ g(|ζ| < 1). Iz (13) nahodim |Φ[ρ(z)]| 6 r β_{λ,r} |Φ[δ(z)]| 6 |Φ[δ(z)]|, z = z(w), w /∈ w(γ). UqityvaØ, qto funkciØ ȷukovskogo perevodit okrußnost~ |w| = r v ffllips s fokusami v toqkah ±1 i bol~xoæ os~¸, ravnoæ r+1/r, posle fflementarnyh preobrazovaniæ prihodim k neravenstvam (5), v kotoryh h(z) = |w(z)|/β_{λ,|w(z)|}. Pust~ w, |w| = r < r_λ, – toqka mnoßestva g(|ζ| < 1). Levoe neravenstvo v (11) i strogoe ubyvanie funkcii y = (1 + x)^2/x na promeßutke 0 < x < 1 da¸t (1 + |F (w)|)^2 |F (w)| ¿ λ (1 + r)^2 r > λ (r_λ + 1)^2 r_λ = 4.

Sledovatel~no, suwestvuet edinstvennyæ koren~ α_{λ,r} uravneniØ λ(1 + r)^2x = r(1 + x)^2, leßawiæ v intervale [r, 1), i dlØ fftogo kornØ imeem |F (w)| 6 α_{λ,r}. (14)

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 161 Pokaßem teper~, qto l¸baØ toqka w ≠ 0, |w| < r_λ, prinadleßit oblasti g(|ζ| < 1). Predpoloßim protivnoe, t.e. qto imeet mesto neravenstvo r_λ > r^∗ = sup{r : r < 1, |F (w)| < 1, ∀ w, |w| = r}. Oqevidno, na okrußnosti |w| = r^∗ naædetsØ toqka w^∗, dlØ koto- roæ |F (w^∗)| = 1. (15)

S drugoæ storony, dlØ l¸boæ posledovatel~nosti toqek w_k, |w_k| < r^∗, k = 1, 2, . . ., shodØweæsØ k w^∗, ocenka (14) daet |F (w_k)| 6 α_{λ,r}� , k = 1, 2, . . ., qto protivoreqit uslovi¸ (15). Sledovatel~no, (14) vypolnØetsØ dlØ l¸byh toqek w, |w| = r < r_λ, otkuda vytekaet neravenstvo |Φ[ρ(z)]| ¿ r α_{λ,r} |Φ[δ(z)]|, z = z(w), w /∈ w(γ), |w| < r_λ, ffkvivalentnoe neravenstvu (6), v kotorom l(z) = |w(z)|/α_{λ,|w(z)|}. Pristupim k dokazatel~stvu utverßdeniØ o sluqaØh ravenstva. V sootvetstvii s predyduwim dokazatel~stvom, ravenstvo v (5) ili (6) v toqke z /∈ γ vozmoßno tol~ko v sluqae ravenstva v (13) ili (14), sootvetstvenno, v toqke w = w(z). Dannyæ fakt imeet mesto i dlØ z ∈ γ, qto proverØetsØ neposredstvenno.

Pust~ λ < 1 i pust~ neravenstvo (4) ØvlØetsØ strogim. Pokaßem, qto v fftom sluqae funkciØ g^∗(ζ) ne moßet udovletvorØt~ toßdestvu (12), znaqit, neravenstva (13) i (14) ØvlØ¸tsØ strogimi. Deæstvitel~no, predpolagaØ protivnoe, poluqim Ψ(e^{iα}F (w)) ≡ λΨ(e^{iβ} w) + λ − 1, β = α − arg g^′(0), w ∈ G. Ots¸da f(z) = √ H(z)Ψ [ wΦ[δ(z)]e^{iα}Φ(λΨ(e^{iβ} w) + λ − 1) ] , z = z(w). Poskol~ku funkciØ Φ(z) dvuznaqna v toqkah otrezka (−1, 1) i prinimaet na nem znaqeniØ, ravnye po modul¸ edinice, to uqityvaØ neravenstvo (4), kotoroe v dannom sluqae ØvlØetsØ strogim, a takße odnolistnost~ funkcii ȷukovskogo vo vnexnosti

162 A. V. OLESOV ediniqnogo kruga, zakl¸qaem, qto funkciØ, stoØwaØ v pravoæ qasti poslednego ravenstva, ne moßet byt~ odnoznaqno i regulØrno opredelena v toqkah w = re^{−iβ}, Φ^{−1}(2λ^{−1} − 1) < r < 1, a ffto protivoreqit opredeleni¸ funkcii, stoØweæ v levoæ qasti. Esli (4) ØvlØetsØ ravenstvom, to to ße trebovanie odnoznaqnosti daet wΦ[δ(z)]e^{iα} ≡ ±1, otkuda f(z) = λ[As(z) + Bt(z)] + (1 − λ) √ H(z), A^2 + B^2 = 1.

Oqevidno, dlØ fftih funkciæ v levoæ qasti (5) dostigaetsØ ravenstvo. To, qto ravenstvo dostigaetsØ i v (6), sleduet iz togo, qto dlØ funkcii g^∗(ζ), udovletvorØ¸weæ toßdestvu (12), ravenstvo v levoæ qasti (11) imeet mesto vo vseh toqkah otrezka ζ = re^{−iα}, 0 < r < 1 (i tol~ko v fftih toqkah), i iz togo, qto kakaØto qast~ dannogo otrezka perehodit pri otobraßenii w = g(ζ) v krug |w| < r_λ. Na samom dele, ukazannym svoæstvom obladaet ves~ otrezok, ibo v protivnom sluqae v neravenstve (14), kotoroe pri dostatoqno malyh r prevrawaetsØ v ravenstvo, |F (w)| < 1, a s drugoæ storony, na ukazannom otrezke suwestvuet toqka ζ, dlØ kotoroæ α_{λ,r} = 1, r = |g(ζ)| (neposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto dannyæ obraz dannogo otrezka sovpadaet s otrezkom w = re^{−iβ}, 0 < r < r_λ). Esli λ = 1, to, soglasno lemme Xvarca, g^∗(ζ) ≡ ζ, pri fftom neravenstva (11) obrawa¸tsØ v ravenstva. Sledovatel~no, znaki ravenstva v (13) i (14) ime¸t mesto lix~ pri F (w) ≡ e^{iφ}w, φ ≡ const, otkuda f(z) = √ H(z)Ψ(e^{−iφ}Φ[δ(z)]) = cos φs(z) + sin φt(z).

Teorema dokazana.

Zameqanie 1. Esli v usloviØh teoremy λ(a) = 0, to posred-

stvom predel~nogo perehoda netrudno dokazat~ spravedlivost~ neravenstva (5), v kotorom h(z) = [r(z)]^{1/k(a)}. Esli γ = ⊥, to neravenstvo meßdu levoæ i pravoæ qastØmi (5), s ravenstvom tol~ko dlØ funkciæ vida (9), neposredstvenno sleduet iz (3).

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 163 Pust~ γ^∗ – sovokupnost~ osobyh toqek funkciæ f(z) i ω(z), leßawih na vewestvennoæ osi. Na mnoßestve G_z \ γ, za iskl¸- qeniem osobyh toqek, opredelena analitiqeskaØ i nepreryvnaØ vplot~ do R\ γ^∗ funkciØ

Δ(z) = −if(z)(Φ[ρ(z)]/ρ(z) − 1) (Δ(z) = √ H(z) − f^2(z)).

Poloßim Ω(x) := ω^′(x)/ω(x). Neposredstvennye vyqisleniØ s ispol~zovaniem ravenstv (1) i (2) da¸t

Φ^′[ρ(z)] Φ[ρ(z)] ρ^′(z) = 1 iΔ(z) [ f^′(z) − f(z) H^′(z) 2H(z) ] , z ∈ G_z \ γ, (16) H^′(x) 2H(x) = Re Ω(x),

Φ^′[δ(x)] Φ[δ(x)] δ^′(x) = i Im Ω(x), x ∈ R\ γ^∗. (17)

Na osnovanii poslednego ravenstva netrudno ustanovit~, qto ∂ arg ω(x) ∂x = ImΩ(x) < 0, x ∈ R\ γ^∗. �to utverßdenie takße moßno naæti v [1, s. 23].

3.2. Pust~ A(z) = s(z)f(z) + t(z)Δ(z) H(z) , B(z) = t(z)f(z) − s(z)Δ(z) H(z) , ~A(z) = s(z)f(z) − t(z)Δ(z) H(z) , ~B(z) = t(z)f(z) + s(z)Δ(z) H(z) . Teorema 2. Esli funkciØ f(z) podqinena funkcii ω(z) = s(z) +

it(z) ∈ E, to v toqkah x ∈ R \ γ^∗, v kotoryh Δ(x) ¿ 0, ime¸t mesto ocenki

~A(x)s^′(x) + ~B(x)t^′(x) + Δ(x)Λ(x) 6 f(x) Re Ω(x) 6 f^′(x) 6

6 A(x)s^′(x) + B(x)t^′(x) − Δ(x)Λ(x), (18) gde Λ(x) := max_{a∈γ} { Im a |x − a|^2 K(a) } , K(a) := 2 k(a) ( 1 − [λ(a)]^{k(a)/2} ) , libo Λ(x) :≡ 0 pri γ = ⊥. DlØ funkciæ vida (9) A(z) ≡ A, B(z) ≡ B.

164 A. V. OLESOV

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ^′(x) ≠ 0 v nekotoroæ toqke x ∈ R\ γ^∗ i

Δ(x) > 0. Esli poloßit~ √ H(x) > 0, to iz opredeleniØ funkcii Δ(z) sleduet, qto ρ(x) leßit na verhnem beregu otrezka [−1, 1], t.e. ρ^′(x) > 0, qto ffkvivalentno promeßutoqnomu neravenstvu v (18).

Dokaßem teper~ kraænie neravenstva. Pust~ a ∈ γ, λ(a) ≠ 0, w = g(ζ) – sootvetstvu¸waØ odnolistnaØ funkciØ iz §2. Esli toqka ζ, |ζ| = 1, ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnosti funkcii g(ζ), priqem |g(ζ)| = 1, to predel~nym perehodom iz pravoæ qasti (11) poluqim |g^′(ζ)| ¿ [λ(a)]^{−k(a)/2}. (19)

Esli toqka w, |w| = 1, ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnosti funkcii F (w) i odnovremenno leßit na granice oblasti D ∈ D takoæ, qto F (D) ∩ {ζ : |ζ| < 1} = ⊥, to neobhodimo v fftoæ toqke ∂|F | ∂|w| 6 0. Esli F (D) = {ζ : |ζ| < 1}, to iz (19) zakl¸qaem, qto v takoæ toqke ∂|F | ∂|w| = |g^′(ζ)|^{−1} 6 [λ(a)]^{k(a)/2}. (20)

Takim obrazom, (20) vypolnØetsØ vo vseh toqkah mnoßestva {w : |w| = 1, ρ^′[z(w)] ≠ 0, w ≠ −1, z(w) /∈ γ^∗}. V fftih toqkah, v silu (16) i (17), ∂|F | ∂|w| = 1 + k(a) | | | | ∂ ∂w Φ[ρ(z)] | | | | − k(a) | | | | ∂ ∂w Φ[δ(z)] | | | | = = 1 + k(a)|z^′(w)| (| | | f^′(z) − f(z) Re Ω(z) Δ(z) | | | | − | ImΩ(z)| ) , z = z(w). Ots¸da, soglasno (20), poluqim

|f^′(x) − f(x) Re Ω(x)| 6

6 |Δ(x)|^(− Im Ω(x) −^{1 − [λ(a)]k(a)/2}_{k(a)} |w^′(x)|^) , x ∈ R\ γ^∗. (21)

ZameqaØ, qto w^′(z) = −2i Im a/(z − a)^2, f(z) = A(z)s(z) + B(z)t(z), f(z) = ~A(z)s(z) + ~B(z)t(z),

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 165 Δ(z) = A(z)t(z) − B(z)s(z), −Δ(z) = ~A(z)t(z) − ~B(z)s(z), i pol~zuØs~ ravenstvom [As(x) + Bt(x)] Re Ω(x) − [At(x) − Bs(x)] Im Ω(x) = As^′(x) + Bt^′(x), spravedlivym dlØ l¸byh qisel A i B, poluqim neravenstva (18), v kotoryh Λ(x) =

Im a |x − a|^2 K(a). Sluqaæ λ(a) = 0 rassmatrivaetsØ pri pomowi predel~nogo perehoda. DlØ rassmotreniØ sluqaØ γ = ⊥ sleduet primenit~ (18) k funkciØm

~f (z) = f(z)(z^2 + r^2)/z^2, ~ω(z) = ω(z)(z + ir)^2/z^2, r > 0,

i pereæti k predelu pri r → 0. Poslednee utverßdenie teoremy proverØetsØ neposredstvenno.

Zameqanie 2. Esli v usloviØh teoremy 2 Δ(x) 6 0, to, primenØØ

(18) k funkcii −f(z), poluqim analogiqnye ocenki i dlØ takih toqek.

Zameqanie 3. V usloviØh teoremy 2

A(x)s^′(x) + B(x)t^′(x) = Re { Φ[ρ(x)] Φ[δ(x)]

[s^′(x) + it^′(x)] } , ~A(x)s^′(x) + ~B(x)t^′(x) = Re { Φ[ρ(x)] Φ[δ(x)]

[s^′(x) + it^′(x)] } . V silu ravenstv A^2(z) + B^2(z) = 1, ~A^2(z) + ~B^2(z) = 1, iz teoremy 2 sleduet

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 2 pri l¸byh x ∈ R\ γ^∗, α ∈ R

imeet mesto neravenstvo | |f^′(x) + αf(x) | | 6 max^|A^[s^′(x) + αs(x)^] + B^[t^′(x) + αt(x)^{]|}− − √| |ω(x) | |^2 − f 2(x) Λ(x), x ∈ R\ γ^∗, gde dlØ kaßdogo fiksirovannogo x maksimum beretsØ po vsevozmoßnym param qisel A, B, udovletvorØ¸wih ravenstvam A^2 + B^2 = 1, As(x) + Bt(x) = f(x).

166 A. V. OLESOV

Sledstvie 2. Pust~ dopustimaØ (ne vewestvennaØ) funkciØ f(z)

udovletvorØet neravenstvam | | | | f(z) ω(z) | | | | 6 1,^|^{f(z)}_{ω(z)}^| 6 1, Im z ¿ 0, ω(z) ∈ E. Togda pri l¸byh α ∈ R, x ∈ R\ γ^∗ | |f^′(x) + αf(x) | | 6^|ω^′(x) + αω(x)^|− − min 06φ<2π {√ |ω(x)|^2 − [ Re ( e^{iφ}f(x) )]_2 Λ_φ(x) } , gde Λ_φ(x) sovpadaet s Λ(x), opredelennoæ dlØ funkcii [ e^{iφ}f(z) + e^{−iφ}f (z) ] /2. DlØ dokazatel~stva dannogo neravenstva v fiksirovannoæ toqke x nußno primenit~ sledstvie 1 k funkcii [ e^{iφ}f(z) + e^{−iφ}f (z) ] /2, gde φ ∈ R udovletvorØet uslovi¸ Re { e^{iφ} [ f^′(x) + αf(x) ]} = |f^′(x) + αf(x)|. Soglasno (1) i (16), neravenstvo (21) ffkvivalentno neravenstvu |ρ^′(x)| √ 1 − ρ^2(x) 6

− Im Ω(x) − K(a) 2 |w^′(x)|, x ∈ R\ γ^∗, (22) pravaØ qast~ kotorogo, kak legko proverit~, ravna

∂ arg ω(x) − K(a) arg(x − a) ∂x . Oboznaqim qerez (x_1, x_2) interval vewestvennoæ osi, ne soderßawiæ toqek γ^∗, i poloßim dlØ nekotorogo a ∈ γ ψ(θ) = f(x) |ω(x)| , θ = θ(x) = arg ω(x) − K(a) arg(x − a),

α = θ(x_1), β = θ(x_2).

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 167

Sledstvie 3. Spravedlivo neravenstvo |ψ^′(θ)| 6 √ 1 − ψ(θ)^2, α < θ < β, (23) obrawa¸weesØ v ravenstvo dlØ funkciæ vida (9).

Sledstvie 3 usilivaet analogiqnyæ rezul~tat N. N. Meæmana [1], kotoryæ v opredelenii funkcii ψ(θ) polagal θ(x) = arg ω(x).

IntegriruØ (23), nahodim

| arccos ψ(θ) − arccos ψ(θ_0)| 6 |θ − θ_0|, θ, θ_0 ∈ (α, β).

Ots¸da, v svo¸ oqered~, sledu¸t ffkvivalentnye (23) neravenstva ψ(θ) ¿ cos(θ − θ_0 − ε), θ ∈ [θ_0 − π + ε, θ_0], (24)

ψ(θ) ¿ cos(θ − θ_0 + ε), θ ∈ [θ_0, θ_0 + π − ε], (25)

gde ε = arccos ψ(θ_0), a takße

|ψ(θ + h) − ψ(θ)| 6 2 sin(h/2), 0 < h 6 π, (26)

i neravenstvo |ψ(θ + h) − ψ(θ)| 6 sin h, 0 < h 6 π/2, pri dopolnitel~nom uslovii ψ(θ + h)ψ(θ) ¿ 0.

Sledstvie 4. Esli α = −∞, β = +∞ i sup |ψ(θ)| = 1, to imeet

mesto neravenstvo

sup −∞<θ<+∞ | | | | | | θ+h∫ θ ψ(θ) dθ | | | | | | ¿ 2 sin^h_2 , 0 < h 6 2π.

Dokazatel~stvo. Budem polagat~, qto sup ψ(θ) = 1, v protiv-

nom sluqae rassmatrivaem funkci¸ −ψ(θ). Vybrav θ_0 tak, qtoby ψ(θ_0) bylo dostatoqno blizko k 1, my moßem sdelat~ ε skol~ ugodno malym. OstaetsØ prointegrirovat~ neravenstva (24), (25) na intervalah [θ_0 − h/2, θ_0], [θ_0, θ_0 + h/2], sootvetstvenno.

168 A. V. OLESOV

3.3. Pust~ dana posledovatel~nost~ qisel tj , j = 1, 2, . . ., k, k ¿

1, leßawih v polupolose Im t < 0, −π < Re t 6 π, i pust~ n ∈ N ∪ {0}. Budem govorit~, qto funkciØ f(t) prinadleßit klassu T_n(t_1, t_2, . . ., t_k), esli:

1) f(t) = p_m(t)/q_k(t), gde p_m(t), q_k(t) – trigonometriqeskie polinomy s vewestvennymi kofffficientami porØdka sootvetstvenno m i k, priqem m − k 6 n;

2) t_j , j = 1, 2, . . ., k, – pol¸sy funkcii f(t), sqita¸wiesØ s uqetom ih kratnosteæ;

3) imeet mesto neravenstvo |f(t)| 6 1, t ∈ R. Poloßim

W (ζ) = k∏ j=1 1 − e^{itj} ζ ζ − e^{itj} , ω(t) = e^{int}W (e^{it}). Esli f(t) ∈ T_n(t_1, t_2, . . ., t_k), to moßno pokazat~, qto f(−t) podqinena funkcii ω(−t) ∈ E. Neravenstvo (22) dlØ dannyh funkciæ daet nekotoru¸ ocenku |f^′(t)| na R. My ee ne privodim, poskol~- ku imeet mesto bolee sil~nyæ rezul~tat. DlØ ego formulirovki vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: I = { {1, 2, . . ., k}, esli n = 0, {0, 1, . . ., k}, esli n > 0; Π_j(t) = lim_{τ→tj} { |e^{iτ} |^2 − 1 |e^{it} − e^{iτ} |^2 ( 1 − |2f(τ )/ω(τ )|^{1/2} )} , t_0 = −i∞. Poslednee ravenstvo oznaqaet ffkvivalentnost~ uslo- viæ t → t_0, e^{it} → ∞. Sledstvie 5. Esli f(t) ∈ Tn(t1, t2, . . . , tk), to pri t ∈ R imeet

mesto neravenstvo |f^′(t)| 6 √ 1 − f^2(t) [_k∑ j=1 |e^{itj} |^2 − 1 |e^{it} − e^{itj} |^2 + n − max_{j∈I} Π_j(t) ] , (27)

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 169 DlØ funkciæ vida f(t) = A 2 [ ω(t) + 1 ω(t) ] + B 2i [ ω(t) − 1 ω(t) ] , A^2 + B^2 = 1,

neravenstvo prevrawaetsØ v ravenstvo.

Dokazatel~stvo. Pust~ R(ζ) – algebraiqeskaØ drob~, udovle-

tvorØ¸waØ ravenstvu f(t) = R(e^{it}), i pust~ ~f (z) = R[ζ(z)], ~ω(z) = ζ^n(z)W [ζ(z)], gde ζ(z) = (z + i)/(z − i) – odnolistnoe otobraßenie verhneæ poluploskosti na oblast~ |ζ| > 1. V silu obobwennogo principa maksimuma, |ζ^{−n}R(ζ)/W (ζ)| < 1, |ζ| > 1, t. e. | ~f (z)/~ω(z)| < 1, Im z > 0. Krome togo, ~ω(z) = 1/~ω(z), |~ω(z)| > 1, Im z > 0. Takim obrazom, funkciØ ~f (z) podqinena funkcii ~ω(z) ∈ E. Pust~ z(ζ) = i(ζ + 1)/(ζ − 1) – funkciØ, obratnaØ k ζ(z). Toqki z(e^{itj} ), j = 1, . . ., k, a pri n > 0 i toqka z = i, – kratnye nuli drobi ~ω(z)/~ω(z). PolagaØ x(t) = z(e^{it}), zametim, qto ω(t) = ~ω[x(t)], f(t) = ~f [x(t)]. Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto primenenie neravenstva (21) k ~f (z), ~ω(z) i domnoßenie levoæ i pravoæ ego qasteæ na −x^′(t), t ∈ R, daet (27). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

Sledu¸wiæ rezul~tat byl poluqen V. N. Dubininym v [6].

Sledstvie 6. Esli trigonometriqeskiæ polinom

p_n(t) = n∑ k=0 (a_k cos kt + b_k sin kt), a_k, b_k ∈ R, a^2_n + b^2_n ≠ 0,

170 A. V. OLESOV udovletvorØet neravenstvu |p_n(t)| 6 1, t ∈ R, to |p^′_n(t)| 6 [ n − 1 + (a^2_n + b^2_n)^{1/4} ]√ 1 − p^2_n(t), t ∈ R. DlØ polinomov

p_n(t) = a_n cos nt + b_n sin nt, a^2_n + b^2_n = 1,

neravenstvo prevrawaetsØ v ravenstvo¸.

Dokazatel~stvo sovpadaet s dokazatel~stvom sledstviØ 5, v kotorom nußno polagat~ B_c(ζ) ≡ 1.

Sledstvie 7. DlØ trigonometriqeskogo polinoma

p_n(t) = n∑ k=0 (a_k cos kt + b_k sin kt), a_k, b_k ∈ R, a^2_n + b^2_n ≠ 0

vypolnØetsØ

max_t |p_n(t + h) − p_n(t)| 6 2 sin ~nh 2 M, 0 < h < π ~n , (28)

max_t |p_n(t + h) − p_n(t)| ¿ 2 n sin nh 2 M_1, 0 < h < 2π n , (29)

gde M = max_t |p_n(t)|, M_1 = max_t |p^′_n(t)|, ~n = n − 1 + √ 1/M (a^2_n + b^2_n)^{1/4}, ~n = n − 1 + √ n/M_1 (a^2_n + b^2_n)^{1/4}.

Dokazatel~stvo. Esli ψ(θ) – differenciruemaØ na R funkciØ,

to dlØ spravedlivosti neravenstva (26) i sledstviØ 4 dostatoqno vypolnenie neravenstva (23) na vewestvennoæ osi, qto bylo ustanovleno pri dokazatel~stve sootvetstvu¸wih utverßdeniæ. No, v silu sledstviØ 6, dlØ funkciæ ψ(θ) = p_n(θ, ~n)/M, ψ_1(θ) = p^′_n(θ, n)/M_1, ffto neravenstvo imeet mesto. Neravenstvo (26) dlØ funkcii ψ(θ) prevrawaetsØ v (28), a primenenie sledstviØ 4 k ψ_1(θ) daet (29).

Otmetim, qto (29) usilivaet izvestnoe neravenstvo S. B. Steqkina [5].

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 171

3.4. Teorema 3. Pust~ funkciØ f(z) podqinena funkcii ω(z) =

s(z) + it(z) ∈ E i λ(a) ≠ 0 v nekotoroæ toqke a ∈ γ. Togda [λ(a)]^{k(a)} ( 1 + k(a) Im a lim_{z→a} |D(z)| ) 6 1, gde D(z) := f^′(z) f(z) ( 1 + H(z) 2f^2(z) ) − s^′(z) s(z) ( 1 + H(z) 2s^2(z) ) + + H^′(z) 4 ( 1 s^2(z) − 1 f^2(z) ) . Esli |ω(z)/ω(z)|^{k(a)} = |(z − a)/(z − a)|^2, z ∈ C , to ravenstvo dostigaetsØ tol~ko dlØ funkciæ vida (7) ili (8), v protivnom sluqae – tol~ko dlØ funkciæ vida (9).

Dokazatel~stvo. Pust~ v nekotoroæ prokolotoæ okrestnosti

toqki w = 0 P (w) = w F^′(w) F (w) . DlØ dannoæ funkcii imeem

P (w) = 1 + k(a)z^′(w)w [ Φ^′[δ(z)]δ^′(z) Φ[δ(z)] − Φ^′[ρ(z)]ρ^′(z)

Φ[ρ(z)] ] , z = z(w). Zametim, qto z^′(0) = −2 Im a. UqityvaØ dannyæ fakt, a takße ravenstvo (1), poluqim

lim_{w→0} P (w) − 1 w = 2k(a)D Im a, gde D := lim_{z→a} [ ρ^′(z) √ ρ^2(z) − 1 − δ^′(z) √ δ^2(z) − 1 ] =

= lim_{z→a} [ f^′(z) √ H(z) − ρ(z)H^′(z)/2 H(z) √ ρ^2(z) − 1 − s^′(z)H(z) − s(z)H^′(z)/2 it(z)H(z) ] . Ispol~zuØ teoremu Sohockogo, ne sostavlØet truda ustanovit~, qto toqka a ne moßet byt~ suwestvenno osoboæ toqkoæ funkciæ ω(z), ω(z). V vidu fftogo, iz fflementarnyh soobraßeniæ nahodim lim_{z→a} [ f^′(z) √ H(z) H(z) √ ρ^2(z) − 1 − s^′(z) it(z) ] =

172 A. V. OLESOV

= lim_{z→a} [ f^′(z) f(z) − s^′(z) s(z) + f^′(z)H(z) 2f^3(z) − s^′(z)H(z) 2s^3(z) ] ,

lim_{z→a} [ s(z)H^′(z)/2 it(z)H(z) − ρ(z)H^′(z)/2 H(z) √ ρ^2(z) − 1 ] = lim_{z→a} [ H^′(z) 2 ×

× s(z) ( ρ(z) − Φ^{−1}[ρ(z)] ) − it(z)ρ(z) it(z)H(z)ρ(z) ] = lim_{z→a} [ H^′(z) 4s^2(z) − H^′(z) 4f^2(z) ] . Takim obrazom, D = lim_{z→a} D(z). S drugoæ storony, na osnovanii pravila LopitalØ,

lim_{w→0} P (w) − 1 w = F^{′′}(0) 2F^′(0) . V fftom sluqae, oqevidno,

g^{′′}(0) = −F^{′′}(0)[g^′(0)]^3 = −4k(a)D Im a[g^′(0)]^2,

sledovatel~no, v razloßenii funkcii (10)

α_2 = −2k(a)D Im a lim_{z→a}[f(z)/s(z)]^{k(a)}.

Soglasno [10, s. 94],

|α_2| 6 2 ( 1 − [λ(a)]^{k(a)} ) , (30)

qto ffkvivalentno neravenstvu teoremy.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ o sluqaØh ravenstva otmetim, qto ravenstvo v (30) vozmoßno lix~ v sluqae vypolneniØ toßdestva (12) ([10, s. 94]), qto imeet mesto, kak bylo pokazano v dokazatel~stve teoremy 1, lix~ dlØ ukazannyh funkciæ. Teorema dokazana.

Zameqanie 4. Esli v usloviØh teoremy a ∈ γ \ γ1, to formula

dlØ D(z) prinimaet osobenno prostoæ vid: D(z) = f^′(z) f(z) − s^′(z) s(z) .

NERAVENSTVA DL˚ MAȷORANTNYH FUNKCI` 173 Literatura

1. N. N. Meæman, Differencial~nye neravenstva i nekotorye voprosy ras-

predeleniØ nuleæ celyh i odnoznaqnyh analitiqeskih funkciæ, Uspehi

mat. nauk 7, vyp. 3 (1952), 3–62.

2. N. I. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii, M., 1965. 3. V. N. Dubinin, O primenenii konformnyh otobraßeniæ v neravenstvah

dlØ racional~nyh funkciæ, Izv. RAN, ser. mat. 66, No. 2 (2002), 67–80.

4. P. Borwein, T. Erdelyi, J. Zhang, Chebyshev polynomials and Markov-Bernstein type inequalities for the rational spaces, J. London Math. Soc. 50 (1994), 501–519.

5. S. B. Steqkin, Obobwenie nekotoryh neravenstv S. N. Bernxteæna, Dokl. AN SSSR 60, No. 9 (1948), 1511–1514.

6. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. 191, No. 12 (2000), 51–60.

7. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebrai-

qeskih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

8. U. Heæman, P. Kennedi, Subgarmoniqeskie funkcii, M., 1980. 9. N. A. Lebedev, Nekotorye ocenki dlØ funkciæ, regulØrnyh i odnolistnyh

v kruge, Vestn. LGU, No. 11, ser. mat., fiz., him., vyp. 4 (1955), 3–21.

10. N. A. Lebedev, Princip plowadeæ v teorii odnolistnyh funkciæ, M., 1975.

Postupilo 19 aprelØ 2004 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: olesov@iam-mail.febras.ru