Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

A. V. Olesov

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` KONEQNO` STEPENI I POLINOMOV

§1. Vvedenie

Celoæ funkcieæ koneqnoæ stepeni, sleduØ S. N. Bernxteænu, my budem nazyvat~ celu¸ funkci¸ f(z), dlØ kotoroæ lim |z|→∞ log |f(z)| |z| < ∞. Ukazannyæ verhniæ predel nazyvaetsØ stepen~¸ funkcii f(z).

Oboznaqim qerez A^τ_σ mnoßestvo celyh funkciæ koneqnoæ stepeni, v tom qisle i mnogoqlenov, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. f(z) ≠ 0, Im z > 0, 2. h_f (π/2) = τ , h_f (−π/2) = σ, gde h_f (θ) = lim_{r→∞} log |f(re^{iθ} )| r – indikator rosta funkcii f(z). Esli funkciØ f(z) klassa A^τ_σ ograniqena na vewestvennoæ osi i σ ¿ τ , to f(z) – celaØ funkciØ stepeni σ. Mnoßestvo ograniqennyh na vewestvennoæ osi funkciæ iz A^0_σ sostavlØet klass funkciæ, asimmetriqeskih v smysle Boasa.

Klassiqeskiæ rezul~tat Bernxteæna sostoit v tom, qto esli celaØ funkciØ koneqnoæ stepeni σ udovletvorØet neravenstvu |f(x)| 6 1, x ∈ R, (1) to |f^′(x)| 6 σ, x ∈ R. (2) Iz principa Fragmena i Lindelefa sleduet, qto dlØ takih funkciæ |f(z)| 6 e^{σ|y|}, y = Im z, z ∈ C . (3) Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00028). 174

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 175 Boas [1] pokazal, qto dlØ funkciæ f(z) ∈ A^0_σ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (1), neravenstva (2) i (3) moßno zamenit~ na bolee sil~nye: |f^′(x)| 6 σ 2 , x ∈ R, (4)

|f(z)| 6 e^{σ|y|} + 1 2 , y = Im z 6 0. (5)

N. K. Govil i K. I. Rahman [2] utoqnili (4), dokazav sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema A. Pust~ f(z) – celaØ funkciØ koneqnoæ stepeni σ, i

pust~ f(z) ≠ 0, Im z > −k, k > 0, h_f (π/2) = 0, h_f0 (π/2) = −λ < 0, h_ω0 (π/2) 6 −λ < 0,

gde ω = e^{iσz}f (z). Togda (1) vleqet neravenstvo |f^′(x)| 6 σ 1 + e^{λk} , x ∈ R. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii f(z) = [ exp(iλz) − exp(λk) 1 + exp(λk) ]_{σ/λ} . Zdes~ i dalee, f (z) := f(z). T. G. Genqev [3] obobwil neravenstvo (4) na funkci¸ A^τ_σ , σ ¿ τ , dokazav, qto (1) vleqet toqnoe neravenstvo |f^′(z)| 6 1 2 ( σe^{σ|y|} + |τ |e^{−τ|y|} ) , y = Im z 6 0. (6)

Krome togo, on pokazal, qto esli dlØ celoæ funkcii f(z), udovletvorØ¸weæ neravenstvu (1), f (z)e^{i(σ−τ )z} ∈ A^τ_σ , τ 6 0, to sup −∞<x<∞ |f^′(x)| ¿ 1 2 (σ + |τ |). (7)

176 A. V. OLESOV V [4] R. B. Gardner i N. K. Govil ustanovili, qto dlØ funkciæ

f(z) ∈ A^0_σ, udovletvorØ¸wih (1), |σf(z) + i(1 − ζ)f^′(z)| 6 σ 2 ( |ζ|e^{σ|y|} + 1 ) , y = Im z 6 0, |ζ| ¿ 1. (8)

Oba neravenstva Boasa soderßatsØ v (8) kak qastnye sluqai pri ζ = ∞ i ζ = 1.

V nastoØweæ rabote dokazyvaetsØ rØd toqnyh neravenstv dlØ funkciæ iz A^τ_σ . DlØ l¸byh z i ζ iz nißneæ poluploskosti poluqena dvustoronnØØ ocenka modulØ |L(z)|,

L(z) := f(z) f (z)e^{i(σ−τ )z} , zavisØwaØ ot z, ζ i |L(ζ)| (teorema 1). Dannyæ rezul~tat utoqnØet neravenstvo

|L(z)| 6 1, Im z 6 0, (9)

vyteka¸wee iz lemmy B. ˚. Levina. Utverßdenie teoremy 5 ØvlØetsØ drugim utoqneniem neravenstva (9). V teoreme 3 ocenivaetsØ veliqina Im{f^′(x)/f(x)} na vewestvennoæ osi. �tot rezul~tat moßno rassmatrivat~ kak ocenku |L^′(x)| snizu qerez znaqeniØ modulØ |L(z)| v toqkah nißneæ poluploskosti. Sledstvie 2 utoqnØet neravenstvo (6), a sledstvie 4 usilivaet ego. Sledstvie 3 obobwaet i usilivaet teoremu A. Pri fftom vyØsnØetsØ, qto uslovie h_ω0 (π/2) 6 −λ < 0, figuriru¸wie v formulirovke teoremy A, ØvlØetsØ lixnim. Sledstvie 5 obobwaet i usilivaet (7). DlØ trigonometriqeskih polinomov ukazannye teoremy usileny i zapisany v terminah algebraiqeskih polinomov. V rabote takße usilivaetsØ neravenstvo �rdexa–Laksa [5] (sledstviØ 7, 9), usilivaetsØ i obobwaetsØ neravenstvo Turana [6] (sledstvie 10). Sledstvie 8 usilivaet sledu¸wee utverßdenie, prinadleßawee Qenu i Maliku [7].

Teorema V. Pust~ polinom p(z) = c0 +^{n∑}_{k=1} ckz^k ne obrawaetsØ v

nul~ v kruge |z| < k, k ¿ 1, togda max |z|=1 |p^′(z)| 6 n 1 + k^′ max |z|=1 |p(z)|.

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 177

Esli l ØvlØetsØ delitelem n, to dlØ polinoma p(z) = (z^l + k^l)^{n/l} imeet mesto ravenstvo.

Legko videt~, qto teorema V ØvlØlas~ by prostym sledstviem teoremy A, esli by ne ograniqenie na ω^′(z), kotoroe, kak uße bylo skazano, ØvlØetsØ lixnim.

PoslednØØ teorema utoqnØet neravenstvo Gardnera i Govila dlØ |ζ| = 1, a vmeste s neravenstvom Boasa (4) soderßit (8).

Dokazatel~stva osnovnyh teorem osnovyva¸tsØ na postroenii po zadannoæ funkcii f(z) ∈ A^τ_σ konformnogo i odnolistnogo otobraßeniØ w = g(ξ) i na posledu¸wem primenenii k fftomu otobraßeni¸ rezul~tatov geometriqeskoæ teorii funkciæ. Dannyæ podhod k poluqeni¸ neravenstv dlØ polinomov byl predloßen V. N. Dubininym v rabotah [8, 9]. DlØ dokazatel~stva teoremy 7 ispol~zuetsØ teorema avtora dlØ maßorantnyh analitiqeskih funkciæ.

§2. Nekotorye konformnye otobraßeniØ

Vaßnu¸ rol~ v rabote igraet lemma B. ˚. Levina [10], ØvlØ¸- waØsØ obobweniem izvestnogo principa Fragmena i Lindelefa.

Lemma 1. Pust~ f(z) i ω(z) – celye funkcii koneqnoæ stepeni,

priqem ω(z) ne imeet nuleæ v verhneæ poluploskosti i |f(x)| 6 |ω(x)|, x ∈ R. Togda ψ(z) = f(z)/ω(x) – funkciØ ffksponencial~nogo tipa v verhneæ poluploskosti, priqem

h_f (θ) = h_ω(θ) + k sin θ, 0 6 θ 6 π, k = h_ψ(π/2) i |ψ(z)| 6 e^{ky}, y = Im z ¿ 0. Pust~ f(z) ∈ A^τ_σ . Zafiksiruem kaku¸ libo toqku ζ, Im ζ < 0, dlØ kotoroæ f(ζ) ≠ 0, i vvedem v rassmotrenie funkci¸ ξ = F_1(w) = wL^{−1}[z(w)], |w| < 1, gde z(w) = ζw + ζ w + 1

178 A. V. OLESOV – konformnoe otobraßenie ediniqnogo kruga na nißn¸¸ poluploskost~ takoe, qto z(0) = ζ.

Pust~ D – sovokupnost~ oblasteæ, sostavlØ¸wih mnoßestvo {w : |w| < 1} \ {w : |F_1(w)| = 1}. Iz neravenstva (9), spravedlivogo v silu lemmy 1, sleduet, qto pri priblißenii toqki w k granice kaßdoæ oblasti iz D vse predel~nye znaqeniØ modulØ |F_1(w)| bol~xe libo ravny edinice. Krome togo,

|F^′_1(0)| = [L(ζ)]^{−1} ≠ 0.

PovtorØØ dokazatel~stvo lemmy 2.2 [9] po otnoxeni¸ k funkcii F_1(w), ubeßdaemsØ, qto dlØ l¸boæ oblasti D ∈ D libo

F_1(D)∩{ξ : |ξ| < 1} = ?, libo F_1(D) = {ξ : |ξ| < 1}. Vo vtorom slu-

qae suwestvuet obratnaØ k F_1(w) funkciØ w = g_1(ξ), odnolistno otobraßa¸waØ krug |ξ| < 1 na oblast~ D.

Oboznaqim qerez B^n_m mnoßestvo funkciæ vida

P (z) = m∑ k=−n c_kz^k, c_{−n} ≠ 0, c_m ≠ 0, n, m ∈ Z, −n 6 m, (10) ne ime¸wih nuleæ v oblasti 0 < |z| < 1.

Na mnoßestve |z| > 1 rassmotrim analitiqesku¸ funkci¸

H(z) := P (z) P (1/z)z^{m−n} . V silu obobwennogo principa maksimuma (ili svoæstva drobno lineænogo otobraßeniØ), |H(z)| 6 1, |z| > 1.

Zafiksiruem qislo ζ, |ζ| > 1, dlØ kotorogo P (ζ) ≠ 0, libo poloßim ζ = ∞. Vvedem v rassmotrenie funkci¸ ξ = F_2(w) := wH^{−1}[z(w)], |w| < 1, gde z(w) = { (w − ζ)/(ζw − 1), esli ζ ≠ ∞, 1/w, esli ζ = ∞ perevodit ediniqnyæ krug na ego vnexnost~ tak, qto z(0) = ζ.

Vse vyxeskazannoe dlØ funkcii ξ = F_1(w) legko perenositsØ na funkci¸ ξ = F_2(w). Oboznaqim qerez w = g_2(ξ), |ξ| < 1, sootvetstvu¸wu¸ obratnu¸ k F_2(w) funkci¸.

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 179

§3. Neravenstva dlØ celyh funkciæ Pust~ w = Φ(z) – funkciØ, ØvlØ¸waØsØ obratnoæ k funkcii ȷukovskogo

z = Ψ(w) := 1 2 ( w + 1 w ) , |w| > 1. Teorema 1. Esli f(z) ∈ A^τ_σ , to dlØ l¸byh z i ζ, z ≠ ζ, iz polu-

ploskosti Im z < 0 vypolnØetsØ

|L(z)| 6 r(z, ζ)Φ (|L(ζ)|(Ψ[r(z, ζ)] − 1) + 1) 6 1. (11)

V sluqae |L(ζ)| ≠ 0, r(z, ζ) < r_ζ imeem |L(z)| ¿ r(z, ζ)Φ (|L(ζ)|(Ψ[r(z, ζ)] + 1) − 1) . (12) Zdes~ r(z, ζ) = | | z − ζ z − ζ | | ; r_ζ = 2|L(ζ)|^{−1} − 1 − 2 √ |L(ζ)|^{−1}(|L(ζ)|^{−1} − 1). Pri L(ζ) ≠ 0 ravenstva v (11), (12) dostiga¸tsØ dlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih toßdestvu L(z) ≡ η, |η| = 1, i tol~ko dlØ nih.

Dokazatel~stvo. Pust~ λ = |L(ζ)| ≠ 0; w = g1(ξ) – sootvetstvu¸-

waØ odnolistnaØ funkciØ iz p. 2. Oqevidno, g^′_1(0) = L(ζ). FunkciØ g^∗(ξ) = g_1(ξ)/g^′_1(0) v kruge |ζ| < 1 odnolistna, po modul¸ men~xe qem λ^{−1} i predstavlØetsØ stepennym rØdom

g^∗(ξ) = ξ + α_2ξ^2 + α_3ξ^3 + . . . . (13)

V klasse takih funkciæ izvestny toqnye ocenki ( 1 + |λg^∗(ξ)| 1 + |ξ| )_2 6^|^{g∗(ξ)}_ξ^| 6^{(1 − |λg∗(ξ)|}_{1 − |ξ|}^{)2} , 0 < |ξ| < 1, (14) priqem ravenstvo sleva ili sprava, hotØ by v odnoæ toqke, imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda g^∗(ξ) [1 + e^{iα}λg^∗(ξ)]^2 ≡ ξ (1 + e^{iα}ξ)^2

, (15)

α vewestvenno (sm. [12, 13]).

180 A. V. OLESOV

Pust~ w ≠ 0, |w| = r, – toqka mnoßestva g(|ξ| < 1). Pravoe neravenstvo v (14) daet

(1 − |F (w)|)^2 |F (w)| 6 λ (1 − r)^2 r . Vvidu strogogo ubyvaniØ funkcii y = (x − 1)^2/x na promeßutke

0 < x < 1, suwestvuet edinstvennyæ koren~ β_{λ,r} uravneniØ λ(1 − r)^2x = r(1 − x)^2, leßawiæ v intervale [r, 1). Po fftoæ ße priqine

imeet mesto neravenstvo |F (w)| ¿ β_{λ,r}, (16) kotoroe, tem bolee, vypolnØetsØ dlØ toqek w /∈ g(|ξ| < 1). Neravenstvo (16) ffkvivalentno (11), v qem legko ubeditsØ, sdelav zamenu w = (ζ − z)/(z − ζ).

Pust~ w, |w| = r < r_ζ, – toqka mnoßestva g(|ξ| < 1). Levoe neravenstvo v (14) i strogoe ubyvanie funkcii y = (1 + x)^2/x na promeßutke 0 < x < 1 da¸t

(1 + |F (w)|)^2 |F (w)| ¿ λ (1 + r)^2 r > λ (r_λ + 1)^2 r_λ = 4.

Sledovatel~no, suwestvuet edinstvennyæ koren~ α_{λ,r} uravneniØ

λ(1 + r)^2x = r(1 + x)^2, leßawiæ v intervale [r, 1), i dlØ fftogo

kornØ imeem |F (w)| 6 α_{λ,r}. (17) Pokaßem teper~, qto l¸baØ toqka w ≠ 0, |w| < r_ζ , prinadleßit oblasti g_1(|ξ| < 1). Predpoloßim protivnoe, qto imeet mesto neravenstvo r_ζ > r^∗ = sup{r : r < 1, |F (w)| < 1, ∀ w, |w| = r}. Oqevidno, na okrußnosti |w| = r^∗ naædetsØ toqka w^∗, dlØ koto- roæ |F_1(w^∗)| = 1. (18)

S drugoæ storony, dlØ l¸boæ posledovatel~nosti toqek w_k,

|w_k| < r^∗, k = 1, 2, . . ., shodØweæsØ k w^∗, ocenka (17) daet |F (w_k)| 6 α_{λ,r}� , k = 1, 2, . . ., qto protivoreqit uslovi¸ (18). Sledovatel~no, (17) vypolnØetsØ dlØ l¸byh w, |w| = r < r_ζ , qto ffkvivalentno (12).

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 181 Pristupim k dokazatel~stvu utverßdeniØ o sluqaØh ravenstva. Pust~ |L(ζ)| < 1 i pust~ funkciØ g_1(ξ)/g^′_1(0) udovletvorØet toßdestvu (14). Ne sostavlØet truda proverit~, qto g_1(ξ) otobraßaet krug |ξ| < 1 na krug |w| < 1 s razrezom vdol~ radial~nogo otrezka poloßitel~noæ dliny, no ffto, oqevidno, protivoreqit analitiqnosti funkcii F (w) vo vsem kruge |w| < 1. Sledovatel~no, pri |L(ζ)| < 1 neravenstva (16), (17) ØvlØ¸tsØ strogimi. Teorema dokazana.

Teorema 2. Esli P (z) ∈ B^n_m, to dlØ l¸byh z i ζ, z ≠ ζ, iz oblasti

1 < |z| 6 ∞ vypolnØetsØ |H(z)| 6 r(z, ζ)Φ (|H(ζ)|(Ψ[r(z, ζ)] − 1) + 1) 6 1. V sluqae |H(ζ)| ≠ 0, r(z, ζ) < r_ζ imeem |H(z)| ¿ r(z, ζ)Φ (|H(ζ)|(Ψ[r(z, ζ)] + 1) − 1) . Zdes~ r(z, ζ) = | | z − ζ zζ − 1 | | ; r_ζ = 2|H(ζ)|^{−1} − 1 − 2 √ |H(ζ)|^{−1}(|H(ζ)|^{−1} − 1). Pri H(ζ) ≠ 0 ravenstvo v oboih neravenstvah dostigaetsØ dlØ funkciæ s nulØmi iz mnoßestva {|z| = 1} ∪ {0}, i tol~ko dlØ nih.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1 s zamenoæ funkciæ F_1(w), g_1(ξ) na F_2(w) i g_2(ξ).

Zameqanie 1. Esli funkciØ f(z) ∈ A^τ_σ imeet period 2π/μ,

to ona ØvlØetsØ trigonometriqeskim polinomom P (e^{iμz}), gde

P (z) ∈ B^n_m, m = σ/μ, n = τ /μ. Pust~ 0 < λ < 1. FunkciØ rΦ (λ(Ψ[r] − 1) + 1) ubyvaet pri ubyvanii r na promeßutke (0, 1),

a funkciØ rΦ (λ(Ψ[r] + 1) − 1) vozrastaet pri ubyvanii r na promeßutke (0, Φ^{−1}(2λ^{−1} − 1)). Tak kak imeet mesto neravenstvo | | e^{iz} − e^{iζ} e^{iz} e^{iζ} − 1 | | 6^|^{z − ζ}_{z − ζ}^| , Im z < 0, Im ζ < 0, kotoroe ne izmenitsØ, esli sleva zamenit~ z i ζ na μz i μζ, to teorema 2 faktiqeski predstavlØet soboæ usilenie teoremy 1 dlØ funkciæ s poloßitel~nym periodom.

182 A. V. OLESOV

Teorema 3. Esli f(z) ∈ A^τ_σ, to dlØ l¸bogo x ∈ R i l¸bogo z, Im z <

0, vypolnØetsØ Im f^′(x) f(x) 6 σ − τ 2 − [ 1 − √ |L(z)| ] | Im z| |x − z|^2 . (19)

DlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih toßdestvu L(z) ≡ η, |η| = 1, imeet mesto ravenstvo.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem toqku ζ s Im ζ < 0, f(ζ) ≠ 0, i

pust~ z(w) = ζw + ζ w + 1

; w(z) = ζ − z z − ζ ; w = g_1(ξ) – sootvetstvu¸waØ odnolistnaØ funkciØ iz p. 2. Esli

toqka ξ, |ξ| = 1, ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnosti funkcii g_1(ξ), priqem |g_1(ξ)| = 1, to predel~nym perehodom iz pravoæ qasti (14) poluqim

|g^′_1(ξ)| ¿ |L(ζ)|^{−1/2}. (20)

Esli toqka w, |w| = 1, ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnosti funkcii

F_1(w) i odnovremenno leßit na granice oblasti D ∈ D takoæ,

qto F_1(D) ∩ {ξ : |ξ| < 1} = ?, to neobhodimo v fftoæ toqke ∂|F_1| ∂|w| 6 0. Esli F_1(D) = {ξ : |ξ| < 1}, to iz (20) zakl¸qaem, qto v takoæ toqke ∂|F_1| ∂|w| = |g^′_1(ξ)|^{−1} 6 √ |L(ζ)|. Takim obrazom, poslednee neravenstvo vypolnØetsØ vo vseh toqkah okrußnosti |w| = 1 krome w = −1. Neposredstvenno nahodim, qto v fftih toqkah ∂|F_1| ∂|w| = 1 − ∂|L| ∂|w| = 1 − ∂ log |L| ∂|w| = 1 − Re wL^′(x)z^′(w) L(x) , x = z(w). w(x)L^′(x) w^′(x)L(x) = ( σ − τ 2 − Im f^′(x) f(x) ) |x − ζ|^2 | Im ζ| , x ∈ R. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 183

Zameqanie 2. Uslovie (19) ffkvivalentno neravenstvu |L^′(x)| ¿ 2 1 + √ |L(z)| | Im z| |x − z| 1 − |L(z)| |x − z| , sledovatel~no, obrawaetsØ v ravenstvo pri z = x − iε i ε → 0.

Sledstvie 1. Esli funkciØ f(z) ∈ A^τ_σ udovletvorØet neraven-

stvu (1), to dlØ l¸bogo x ∈ R i l¸bogo ζ, Im ζ < 0, Im f^′(x) f(x) |f(x)| ¿ ¿^[−^{σ − τ}_2 +^(1 −^√|L(x, z)|^{) | Im ζ|}_{|x − ζ|2}^] (1 − |f(x)|) − τ, gde L(x, ζ) = f(ζ) − e^{iφ} e^{i(σ−τ )ζ} [ f (ζ) − e^{−iφ} ] , φ = τ (x − ζ) + arg f(x). Dokazatel~stvo. Pust~ F (z) = |f(x)|f(z)/f(x) − λe^{iτ (x−z)} , λ > 1. Legko proverØetsØ, qto F (z) ∈ A^τ_σ . OstaetsØ primenit~ (19) k

F (z) v toqke x i pereæti k predelu pri λ → 1.

Sledstvie 2. Esli funkciØ f(z) ∈ A^τ_σ , σ ¿ τ , udovletvorØet ne-

ravenstvu (1), to dlØ l¸bogo x ∈ R i l¸bogo ζ, Im ζ < 0, vypolnØetsØ |f^′(x)| + | Re f^′(x)| 6 σ + |τ | − Λ(x, ζ)| Im f(x)|, gde Λ(x, ζ) = min { σ − τ, [ 1 − √ |L(ζ)| ] 2| Im z| |x − z|^2 } . Dokazatel~stvo. Oqevidno, | |Im f^′(x) f(x) | | = σ − τ − Im f^′(x) f(x) − Λ^∗(x), gde Λ^∗(x) = min{σ − τ, σ − τ − 2 Im[f^′(x)/f(x)]}. S drugoæ storony, Im f^′(x) f(x) = Re f^′(x) − Re[f^′(x)/f(x)] Re f(x) − Im f(x) ,

184 A. V. OLESOV na osnovanii qego nahodim

Re f^′(x) 6 [ σ − τ − Im f^′(x) f(x) ] | Im f(x)|+ Re f^′(x) f(x) Re f(x) − Λ^∗(x)| Im f(z)| 6 6 |f^′(x) − i(σ − τ )f(x)| − Λ^∗(x)| Im f(x)|. (21) V [3, neravenstvo (8)] pokazano, qto |f^′(x)| + |f^′(x) − i(σ − τ )f(x)| 6 σ + |τ |. (22) OstaetsØ pribavit~ |f^′(x)| k levoæ i pravoæ qastØm neravenstva v (21) i zametit~, qto, v silu (19), Λ^∗(x) ¿ Λ(x, z).

V dal~neæxem nam potrebuetsØ sledu¸wee opredelenie. Pust~ P – klass celyh funkciæ ω(z) koneqnoæ stepeni, udovletvorØ¸wih usloviØm

h_ω(−π/2) − h_ω(π/2) ¿ 0, ω(z) ≠ 0 pri Im z < 0.

Pust~ P_σ – klass funkciæ ω(z) ∈ P stepeni σ ¿ 0.

FunkciØ ω(z) ∈ P nazyvaetsØ P -maßorantoæ celoæ funkcii

f(z), esli pri Im z 6 0 |f(z)| 6 |ω(z)|, |f((z)| 6 |ω(z)|. Klass P podrobno izuqen v knige B. ˚. Levina [11].

Sledstvie 3. Pust~ f(z) – celaØ funkciØ koneqnoæ stepeni, udo-

vletvorØ¸waØ neravenstvu (1),i pust~ f(z) ≠ 0, Im z > −k, k > 0, h_f (π/2) = τ, h_f (−π/2) = σ, σ ¿ τ, h_f0 (π/2) 6 τ − λ, λ > 0. Togda dlØ l¸bogo x ∈ R i l¸bogo ζ, Im ζ < −k, vypolnØetsØ |f^′(x)| + |f^′(x)|^2 e^{2λk} − 1 2(σ + |τ |) 6 σ + |τ | 2 −|f(x)|^2 σ − τ σ + |τ | [ 1− √ | | f(ζ)e^{k(σ−τ )} f (ζ + 2ik)e^{k(σ−τ )ζ} | | ] | Im ζ| − k |x − ζ|^2 .

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 185

Dokazatel~stvo. Ne sostavlØet truda proverit~, qto dlØ g(z) ∈

A^τ_σ, σ > τ , (19) ffkvivalentno neravenstvu | | g^′(x) g^′(x) − i(σ − τ )g(x) | |^2 + | | g^′(x) g(x) − i(σ − τ )g(x) | |^2×

×2(σ − τ ) | Im ζ| |x − ζ|^2 [ 1 − √ |L(ζ)| ] 6 1, x ∈ R, Im ζ < 0. (23)

Pust~ g(z) ∈ A^τ_σ , σ ¿ τ , – funkciØ, ograniqennaØ na vewestvennoæ osi, priqem h_g0 (π/2) 6 τ − λ. VvodØ oboznaqeniØ

C_ζ = 2(σ − τ )| Im ζ| [ 1 − √ |L(ζ)| ] , ~g(z) = g^′(z) − i(σ − τ )g(z), dlØ z ∈ R i Im ζ < 0 iz (23) poluqim | | [ g^′(z)e^{−iλz} ~g(z) ]_2 + [ g(z) ~g(z) ]_2 e^{iα}C_ζ (z − ζ)^2 | | 6 1 (24)

pri l¸bom α ∈ R. Pust~ ω(z) = g(z)e^{i(σ−τ )z} . Oqevidno, ω(z) ≠ 0 pri Im z < 0 i h_ω(π/2) 6 h_ω(−π/2). Takim obrazom, ω(z) – funkciØ klassa P_σ, pofftomu [10] ω^′(z) = e^{i(σ−τ )z} [ g^′(z) + i(σ − τ )g(z) ] ∈ P_σ. Sledovatel~no, ~g(z) ≠ 0, Im z > 0, krome togo, v silu ograniqennosti ω^′(z) na R, he_g(π/2) = h_ω0 (−π/2) + τ − σ = τ. Takim obrazom, soglasno lemme 1, neravenstvo (24) vypolnØetsØ dlØ vseh Im z ¿ 0. V vidu proizvol~nosti qisla α iz (24) dlØ

Im z ¿ 0 poluqim | g^′(z)e^{−iλz} |_2 + C_ζ | | g(z) z − ζ | |^2 6 | g^′(z) − i(σ − τ )g(z) |_2 . (25)

Ograniqennost~ celoæ funkcii koneqnoæ stepeni na kakoælibo prØmoæ ffkvivalentna ograniqennosti dannoæ funkcii na l¸boæ parallel~noæ prØmoæ, pofftomu funkciØ g(z) = f(z − ik) ∈

186 A. V. OLESOV A^τ_σ, σ ¿ τ , ograniqena na vewestvennoæ osi. DlØ dokazatel~stva

ostaetsØ primenit~ k dannoæ funkcii neravenstvo (25) v toqkah

z = x + ik, x ∈ R, i zametit~, qto iz (22) vytekaet neravenstvo |f^′(x) − i(σ − τ )f(x)| 6 σ + |τ | − |f^′(x)|. Sledstvie 4. Esli funkciØ f(z) ∈ A^τ_σ , σ ¿ τ , udovletvorØet ne-

ravenstvu (1), to dlØ l¸bogo z, Im z 6 0, i l¸bogo ζ, Im ζ > 0, vypolnØetsØ |f^′(z)| 6 σ|e^{iσz} | + |τ | |e^{−iτz}| 2 − −|f(z)|^2 σ − τ σ|e^{iσz}| + |τ | |e^{−iτz}| [ 1 − √ |f(ζ)e^{i(σ−τ )ζ} /f(ζ)| ] Im ζ |z − ζ|^2 . Dokazatel~stvo. Neravenstvo (23) moßno perepisat~ sledu¸-

wim obrazom:

|f^′(z)|^2 + C_ζ | | f(z) z − ζ | |^2 6 | |e^{i(σ−τ )z} [ f^′(z) + i(σ − τ )f (z) ]| |^2, (26) z ∈ R, Im ζ < 0, Cζ = 2(σ − τ )| Imζ|^[1 −^√|L(ζ)|^]. Takße, kak v dokazatel~stve sledstviØ 3, moßno pokazat~, qto (26) vypolØnetsØ dlØ vseh Im z 6 0. OstaetsØ vospol~zovat~sØ neravenstvom | |e^{i(σ−τ )z} [ f^′(z) + i(σ − τ )f (z) ]| | 6 σ|e^{iσz}| + |τ | |e^{−iτz}| − |f^′(z)|, Im z 6 0, dokazannym v rabote [3, neravenstvo (8)].

Sposob dokazatel~stva sledstviØ 4 neznaqitel~no otliqaetsØ ot sposoba dokazatel~stva neravenstva (6) v rabote [3], v kotoroæ analog neravenstva (26) dlØ vseæ nißneæ poluploskosti byl poluqen iz teoremy Levina [10, 11].

Sledstvie 5. Pust~ dlØ funkcii f(z) koneqnoæ stepeni h_f (π/2) = τ, h_f (−π/2) = σ, i, krome togo, f(z) ≠ 0 v poluploskosti Im z < 0. Togda dlØ l¸bogo

x ∈ R i l¸bogo z, Im z < 0, vypolnØetsØ Im f^′(x) f(x) ¿ σ − τ 2 [ 1 − √ |f (ζ)e^{i(σ−r)ζ} /f(ζ)| ] Im ζ |z − ζ|^2 ,

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 187 gde L^∗(z) = f (z)e^{i(σ−τ )z} /f(z). Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 3 k funkcii f (z)e^{i(σ−τ )z} ∈ A^τ_σ, ili k funkcii f (z) ∈ A^σ_τ .

Teorema 4. Esli P (z) ∈ B^n_m, to dlØ l¸bogo z, |z| = 1, i l¸bogo ζ,

1 < |ζ| 6 ∞, vypolnØetsØ Re zP^′(z) P (z) 6 m − n 2 − [ 1 − √ |H(ζ)| ] |ζ|2 − 1 2|z − ζ|^2 . (27)

DlØ funkciæ s nulØmi iz mnoßestva {|z| = 1} ∪ {0} ffto neravenstvo prevrawaetsØ v ravenstvo.

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3 s zamenoæ funkciæ F_1(w), g_1(ξ) na F_2(w) i g_2(ξ).

Pri ζ = ∞ (27) ffkvivalentno neravenstvu V. N. Dubinina [6, s. 58].

Sledstvie 6. Esli P (z) ∈ B^n_m, to dlØ l¸bogo z, |z| = 1, i l¸bogo

ζ, |ζ| > 1, vypolnØetsØ Re zP^′(z) P (z) |P (z)| ¿ [ − m − n 2 + ( 1 − √ |H(z, ζ)| ) |ζ|2 − 1 2|z − ζ|^2 , ] × ×(M − |P (z)|) − nM, M = max_{|z|=1} |P (z)|,

H(z, ζ) = P (ζ) − M F ζ^{m−n} [ P (1/ζ) − M F^{−1} ] , F = P (z)z^nζ^{−n}/|P (z)|. Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva neravenstva v toqke z =

z_0, |z_0| = 1, dostatoqno primenit~ (27) k funkcii

Q(z) = |P (z_0)|P (z)/P (z_0) − M z^n_0 z^{−n} ∈ B^n_m

v ukazannoæ toqke.

188 A. V. OLESOV

Sledstvie 7. Esli P (z) ∈ B^n_m , m ¿ n, to dlØ l¸bogo z, |z| = 1, |P^′(z)| + | Im{zP^′(z)}| 6 (m + |n|)M − ( 1 − √ |c_m/c_{−n}| ) | Im P (z)|, gde M = max_{|z|=1} |P (z)|.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, | |Re zP^′(z) P (z) | | = m − n − Re zP^′(z) P (z) − Λ(z), gde Λ(z) = min{m − n, m − n − 2 Re[zP^′(z)/P (z)]}. S drugoæ storo- ny, Re zP^′(z) P (z) = Im{zP^′(z)} − Im[zP^′(z)/P (z)] Re P (z) Im P (z) . Ots¸da poluqim ocenku Im{zP^′(z)} 6 [ m − n − Re zP^′(z) P (z) ] | ImP (z)| + Im zP^′(z) P (z) Re P (z)− −Λ(z)| Im P (z)| 6 |zP^′(z) − (m − n)P (z)| − Λ(z)| Im P (z)|. (28) Neravenstvo (22) dlØ funkcii f(t) = P (e^{it})/M daet |P^′(z)| + |zP^′(z) − (m − n)P (z)| 6 (m + |n|)M. OstaetsØ pribavit~ |P^′(z)| k levoæ i pravoæ qastØm neravenstva (28) i zametit~, qto (27) pri ζ = ∞ prevrawaetsØ v neravenstvo

Λ(z) ¿ 1 − √ |c_m/c_{−n}|. Sledstvie 8. Esli polinom

P (z) = c_0 + n∑ k=l c_kz^k, 1 6 l 6 n, ne obrawaetsØ v nul~ v kruge |z| < k, k > 1, to dlØ l¸bogo z, |z| = 1, i l¸bogo ζ, k < |ζ| 6 ∞, vypolnØetsØ |P^′(z)| + |P^′(z)|^2 k^{2l} − 1 2nM 6 6 M^n_2 −^{|P (z)|2}_{2M}^[1 − √| | | P (ζ)k^n P (k^2/ζ)ζ^n | | ] |ζ|^2 − k^2 |z − ζ|^2 , (29)

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 189 gde M = max_{|z|=1} |P (z)|.

Dokazatel~stvo. Pust~ Q(z) = c0 + cl z^l +· · ·+ cnz^n – polinom n-æ

stepeni, ne ime¸wiæ nuleæ v kruge |z| < 1. Ne sostavlØet truda proverit~, qto neravenstvo (27) dlØ Q(z) ∈ B^0_n ffkvivalentno neravenstvu | | Q^′(z) nQ(z) − zQ^′(z) | |^2 + n | | Q(z) nQ(z) − zQ^′(z) | |^2 |ζ|^2 − 1 |z − ζ|^2 [ 1 − √ |H(ζ)| ] 6 1,

|z| = 1, |ζ| > 1. Vse nuli polinoma q(z) = z^nQ(1/z) leßat v kruge

|z| 6 1, sledovatel~no, po teoreme Gaussa–Lukasa, q^′(1/z) = z^{1−n} [ nQ(z) − zQ^′(z) ] ≠ 0, o < |z| < 1. Ispol~zuØ princip maksimuma modulØ, legko nahodim, qto dlØ vsego kruga |z| 6 1 vypolnØetsØ |Q^′(z)|^2 + n|Q(z)|^2 [ 1 − √ |H(ζ)| ]|ζ|2 − 1 |z − ζ|^2 |z|^{2l−2} 6 6 |nQ(z) − zQ^′(z)|^2|z|^{2l−2}. (30) OstaetsØ primenit~ (30) k polinomu Q(z) = P (kz) v toqkah okrußnosti |z| = 1/k i vospol~zovat~sØ neravenstvom |zP^′(z) − nP (z)| 6 nM − |P^′(z)|, |z| = 1, (31) vyteka¸wim iz (22).

Zameqanie 3. Esli P (z) – polinom, ne ime¸wiæ nuleæ v kruge

|z| < 1, to primenØØ (30) k polinomu Q(z) = P (z) − e^{iα} max_{|z|=1} |P (z)|, α ∈ R, i vybiraØ α podhodØwim obrazom, moßno poluqit~ nekotoroe usilenie neravenstva (31). Otmetim, qto (31) vypolnØetsØ dlØ l¸byh algebraiqeskih polinomov, nezavisimo ot raspoloßeniØ ih nuleæ [2].

Sledstvie 9. Esli P (z) ∈ B^n_m, m ¿ n, to dlØ l¸bogo z, |z| = 1, i

l¸bogo ζ, 1 < |ζ| 6 ∞, vypolnØetsØ |P^′(z)| 6 M m + |n| 2 − |P (z)|^2 2M m − n m + |n| [ 1 − √ |H(ζ)| ]|ζ|2 − 1 |z − ζ|^2 , M = max_{|z|=1} |P (z)|. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 8.

190 A. V. OLESOV

Sledstvie 10. Pust~ P (z) – summa vida (10) i P (z) ≠ 0 v obla-

sti |z| > 1. Togda dlØ l¸bogo z, |z| = 1, i l¸bogo ζ, 1 < |ζ| 6 ∞, vypolnØetsØ Re zP^′(z) P (z) ¿ m − n 2 + [ 1 − √| |ζ_{m−n}P (1/ζ)/P (ζ)| ] |ζ|^2 2|z − ζ|^2 . Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 4 k funkcii

z^{m−n}P (1/ζ) ∈ B^n_m ili k funkcii P (1/ζ) ∈ B^m_n .

Teorema 5. Esli f(z) ∈ A^τ_σ , to dlØ l¸bogo z, Im z < 0, vypolnØ-

etsØ |L(z)| ( 1 + | Im z| | |f^′(z) f(z) − f^′(z) f(z) − i(σ − τ ) | | ) 6 1. (32)

Ravenstvo dostigaetsØ lix~ dlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih toßdestvu L(z) ≡ η, |η| = 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ Im ζ < 0 i f(ζ) ≠ 0. V nekotoroæ proko-

lotoæ okrestnosti toqki w = 0 rassmotrim funkci¸

Δ(w) = w

F^′_1(w) F_1(w)

= 1 − wz^′(w) L^′(z(w)) L(z(w)) , z(w) = ζw + ζ w + 1 . Neposredstvennye vyqisleniØ da¸t

lim_{w→0}

Δ(w) − 1 w = −2i| Im ζ| [ f^′(ζ) f(ζ) − f^′(ζ) f (ζ) − i(σ − τ ) ] . S drugoæ storony, na osnovanii pravila LopitalØ,

lim_{w→0}

Δ(w) − 1 w = F^{′′}(0) 2F^′(0) . UqityvaØ ffti ravenstva, ne sostavlØet truda naæti, qto v razloßenii (13)

α_2 = 2i| Im ζ| [ f^′(ζ) f(ζ) − f^′(ζ) f(ζ) − i(σ − τ ) ] L(ζ). Po horoxo izvestnomu neravenstvu dlØ vtorogo kofffficienta ograniqennoæ normirovannoæ odnolistnoæ v ediniqnom kruge funkcii [13, s. 94],

|α_2| 6 2(1 − |L(ζ)|), (33)

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 191 qto ffkvivalentno neravenstvu teoremy.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ o sluqae ravenstva otmetim, qto ravenstvo v (33) [13, s. 94] vozmoßno lix~ v sluqae vypolneniØ toßdestva (14), qto imeet mesto, kak bylo pokazano v dokazatel~stve teoremy 1, lix~ dlØ ukazannyh funkciæ. Ravenstvo v (32) nevozmoßno takße i v toqkah, v kotoryh L(z) = 0. V samom dele, pust~ ζ – nul~ pervoæ kratnosti funkcii f(z) i pust~

f^∗(z) = f(z)/(z − ζ). Legko proverit~, qto (32) v toqke ζ prevra-

waetsØ v neravenstvo | | f^∗(ζ) e^{i(τ−σ)ζ} f^∗(ζ) | | 6 2, ØvlØ¸weesØ, soglasno (9), strogim. Teorema dokazana.

Teorema 6. Esli P (z) ∈ B^n_m, to dlØ l¸bogo z, 1 < |z| 6 ∞, vypol-

nØetsØ |H(z)| ( 1 + |z|^2 − 1 2|z| | |zP^′(z) P (z) + P^′(1/z) zP (1/z) − m + n | | ) 6 1.

Ravenstvo dostigaetsØ lix~ dlØ funkciæ s nulØmi iz mnoßestva {|z| = 1} ∪ {0}. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 5 s zamenoæ funkciæ F_1(w), g_1(ξ) na F_2(w) i g_2(ξ).

Pri z = ∞ teorema 6 daet

Sledstvie 11. Esli P (z) ∈ B^n_m, to dlØ kofffficientov predsta-

vleniØ (10) spravedlivo neravenstvo | | c^m c_{−n} | | ( 1 + 1 2 | | c^{−n+1} c_{−n} − c_{m−1} c_m | | ) 6 1.

Teorema 7. Esli funkciØ f(z) ∈ A^0_σ udovletvorØet neravenstvu

(1), to dlØ l¸bogo ζ, |ζ| = 1, i l¸bogo z = x+iy, y < 0, vypolnØetsØ |D_ζ f(z)| 6 6^σ_2^{e2σ|y| − 1} √ e^{2σ|y|} − 2e^{σ|y|} Re{D_ζ f(z)D_ζ f (z)}/|D_ζ f(z)D_ζ f(z)| + 1 , (34)

192 A. V. OLESOV gde D_ζ f(z) = σf(z) + i(1 − ζ)f^′(z), D_ζ f (z) = σf (z) + i(ζ^{−1} − 1)f^′(z).

DlØ funkciæ vida f(z) = e^{iα}e^{iσz} + e^{iβ} 2 , gde α i β – proizvol~nye vewestvennye qisla, neravenstvo prevrawaetsØ v ravenstvo.

Dokazatel~stvo. Pust~ f_1(z) = e^{−iσz/2}f(z), ω(z) = e^{iσz/2}. V silu lemmy 1, ω(z) ØvlØetsØ P -maßorantoæ (sm. opredelenie pered sledstviem 3) dlØ f_1(z). Iz teoremy Levina [10] nahodim (sm. [14, s. 8]) |af_1(x) + bf_1^′(x)| 6 |aω(x) + bω^′(x)|, x ∈ R, gde a, b – proizvol~nye vewestvennye qisla. PolagaØ v dannom neravenstve a = σ Re ζ/2, b = Im ζ, poluqim |D_ζ f(x)| 6 σ, x ∈ R. Togda iz lemmy 1 vytekaet, qto |D_ζ f(z)| 6 σ|e^{iσz} |, Im z 6 0. (35) ω(z) ØvlØetsØ takße P -maßorantoæ dlØ f_2(z) = e^{iσz/2}f (z). Sledo-

vatel~no [10], |f_2^′(z)| 6 |ω^′(z)|, Im z 6 0. Iz dannogo neravenstva legko nahodim, qto proizvodnaØ f^′(z) ograniqena v verhneæ poluploskosti. Poskol~ku ograniqena i funkciØ f(z), to

|D_ζ f (z)| 6 σ, Im z 6 0. (36)

Rassmotrim vewestvennu¸ funkci¸ g(z) = 1 2σ [ e^{−iσz/2}D_ζ f(z) + e^{iσz/2}D_ζ f(z) ] .

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 193 V silu (35) i (36), |g(z)| 6 |ω(z)|, Im z 6 0. Sledovatel~no, funkcii g(z) i ω(z) udovletvorØ¸t uslovi¸ teoremy 1 raboty [15], soglasno kotoroæ |g(z) − 1| + |g(z) + 1| 6 |ω(z)| + |ω(z)|, z ∈ C , ili, qto toße samoe, |g(z)| 6 ρ ( arg g(z), |e^{iσz/2}| ) , Im z < 0, (37) ρ(φ, r) := r^4 − 1 2r √ r^4 − 2r^2 cos 2φ + 1 . Ravenstvo v (37), soglasno fftoæ ße teoreme, dostigaetsØ tol~ko dlØ funkciæ g(z) = 1 2 [ e^{iβ} e^{iσz/2} + e^{−iβ}e^{−iσz/2} ] , gde β – proizvol~noe vewestvennoe qislo.

Zafiksiruem proizvol~noe z_0, Im z_0 < 0, i rassmotrim funk- ci¸ g^∗(z) = e^{iα} 2σ [ e^{−iσz/2}D_ζ f(z) + e^{−i2α}e^{iσz/2}D_ζ f (z) ] , α = 1 2 arg e^{iσz0} D_ζ f (z_0)

D_ζ f(z_0 ) . Neposredstvenno proverØ¸tsØ ravenstva

e^{i2 arg g�(z0)} =

D_ζ f(z_0 )D_ζ f (z_0) |D_ζf(z_0 )D_ζ f (z_0)| ,

|g^∗(z_0)| = 1 2σ (| |e^{−iσz0/2}Dζ f(z0 ) | | + | |e^{iσz0/2}Dζ f (z0) | | ) V [4] faktiqeski bylo dokazano, qto | e^{iσz} D_ζ f (z) | ¿ |Dζ f(z)| , Im z 6 0. Teper~ legko videt~, qto primenenie (37) k funkcii g^∗(z) v toqke

z_0 daet (34).

Iz dokazatel~stva vidno, qto vypolnenie toßdestv D_ζ f(z) ≡ e^{−i2α}e^{iσz}D_ζ f(z),

194 A. V. OLESOV g^∗(z) = e^{iα}e^{−iσz/2}D_ζ f(z)/σ ≡ 1 2 [ e^{iβ}e^{iσz/2} + e^{−iβ} e^{−iσz/2} ] ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym usloviem ravenstva v (34). Poskol~ku iz vtorogo toßdestva sleduet pervoe, zakl¸qaem, qto ffto uslovie svoditsØ k rexeni¸ differencial~nogo uravneniØ

D_ζ f(z) = σ 2 [ e^{iα}e^{iσz} + e^{iβ} ] , gde α i β – proizvol~nye vewestvennye qisla. Ego rexeniem ØvlØetsØ mnoßestvo funkciæ f(z) = e^{iα}ζ^{−1}e^{iσz} + e^{iβ} 2 + Ce^{iσz/(1−ζ)}. Teorema dokazana.

Zameqanie 4. V dokazatel~stve teoremy 7 ustanovleno, qto ra-

venstvo v (34) vozmoßno tol~ko v sluqae toßdestva D_ζ f(z) ≡ σ 2 [ e^{iα}e^{iσz} + e^{iβ} ] , α, β – vewestvennye qisla.

Sledstvie 12. Esli funkciØ f(z) ∈ A^0_σ udovletvorØet neraven-

stvu (1), to dlØ l¸bogo ζ, |ζ| ¿ 1, i l¸bogo z = x + iy, y 6 0, vypolnØetsØ |D_ζ f(z)| 6 σ 2 ( |ζ|e^{σ|y|} + 1 ) . Dokazatel~stvo. Faktiqeski trebuetsØ dokazat~ neravenstvo r|σf(z) + if^′(z)| + |f^′(z)| 6 σ 2 ( e^{σ|y|} + r ) , 0 6 r 6 1, y = Im z 6 0.

Pri r = 0 ffto neravenstvo sovpadaet s neravenstvom Boasa (4), a pri r = 1 ono ØvlØetsØ oqevidnym sledstviem teoremy 7. Dokazatel~stvo togo, qto iz neravenstv { a + b 6 1 + c, b 6 c, a, b, c ¿ 0 sleduet neravenstvo ar + b 6 r + c, 0 6 r 6 1, trivial~no.

NERAVENSTVA DL˚ CELYH FUNKCI` 195

Literatura

1. R. Boas, Inequalities for asymmetric entire functions, Illinois J. Math. 1 (1957), 94–97.

2. N. K. Govil, Q. I. Rahman, Functions of exponential type not vanishing in a half-plane and related polynomials, Trans Amer. Math. Soc 137 (1969), 501–517.

3. T. G. Genqev, Neravenstva dlØ asimetriqeskih celyh funkciæ ffksponencial~nogo tipa, Dokl. AN SSSR 241, No. 6 (1978), 1261–1264.

4. R. B. Gardner, N. K. Govil, Some inequalities for entire functions of exponential type, Proc. Amer. Math. Soc. 123, No. 9 (1995), 2757–2761.

5. P. D. Lax, Proof of a conjecture of P. Erdős on the derivative of a polynomial, Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944), 509–513.

6. P. Turan, Über die Ableitung von Polynomen, Compositio Math. 7 (1939), 89–95. 7. T. N. Chan, M. A. Malik, On Erdös–Lax theorem, Proc. Indian Acad. Sci 92, No. 3 (1983), 191–193.

8. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. 191, No. 12 (2000), 51–60.

9. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqeskih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

10. B. ˚. Levin, O nekotoryh ffkstremal~nyh svoæstvah celyh funkciæ koneqnoæ stepeni, Dokl. AN SSSR 65, No. 5 (1949), 605–608.

11. B. ˚. Levin, Raspredelenie korneæ celyh funkciæ, M., 1975. 12. N. A. Lebedev, Nekotorye ocenki dlØ funkciæ regulØrnyh i odnolistnyh v kruge, Vestn. LGU, No. 11, ser. mat., fiz., him., vyp. 4 (1955), 3–21.

13. N. A. Lebedev, Princip plowadeæ v teorii odnolistnyh funkciæ, M., 1975.

14. N. N. Meæman, Differencial~nye neravenstva i nekotorye voprosy raspredeleniØ nuleæ celyh i odnoznaqnyh analitiqeskih funkciæ, Uspehi mat. nauk 7, vyp. 3 (1952), 3–62.

15. A. V. Olesov, Neravenstva dlØ maßorantnyh analitiqeskih funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 314 (2004), 155–173.

Postupilo 19 aprelØ 2004 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: olesov@iam-mail.febras.ru