Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

N. V. Proskurin

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE, SV˚ZANNO` S KUBIQESKO` TETA FUNKCIE`

0. Vvedenie

My namereny sobwit~ zdes~ ob odnom nabl¸denii nad kubiqeskoæ teta funkcieæ Kuboty–Pattersona. Oboznaqim qerez

Γ(3) glavnu¸ kongruencpodgruppu mod 3 v SL(2, Z [ ω ]), gde ω =

exp(2πi/3), i qerez ~Γ(3) podgruppu v SL(2, Z [ ω ]), poroßdœnnu¸

gruppami Γ(3) i SL(2, Z). Napomnim, qto kubiqeskaØ teta funkciØ, oboznaqaemaØ Θ_{K−P} : H → C, opredelena na trehmernom giperboliqeskom prostranstve H ≃ SL(2, C)/SU(2). DlØ neœ imeetsØ formula preobrazovaniØ –

Θ_{K−P} (γw) = κ(γ)Θ_{K−P}(w) dlØ vseh γ ∈ ~Γ(3), w ∈ H,

gde κ : ~Γ(3) → C^∗ – kubiqeskiæ gomomorfizm Kuboty; my ob¨Øsnim ffto bolee detal~no v §§ 3 i 4.

Moßno zametit~, qto ~Γ(3) i Γ(3) – podgruppy indeksov 27 i 648 v SL(2, Z [ ω ]), i qto qisla 27 i 648 voznika¸t takße v svØzi s konfiguracieæ prØmyh na kubiqeskoæ poverhnosti v trehmernom proektivnom prostranstve. GladkaØ kubiqeskaØ poverhnost~, skaßem X , v trehmernom proektivnom prostranstve nad algebraiqeski zamknutym polem soderßit 27 prØmyh

l_1, l_2, . . . , l_{27}. V deæstvitel~nosti, ne tol~ko qislo prØmyh ne za-

visit ot vybora poverhnosti, no takße i konfiguraciØ prØmyh. Pod fftim my ponimaem tot fakt, qto gruppa P, sohranØ¸wih otnoxeniØ incidentnosti perestanovok prØmyh l_1, l_2, . . . , l_{27}, ne zavisit (s toqnost~¸ do izomorfizma) ot vybora poverhnosti X . �ta gruppa P imeet porØdok 51840 = 2^7·3^4 ·5 i izomorfna gruppe VeælØ W (E_6) sistemy korneæ E_6. My moßem soslat~sØ na [11, 9, 17, 8, 14] i na mnogie drugie istoqniki. �to bylo zameqeno

Rabota vypolnena pri podderßke Programmy 2004 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 196

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 197

Kffli poltora stoletiØ nazad, qto nekotoroe koneqnoe semeæstvo prØmyh dolßno leßat~ na poverhnosti. Pozdnee Salmon pokazal, qto qislo prØmyh – 27. My ograniqimsØ fftim zameqaniem, a dal~neæxu¸ istori¸ sm. v [9].

My namereny opredelit~ nekotoru¸ gruppu porØdka 648 =

2^3 · 3^4, svØzannu¸ s kubiqeskoæ teta funkcieæ Θ_{K−P}, i pokazat~,

qto ffta gruppa izomorfna podgruppe v P. Gruppa, kotoru¸ my opredelim, imeet geometriqesku¸ interpretaci¸. V deæstvitel~nosti, neskol~ko razliqnyh realizaciæ izvestny kak dlØ gruppy P, tak i dlØ eœ kommutanta P^′, kotoryæ ØvlØetsØ prostoæ gruppoæ porØdka 25920 = 2^6 · 3^4 · 5. V qastnosti, gruppa P^′ izomorfna proektivnoæ simplektiqeskoæ gruppe ranga 2 nad koneqnym polem F_3. Otmetim takße, qto ffti gruppy vstreqa¸tsØ v klassiqeskoæ teorii teta funkciæ roda dva s harakteristikami. Sopostavlenie kubiqeskoæ teta funkcii koneqnoæ gruppy osuwestvlØetsØ posredstvom izvestnogo obwego principa, ob¨- Øsnœnnogo v §1. Zatem, v §2, my formuliruem naxi rezul~taty. Osnovnye svoæstva κ i Θ_{K−P} sformulirovany v §§3 i 4. V §5 sobrany neobhodimye opredeleniØ i ob¨Øsnenie otnositel~no gruppy W (E_6) i simplektiqeskih grupp. Zatem, v §§6–10 my dokazyvaem vse utverßdeniØ, sformulirovannye v §2.

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ Institutu matematiki Maksa Planka v Bonne i SFB-478 v M¸nstere za gostepriimstvo i podderßku.

1. OsnovnaØ konstrukciØ

Pust~ Δ^′ – podgruppa koneqnogo indeksa, skaßem n, v gruppe Δ. Predpoloßim, qto Δ deæstvuet na nekotorom prostranstve, skaßem S, i qto λ : Δ^′ → C^∗ – gomomorfizm grupp. Po dannoæ funkcii f : S → C, udovletvorØ¸weæ uslovi¸

f(γw) = λ(γ)f(w) dlØ vseh γ ∈ Δ^′ i w ∈ S,

moßno opredelit~ funkci¸ F : S → C^n i gomomorfizm grupp

ψ : Δ → { monomial~nye matricy n × n } → GL(n, C) takim obrazom, qto

F (γw) = ψ(γ)F (w) dlØ vseh γ ∈ Δ i w ∈ S.

198 N. V. PROSKURIN

�to delaetsØ sledu¸wim obrazom. Vyberem σ_1, σ_2, . . . , σ_n ∈ Δ tak, qto Δ = ⋃ j=1,2,... ,n Δ^′ σ_j (1.1)

est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie, i poloßim

F (w) = f(σ_1w) f(σ_2w) . . f(σ_nw) dlØ vseh w ∈ S.

DlØ γ ∈ Δ i j = 1, 2, . . . , n, imeem σ_j γ ∈ Δ i, vvidu (1.1), σ_j γ ∈ Δ^′ σ_k s nekotorym k, odnoznaqno opredelœnnym po γ i j. S fftim k imeem f(σ_j γw) = f(σ_j γσ^{−1}_k σ_kw) = λ(σ_j γσ^{−1}_k )f(σ_kw). Opredelim teper~ ψ(γ) kak monomial~nu¸ n × n matricu^1 s jk-oæ komponentoæ λ(σ_j γσ^{−1}_k ). Oqevidno, ψ est~ gomomorfizm grupp s iskomymi svoæstvami.

Teper~ my moßem sopostavit~ naxim dannym Δ^′, Δ, λ,

σ_1, σ_2, . . . , σ_n i funkcii f gruppu E = { ψ(γ) | | γ ∈ Δ} ⊂ GL(n, C). Nas budut interesovat~ takße podgruppa Z vseh diagonal~nyh matric v E, podgruppa C vseh skalØrnyh matric v E, i osobenno faktorgruppa E/Z. (Zametim, qto Z est~ normal~naØ podgruppa v E prosto potomu, qto E sostoit tol~ko iz monomial~nyh matric.)

S toqnost~¸ do izomorfizma, i daße s toqnost~¸ do soprØßeniæ v GL(n, C), gruppy C, Z, E i E/Z ne zavisØt ot proizvola v vybore predstaviteleæ σ_j v (1.1). Bolee toqno, esli gruppy, skaßem ^C, ^Z, ^E, postroeny kak vyxe po Δ^′, Δ, λ, f i po nekotorym

^σ_1, ^σ_2, . . . , ^σ_n vmesto σ_1, σ_2, . . . , σ_n, to naædetsØ monomial~naØ ma-

trica h ∈ GL(n, C) takaØ, qto ^C = h^{−1}Ch, ^Z = h^{−1}Zh, ^E = h^{−1}Eh.

2. OsnovnaØ teorema

Primenim konstrukci¸ iz §1 so sledu¸wimi dannymi:

1Pod monomial~noæ matriceæ my ponimaem matricu s edinstvennym nenulevym fflementom v kaßdoæ stroke i v kaßdom stolbce.

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 199 Δ = B(O) – podgruppa v SL(2, C), poroßdœnnaØ SL(2, O) i ς; Δ^′ = B(3) – podgruppa v SL(2, C), poroßdœnnaØ ~Γ(3) i ς; S = H – trehmernoe giperboliqeskoe prostranstvo; (2.1) f = Θ_{K−P}, – kubiqeskaØ teta funkciØ Kuboty–Pattersona; λ = κ, – rasxirennyæ gomomorfizm Kuboty B(3) → C^∗.

Zdes~ i dalee my ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ.

Z, Q, C – kol~co celyh racional~nyh, pole racional~nyh i pole kompleksnyh qisel;

C^∗ – mul~tiplikativnaØ gruppa C; O = Z [ ω ] – kol~co celyh qisel polØ Q( √ −3 );

ω = exp(2πi/3) = (−1 + √ −3 )/2; ς = ( i 0 0 −i ) , i = √ −1 ; (2.2)

diag(c_1, c_2, . . . , c_n) – n × n diagonal~naØ matrica s c_l na

pereseqenii l-oæ stroki s l-ym stolbcom;

I_n – ediniqnaØ matrica n × n.

Takße, esli q ideal kol~ca O ili nenulevoæ fflement iz O, to

Γ(q) – glavnaØ kongruencpodgruppa modq v SL(2, O); ±Γ(q) – podgruppa v SL(2, O), poroßdœnnaØ Γ(q) i −I_2; ~Γ(q) – podgruppa v SL(2, O), poroßdœnnaØ Γ(q) i SL(2, Z); B(q) – podgruppa v SL(2, C), poroßdœnnaØ ~Γ(q) i ς.

V qastnosti, gruppa B(O), t.e. podgruppa v SL(2, C), poroßdœnnaØ

SL(2, O) i ς, izvestna kak rasxirenie Bianki gruppy SL(2, O).

�ta gruppa ØvlØetsØ maksimal~noæ diskretnoæ podgruppoæ v

SL(2, C), togda kak SL(2, O) – eœ podgruppa indeksa 2; sm. �l~-

strodt, Gr¸neval~d, Mennike [7, 7.4], i ime¸wiesØ tam ssylki.

Teorema. Pust~ ψ : B(O) → GL(n, C) – gomomorfizm, soposta-

vlennyæ dannym (2.1) v sootvetstvii s proceduroæ, opisannoæ v § 1. Pust~ E – obraz ψ, i pust~ Z – podgruppa vseh diagonal~nyh matric v E. Togda n = 27, Z est~ normal~naØ podgruppa v E, i faktorgruppa E/Z izomorfna nekotoroæ podgruppe porØdka 648 v gruppe VeælØ W (E_6) sistemy korneæ E_6.

NekotoraØ dopolnitel~naØ informaciØ o rassmatrivaemyh gruppah i o gomomorfizme ψ sobrana niße v trœh predloßeniØh.

200 N. V. PROSKURIN

Predloßenie 1. S vvedœnnymi vyxe oboznaqeniØmi imeem: (a) [ SL(2, O) : Γ(3)] = 648 [ ~Γ(3) : Γ(3) ] = 24 i [ SL(2, O) : ~Γ(3) ] = 27;

(b) [ B(O) : SL(2, O) ] = [ B(3) : ~Γ(3) ] = 2:

(c) [ B(O) : ±Γ(3) ] = 648 [ B(3) : ±Γ(3) ] = 24 i [ B(O) : B(3) ] = 27.

Predloßenie 2. Pust~ σ1, σ2, . . . , σ27 predstavlØ¸t klassy

~Γ(3)\SL(2, O), tak qto

SL(2, O) = ⋃ j=1,2,... ,27 ~Γ(3) σ_j (1.1)

est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie. Togda te ße matricy σ_1, σ_2, . . . , σ_{27} predstvlØ¸t klassy B(3)\B(O), tak qto

B(O) = ⋃ j=1,2,... ,27 B(3) σ_j (1.2)

toße est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie.

Predloßenie 3. V usloviØh teoremy, dlØ gomomorfizma ψ : B(O)

→ GL(27, C) imeem

(a) ψ(γ) est~ ediniqnaØ matrica dlØ γ = ±I_2;

(b) ψ(γ) est~ skalØrnaØ matrica dlØ γ ∈ ±Γ(9);

(c) ψ(γ) est~ diagonal~naØ matrica dlØ γ ∈ ±Γ(3);

(d) ψ(γ) ne diagonal~naØ matrica dlØ γ ∉ ±Γ(3).

3. Gomomorfizm Kuboty Pust~ ( · · ) – simvol kubiqeskogo vyqeta v O. DlØ γ = ( a b c d ) ∈ Γ(3) pust~ κ(γ) = { ( c d )_{−1} dlØ c ≠ 0, 1 dlØ c = 0.

(3.1)

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 201

Kak pokazano Kubotoæ [12], tak opredelœnnoe otobraßenie κ : Γ(3)

→ C^∗ est~ gomomorfizm grupp. Izvestno, sm. [15, 16], qto κ moß-

no rasxirit~ do gomomorfizma ~Γ(3) → C^∗, poloßiv κ(γ) = 1 dlØ

γ ∈ SL(2, Z). Napomnim, qto gruppa ~Γ(3) poroßdena Γ(3) i SL(2, Z),

i qto ~Γ(3) i ς poroßda¸t gruppu B(3). My hoteli by zametit~ zdes~, qto gomomorfizm Kuboty κ moßno rasxirit~ do gomomorfizma B(3) → C^∗ (za kotorym my sohranim oboznaqenie κ), poloßiv κ(ς) = 1.

�to utverßdenie moßno dokazat~ fflementarnymi vyqisleniØmi, ispol~zuØ (6.1) i (6.3) iz §6. Niße v §4 my dadim drugoe dokazatel~stvo.

Sledu¸wee utverßdenie, za nim my otsylaem k [1], nam budet neobhodimo v dal~neæxem:

κ(δ^{−1}γδ) = κ(γ) dlØ vseh γ ∈ Γ(9), δ ∈ SL(2, O). (3.2)

4. Kubiqeskie metaplektiqeskie formy Pust~ H – trehmernoe giperboliqeskoe prostranstvo realizovannoe kak mnoßestvo par (z, v) s z ∈ C, v ∈ R, v > 0. Gruppa SL(2, C) deæstvuet na H takim obrazom, qto obraz γw toqki

w = (z, v) ∈ H otnositel~no γ = ( a b c d ) ∈ SL(2, C)

est~ γw = ( (az + b) (cz + d) + acv2 |cz + d|^2 + |c|^2v^2 , v |cz + d|^2 + |c|^2v^2 ) . Centr gruppy SL(2, C), sostoØwiæ tol~ko iz matric ±I_2, deæstvuet trivial~no na H, tak qto imeetsØ inducirovannoe deæstvie gruppy PSL(2, C). Soglasno Puankare, PSL(2, C) est~ gruppa vseh sohranØ¸wih orientaci¸ izometriæ prostranstva H. ImeetsØ differencial~nyæ operator vtorogo porØdka, deæstvie kotorogo na gladkie funkciii H → C perestanovoqno s deæstviem SL(2, C) na H, ffto operator Laplasa–Bel~trami

D_{L-B} = −v^2 ( ∂2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 + ∂^2 ∂v^2 ) + v ∂ ∂v , x = ℜ(z), y = ℑ(z).

202 N. V. PROSKURIN

Pust~ Γ – kokoneqnaØ diskretnaØ podgruppa SL(2, C) takaØ, qto na neæ opredelœn gomomorfizm Kuboty. My skaßem, qto

f : H → C est~ kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma na H otno-

sitel~no Γ, esli f est~ sobstvennaØ funkciØ umerennogo rosta operatora D_{L-B} , udovletvorØ¸waØ uslovi¸ f(γw) = κ(γ)f(w) dlØ vseh γ ∈ Γ, w ∈ H. Uslovie umerennosti rosta nam v dannyæ moment ne vaßno. Tem ne menee, toqnaØ formulirovka takova: suwestvuet polinom P s vewestvennymi kofffficientami takoæ, qto |f(z, v)| < P (|z|, v, v^{−1}) dlØ vseh (z, v) ∈ H.

My budem imet~ delo s kubiqeskoæ teta funkcieæ Kuboty– Pattersona Θ_{K−P} , kotoraØ izvestna kak kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma otnositel~no gruppy ~Γ(3). Ona byla opredelena i izuqena Kubotoæ [13]. ImeetsØ razloßenie Fur~e

Θ_{K−P}(z, v) = v^{2/3} + (6πv)^{2/3} ∑ ν∈( √ −3 )�3O\{0} ~τ (ν) Ai ( (6π|ν| v)^{2/3} ) e (νz) s kofffficientami ~τ (ν), dannymi Pattersonom [15]; zdes~ Ai est~ funkciØ �æri i e(t) = exp ( 2πi ( t + t̄ ) ) . Sm. takße izloßenie avtora [16]. My namereny pokazat~, qto

kubiqeskaØ teta funkciØ Kuboty–Pattersona Θ_{K−P}

est~ kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma

otnositel~no gruppy Bianki B(3).

Izvestno, qto ~τ (−ν) = ~τ (ν) dlØ vseh ν. Ots¸da i iz razloßeniØ Fur~e dlØ Θ_{K−P}(z, v) sleduet Θ_{K−P} ( (−z, v) ) = Θ_{K−P} ( (z, v) ) dlØ vseh (z, v) ∈ H. S drugoæ storony, (−z, v) = ς (z, v). Sledovatel~no, ne tol~ko Θ_{K−P} (γw) = κ(γ) Θ_{K−P}(w) dlØ vseh γ ∈ ~Γ(3), no takße Θ_{K−P}(γw) = Θ_{K−P} (w) dlØ γ = ς. �to nabl¸denie dostavlØet rasxirenie gomomorfizma Kuboty κ, opisannoe v §3, i dokazyvaet sformulirovannoe vyxe utverßdenie.

5. Simplektiqeskie gruppy i W (E6)

Napomnim, qto W (E_6) – gruppa VeælØ sistemy korneæ E_6. Izvestno, qto W (E_6) est~ gruppa porØdka 51840 = 2^7 ·3^4 ·5, izomorfnaØ gruppe sohranØ¸wih incidentnosti perestanovok 27 prØmyh na gladkoæ kubiqeskoæ poverhnosti v trehmernom proektivnom

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 203

prostranstve nad algebraiqeski zamknutym polem. ImeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~

1 → W (E_6)^+ → W (E_6) → {1, R} → 1, (5.1)

v kotoroæ W (E_6)^+ – kommutant gruppy W (E_6), est~ prostaØ gruppa porØdka 25920 = 2^6 · 3^4 · 5. Pod R my ponimaem nekotoryæ fflement iz W (E_6) \ W (E_6)^+ porØdka 2, tak qto R poroßdaet cikliqesku¸ podgruppu {1, R} v W (E_6); naprimer, moßno vzØt~ v kaqestve R odno iz otraßeniæ poroßda¸wih W (E_6). Drugimi slovami, gruppa W (E_6) est~ poluprØmoe proizvedenie podgrupp

W (E_6)^+ i {1, R}, tak qto rasxirenie grupp (5.1) rasweplœnnoe.

Sleduet zametit~ takße, qto otobraßenie, kotoroe perevodit

g ∈ W (E_6)^+ v R^{−1}gR ∈ W (E_6)^+ , est~ vnexniæ invol¸tivnyæ av-

tomorfizm gruppy W (E_6)^+ . Po povodu gruppy W (E_6) sm. Burbaki [2], Manin [14], Kokster [3].

My imeem dva izomorfizma grupp –

W (E_6)^+ ≃ PSp(4, F_3) = { proektivnaØ simplektiqeskaØ

gruppa ranga 2 nad F_3 } , (5.2)

W (E_6) ≃ GPSp(4, F_3) =

rasxirennaØ proektivnaØ simplektiqeskaØ gruppa ranga 2 nad F_3

, (5.3)

toqnu¸ posledovatel~nost~

1 → PSp(4, F_3) → GPSp(4, F_3) → C_2 → 1 (5.4)

i razloßenie

GPSp(4, F_3) = PSp(4, F_3) ∪ ϱ PSp(4, F_3), (5.5)

gde F_3 – pole iz trœh fflementov, a C_2 – cikliqeskaØ podgruppa porØdka 2 v GPSp(4, F_3), poroßdœnnaØ ϱ = ± diag(−1, 1, 1, −1).

�to trebuet poØsneniØ. Snaqala opredelim gruppy. UslovimsØ zapisyvat~ 4 × 4 matricy kak ( A B C D ) , gde A, B, C, D — 2 × 2 matricy, (5.6)

i poloßim Ω =

(_{02 −I2}

I2 02 ) , gde 0_2 i I_2 – nulevaØ i ediniqnaØ matricy 2 × 2. SimplektiqeskaØ gruppa ranga 2 nad F_3 est~

Sp(4, F_3) = { γ ∈ GL(4, F_3) | | γ Ω^tγ = Ω},

204 N. V. PROSKURIN

gde^tγ oboznaqaet matricu, transponirovannu¸ k γ. Esli γ zapisano kak v (5.6), uslovie γΩ^tγ = Ω ffkvivalentno

A^tB = B^tA, C^tD = D^tC, A^tD − B^tC = I_2. (5.7)

Pod rasxirennoæ simplektiqeskoæ gruppoæ my ponimaem

GSp(4, F_3) = { γ ∈ GL(4, F_3) | | γ Ω^tγ = ±Ω}. SimplektiqeskaØ gruppa Sp(4, F_3) est~ normal~naØ podgruppa indeksa 2 v GSp(4, F_3). My imeem diz¨¸nktnoe razloßenie i toqnu¸ posledovatel~nost~

GSp(4, F_3) = Sp(4, F_3) ∪ ϱ^′ Sp(4, F_3)

s ϱ^′ = diag(−1, 1, 1, −1),

1 → Sp(4, F_3) → GSp(4, F_3) → C^′_2 → 1,

(5.8)

gde C^′_2 est~ cikliqeskaØ podgruppa porØdka 2 v GSp(4, F_3), poroßdennaØ ϱ^′. Takim obrazom, GSp(4, F_3) okazyvaetsØ poluprØmym proizvedeniem normal~noæ podgruppy Sp(4, F_3) i cikliqeskoæ podgruppy C^′_2. Centr kaßdoæ iz grupp Sp(4, F_3) i GSp(4, F_3) sostoit iz matric ±I_4. Po opredeleni¸,

PSp(4, F_3) = Sp(4, F_3)/{±I_4}, GPSp(4, F_3) = GSp(4, F_3)/{±I_4},

i faktorizuØ (5.8), my poluqaem razloßenie (5.5) i toqnu¸ posledovatel~nost~ (5.4) dlØ proektivnyh grupp.

Izomorfizm (5.2) dan D~edonne [6, gl. 4], so ssylkami na ȷordana [11] i Diksona [4]. KaßetsØ ves~ma veroØtnym, qto izomorfizm (5.3) takße izvesten. No my ne moßem dat~ ssylku, pofftomu dadim poØsnenie k (5.3). Soglasno [5], kaßdyæ avtomorfizm proektivnoæ gruppy PSp(4, F_3) inducirovan (faktorizacieæ) avtomorfizmom gruppy Sp(4, F_3). Hua-Lo-Ken [10] i D~edonne [5] pokazali takße, qto kaßdyæ avtomorfizm gruppy Sp(4, F_3) est~ soprØßenie fflementom iz gruppy GSp(4, F_3). Sledovatel~- no, kaßdyæ avtomorfizm gruppy PSp(4, F_3) est~ soprØßenie fflementom iz gruppy GPSp(4, F_3). Dalee, legko naæti, qto (s toqnost~¸ do izomorfizma) GPSp(4, F_3) est~ edinstvennoe raswepimoe rasxirenie gruppy PSp(4, F_3) cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 2, svØzannoe s vnexnim invol¸tivnym avtomorfizmom gruppy

PSp(4, F_3). S fftim nabl¸deniem, my poluqaem izomorfizm (5.3)

prostym sravneniem (5.4) s (5.1).

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 205

6. Dokazatel~stvo predloßeniØ 1

Naqnœm s (a). GlavnaØ kongruencpodgruppa Γ(q), buduqi Ødrom gomomorfizma SL(2, O) → SL(2, O/q), inducirovannogo gomomorfizmom O → O/q, est~ normal~naØ podgruppa SL(2, O). ImeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~

1 → Γ(q) → SL(2, O) → SL(2, O/q) → 1,

kotoraØ dostavlØet nam izomorfizm

SL(2, O)/Γ(3) ≃ SL(2, O/3O).

Ots¸da vidno, qto indeks [ SL(2, O) : Γ(3) ] raven porØdku gruppy

SL(2, O/3O). Legko zametit~, qto otobraßenie 1 → 1, √ −3 → x induciruet izomorfizm kolec O/3O → F_3[ x ]/(x^2) i, dalee, izomorfizm grupp

SL(2, O/3O) ≃ SL(2, F_3[ x ]/(x^2)).

My imeem takße ffpimorfizm kolec F_3[ x ]/(x^2) → F_3, kotoryæ perevodit a + bx(mod x^2) v a ∈ F_3, i kotoryæ, sledovatel~no, induciruet toqnu¸ posledovatel~nost~

1 → Γ(x) → SL(2, F_3[ x ]/(x^2)) → SL(2, F_3) → 1,

gde Γ(x) – glavnaØ kongruencpodgruppa mod x v SL(2, F_3[ x ]/(x^2)), sostoØwaØ iz matric ( 1 + ax bx cx 1 − ax ) , a, b, c ∈ F_3. Izvestno, qto porØdok gruppy SL(2, F_3) raven 24. PorØdok gruppy

Γ(x) raven 27. Sledovatel~no, porØdok gruppy SL(2, F_3[ x ]/(x^2))

raven 27 · 24 = 648, i takovy ße porØdok gruppy SL(2, O/3O) i indeks [ SL(2, O) : Γ(3) ] , qto i trebovalos~.

Dalee, pust~ γ ∈ SL(2, O). Legko videt~, qto γ ∈ ~Γ(q) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli γ ≡ δ(mod q) s nekotorym δ ∈ SL(2, Z), i, znaqit, v tom i tol~ko v tom sluqae, esli γ = δγ^′ s nekotorymi

δ ∈ SL(2, Z), γ^′ ∈ Γ(q). DlØ q = 3 iz fftogo zameqaniØ sleduet

~Γ(3)/Γ(3) ≃ SL(2, Z)/(SL(2, Z) ∩ Γ(3)) ≃ SL(2, Z/3Z) ≃ SL(2, F_3),

poslednØØ gruppa imeet porØdok 24, i takim ße okazyvaetsØ indeks [~ Γ(3) : Γ(3) ] . DlØ dokazatel~stva (a) ostaœtsØ zametit~, qto

206 N. V. PROSKURIN

ime¸t mesto vkl¸qeniØ Γ(3) ⊂ ~Γ(3) ⊂ SL(2, O) i, sledovatel~no, [ SL(2, O) : ~Γ(3) ] = 648/24 = 27.

Dalee, dlØ dokazatel~stva (b) zametim, qto, v sootvetstvii s opredeleniem (2.2), ς = ( i 0 0 −i ) , tak qto ς^2 = −I_2, i

ς^{−1} ( a b c d ) ς = ( a −b −c d ) dlØ vseh ( a b c d ) ∈ SL(2, C).

(6.1)

Ots¸da nemedlenno sleduet, qto SL(2, O) – normal~naØ podgruppa B(O), ~Γ(3) – normal~naØ podgruppa B(3), i qto ime¸t mesto razloßeniØ

B(O) = SL(2, O) ∪ ς SL(2, O), (6.2)

B(3) = ~Γ(3) ∪ ς ~Γ(3), (6.3)

iz kotoryh sleduet (b). Nakonec, opuskaØ detali, zametim, qto (c) legko sleduet iz (a) i (b).

7. Dokazatel~stvo predloßeniØ 2

Predpoloßim, qto my imeem razloßenie (1.1). Podstaviv (1.1) v (6.2) i vospol~zovavxis~ zatem (6.3), my nahodim

B(O) = { ⋃ j=1,... ,27 ~Γ(3) σ_j } ∪ { ⋃ j=1,... ,27 ς ~Γ(3) σ_j } =

= ⋃ j=1,... ,27 { ~ Γ(3) ∪ ς ~Γ(3) } σ_j = ⋃ j=1,... ,27 B(3) σ_j .

(7.1)

�to i est~ iskomoe razloßenie (1.2), i ostaœtsØ tol~ko dokazat~ ego diz¨¸nktnost~. S fftoæ cel~¸ predpoloßim, qto B(3)σ_j =

B(3)σ_k s nekotorymi k ≠ j. Togda σ_j σ^{−1}_k ∈ B(3). Vvidu (6.3), ffto

oznaqaet, qto σ_jσ^{−1}_k ∈ ~Γ(3) ili σ_jσ^{−1}_k ∈ ς ~Γ(3). Pervyæ sluqaæ nevozmoßen, poskol~ku razloßenie (1.1) diz¨¸nktno. Vo vtorom sluqae my nahodim σ_j σ^{−1}_k δ = ς s nekotorym δ ∈ ~Γ(3) ⊂ SL(2, O). S

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 207

fftim δ imeem σ_jσ^{−1}_k δ ∈ SL(2, O), togda kak ς ∉ SL(2, O). Sledovatel~no, klassy v (7.1) razliqny i, znaqit, (7.1) – diz¨¸nktnoe razloßenie.

8. Dokazatel~stvo predloßeniØ 3

Punkt (a) oqeviden, tak kak I_2 i −I_2 deæstvu¸t trivial~no na H. DlØ dokazatel~stva (b) i (c) zametim snaqala, qto Γ(3) i Γ(9) – normal~nye podgruppy v B(O). Dalee, dlØ kaßdoæ matricy

γ ∈ Γ(3) i kaßdogo j = 1, 2, . . . , 27, imeem σ_jγσ^{−1}_j ∈ Γ(3) ⊂ B(3), i

znaqit f(σ_j γw) = f(σ_j γσ^{−1}_j σ_jw) = κ(σ_jγσ^{−1}_j )f(σ_j w). Sledovatel~no, ψ(γ) = diag(κ(σ_1γσ^{−1}_1 ), κ(σ_2γσ^{−1}_2 ), . . . , κ(σ_{27}γσ^{−1}_{27} )) est~ diagonal~naØ matrica, qto i utverßdalos~ v punkte (c). DlØ dokazatel~stva (b) ostaœtsØ zametit~, qto κ(δγδ^{−1} ) = κ(γ) dlØ vseh γ ∈ Γ(9) i δ ∈ SL(2, O) (sm. (3.2)), tak ße kak i dlØ δ = ς, i, znaqit, dlØ vseh δ ∈ B(O). Sledovatel~no, κ(σ_j γσ^{−1}_j ) = κ(γ) i

ψ(γ) skalØrnaØ matrica dlØ γ ∈ Γ(9).

Neskol~ko sloßnee dokazat~ (d). Utverßdenie ne zavisit ot proizvola v vybore σ_j v (1.1), (2.3), (2.4). Voz~mœm σ_j iz spiska, dannogo v [15]. �tot spisok vkl¸qaet

σ_1 = ( 1 0 0 1 ) , σ_2 = ( ω 0 0 ω^2 ) , σ_3 = ( 1 ω 0 1 ) . Nam net neobhodimosti pereqislØt~ vse σ_j iz [15]. Zametim tol~- ko, qto σ_j ∉ B(3) dlØ j = 2, 3, . . . , 27, i qto σ_j ∈ SL(2, O) dlØ j = 1, 2, . . . , 27. Oboznaqim qerez E mnoßesto vseh takih matric γ ∈ B(O), qto w → Θ_{K−P}(γw)

Θ_{K−P}(w)

— postoØnnaØ funkciØ H → C (8.1)

(zavisØwaØ tol~ko ot γ). Oqevidno, E – podgruppa B(O) i B(3) ⊂ E. Dokaßem, qto E = B(3). Predpoloßim, qto γ ∈ E, γ ∉ B(3). My imeem razloßenie (2.4), predloßenie 2, iz kotorogo sleduet, qto matrica γ moßet byt~ predstavlena kak proizvedenie

γ = γ^′σ_k s nekotorym k = 1, 2, . . . , 27 i s γ^′ ∈ B(3) ⊂ E. I pri fftom σ_k ∈ E, σ_k ∉ B(3). Takim obrazom, esli (8.1) imeet mesto dlØ ne-

kotroæ matricy γ ∉ B(3), to (8.1) imeet mesto dlØ hotØ by odnoæ matricy γ = σ_k, k = 2, 3, . . . , 27. Avtor ispol~zoval Maple V dlØ

208 N. V. PROSKURIN

napisaniØ procedury vyqisleniØ Θ_{K−P} (w). �ta procedura, primenœnnaØ k funkciØm (8.1) s γ = σ_k, k = 2, 3, . . . , 27, pokazyvaet, qto ni odna iz nih ne postoØnna. Takim obrazom, E = B(3).

Dalee, dlØ γ ∈ B(O), matrica ψ(γ) diagonal~na v tom i tol~ko v tom sluqae, esli w → Θ_{K−P}(σ_kγw)

Θ_{K−P}(σ_kw) — postoØnnaØ funkciØ

H → C

dlØ vseh k = 1, 2, . . . , 27 (zavisØwaØ tol~ko ot k i γ). �to uslovie ffkvivalentno sledu¸wemu: σ_kγσ^{−1}_k ∈ E dlØ vseh k = 1, 2, . . . , 27. Poskol~ku E = B(3), my zakl¸qaem, qto matrica ψ(γ) diagonal~- na v tom i tol~ko v tom sluqae, esli γ ∈ P s P = ⋂ k=1,... ,27 σ^{−1}_k B(3) σ_k. (8.2)

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ (d) nam dostatoqno pokazat~, qto P = ±Γ(3). My imeem σ_1 = I_2, sledovatel~no, P ⊂

σ^{−1}_1 B(3) σ_1 = B(3). My znaem, qto ±Γ(3) – normal~naØ podgruppa B(O), pofftomu ±Γ(3) = ±σ^{−1}_k Γ(3) σ_k ⊂ σ^{−1}_k B(3) σ_k dlØ vseh k, i,

sledovatel~no, ±Γ(3) ⊂ P . S drugoæ storony, imeem

P ⊂ B(3) ∩ σ^{−1}_2 B(3)σ_2 ∩ σ^{−1}_3 B(3)σ_3 ⊂ ±Γ(3), (8.3)

qto vleqœt za soboæ P = ±Γ(3). Pervoe vkl¸qenie v (8.3) oqevidno. DlØ dokazatel~stva vtorogo vkl¸qeniØ vospol~zuemsØ (6.3). Pust~ γ ∈ B(3). Iz (6.3) sleduet, qto libo fflementy fftoæ matricy ∈ O i togda γ ∈ ~Γ(3), libo fflementy fftoæ matricy ∉ O i togda

γ ∈ ς ~Γ(3). Taße al~ternativa imeet mesto dlØ γ ∈ σ^{−1}_k B(3) σ_k, po-

skol~ku σ_k ∈ SL(2, O) dlØ vseh k. Sledovatel~no, dlØ γ ∈ P my imeem ili

γ ∈ ~Γ(3) ∩ σ^{−1}_2 ~Γ(3)σ_2 ∩ σ^{−1}_3 ~Γ(3)σ_3 ili (8.4)

γ ∈ ς ~Γ(3) ∩ σ^{−1}_2 ς ~Γ(3)σ_2 ∩ σ^{−1}_3 ς ~Γ(3)σ_3 (8.5)

= ς {~ Γ(3) ∩ ς^{−1}σ^{−1}_2 ς ~Γ(3)σ_2 ∩ ς^{−1}σ^{−1}_3 ς ~Γ(3)σ_3 } . Zametim, qto ς^{−1}σ^{−1}_k ς ∈ SL(2, O) dlØ k = 2 i dlØ k = 3, i qto ~Γ(3) sostoit iz matric iz SL(2, O) s fflementami ≡ 0, ±1( mod 3). Teper~ fflementarnoe vyqislenie, kotoroe my opuskaem dlØ kratkosti, pokazyvaet, qto mnoßestvo v pravoæ qasti (8.4) ravno ±Γ(3),

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 209

togda kak mnoßestvo v pravoæ qasti (8.5) pusto. �to zaverxaet dokazatel~stvo.

9. Monomorfizm SL(2, F_3[ x ]/(x^2)) → Sp(4, F_3)

Iz usloviæ (5.7) s C = 0 sleduet A =^tD^{−1} i B =^tD^{−1}S s nekotoroæ simmetriqnoæ matriceæ S. V qastnosti, det D ≠ 0. Pust~ G = {( A B 0_2 D ) ∈ Sp(4, F_3) | det D = 1 } , ffto podgruppa indeksa 2 zigelevoæ maksimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppy v Sp(4, F_3). DlØ kaßdoæ matricy D ∈ SL(2, F_3) i simmetriqnoæ 2 × 2 matricy S s fflementami iz F_3 imeem (_t D^{−1} 0_2 0_2 D ) ∈ G i ( I_2 S 0_2 I_2 ) ∈ G. (9.1)

Bolee togo, kaßdaØ matrica γ ∈ G moßet byt~ predstavlena edinstvennym obrazom kak proizvedenie γ = (_t D^{−1} 0_2 0_2 D ) ( I_2 S 0_2 I_2 ) (9.2)

s D i S kak v (9.1). ImeetsØ 3^3 = 27 simmetriqnyh 2 × 2 matric s fflementami iz F_3, a porØdok gruppy SL(2, F_3) raven 24. Sledovatel~no, G est~ gruppa porØdka 27 · 24 = 648. Dokaßem, qto G izomorfna gruppe SL(2, F_3[ x ]/(x^2)), rassmotrennoæ ranee v §6. Iz naxih rassmotreniæ v §6 Øsno, qto kaßdaØ matrica

δ ∈ SL(2, F_3[ x ]/(x^2)) moßet byt~ edinstvennym obrazom razloße-

na v gruppe SL(2, F_3[ x ]/(x^2)) v proizvedenie δ = D ( 1 + ax bx cx 1 − ax ) , gde D ∈ SL(2, F_3), a, b, c ∈ F_3. (9.3)

Opredelim otobraßenie h : SL(2, F_3[ x ]/(x^2)) → G, vzØv v kaqestve

h(δ) dlØ δ iz (9.3) matricu γ iz (9.2) s S = ( −c a a b ) .

210 N. V. PROSKURIN

Oqevidno, h est~ biekciØ. Zametim, qto h obladaet sledu¸wim svoæstvom: esli D ∈ SL(2, F_3), a, b, c ∈ F_3 i a^′, b^′, c^′ ∈ F_3, to tD ( −c a a b ) D = ( −c^′ a^′ a^′ b^′ ) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

D^{−1} ( 1 + ax bx cx 1 − ax ) D = ( 1 + a^′x b^′x c^′x 1 − a^′x ) . Radi kratkosti, opustim detali. S fftim nabl¸deniem, prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto biekciØ h ØvlØetsØ gomomorfizmom. Sledovatel~no, h est~ izomorfizm.

10. Dokazatel~stvo teoremy

Soglasno predloßeni¸ 1 (c), n = [ B(O) : B(3) ] = 27. Dalee, ±Γ(3) est~ normal~naØ podgruppa v B(O) i, soglasno predloße-

ni¸ 3 (c), (d), Z est~ obraz ±Γ(3) otnositel~no gomomorfizma ψ. V svo¸ oqered~, E est~ obraz gruppy B(O) otnositel~no ψ. Sledovatel~no, Z est~ normal~naØ podgruppa v E, E/Z ≃ B(O)/ ± Γ(3), i poslednØØ gruppa imeet porØdok 648, soglasno predloßeni¸ 1 (c). S drugoæ storony, my znaem, qto

W (E_6) ≃ GPSp(4, F_3).

Takim obrazom, dlØ dokazatel~stva utverßdeniØ teoremy otnositel~no gruppy E/Z nam dostatoqno postroit~ monomorfizm

B(O)/ ± Γ(3) e_Q −→ GPSp(4, F_3). (10.1)

S fftoæ cel~¸ rassmotrim diagrammu

PSp(4, F_3) ← { ± ( A B 0 D ) ∈ PSp(4, F_3) | | | det D = 1 }

↑ SL(2, O)/ ± Γ(3) → PSL(2, O/3O) → PSL(2, F_3[ x ]/(x^2))

(10.2)

Zdes~ ← – vkl¸qenie podgruppy, ↑ est~ izomorfizm, poluqaemyæ faktorizacieæ iz monomorfizma, postroennogo v §9, → est~

O NEKOTORO` KONEQNO` GRUPPE 211

izomorfizmy, poluqaemye faktorizacieæ iz izomorfizmov, postroennyh v §6. KompoziciØ

SL(2, O)/ ± Γ(3) Q −→ PSp(4, F_3)

vseh gomomorfizmov v (10.2) est~ monomorfizm, i my moßem ispol~zovat~ Q, qtoby opredelit~ ~Q v (10.1).

V [7, 7.4] my nahodim, qto tri matricy

p_1 = ( 1 0 1 1 ) , p_2 = ( 0 −1 1 0 ) , p_3 = ( 1 0 ω 1 )

( ω = (−1 + √ −3 )/2 ) poroßda¸t SL(2, O); ffti matricy i ς iz (2.2) poroßda¸t

B(O). Kanoniqeskiæ ffpimorfizm B(O) → B(O)/ ± Γ(3) perevo-

dit p_1, p_2, p_3, ς v nekotorye fflementy, skaßem p^′_1, p^′_2, p^′_3, ς^′, poroßda¸wie gruppu B(O)/ ± Γ(3). Oqevidno, p^′_1, p^′_2, p^′_3 poroßda¸t

SL(2, O)/ ± Γ(3) i my imeem diz¨¸nktnoe razloßenie

B(O)/ ± Γ(3) = SL(2, O)/ ± Γ(3) ∪ ς^′ SL(2, O)/ ± Γ(3)

(sr. s (6.2)). Zametim, qto opredelœnnyæ vyxe monomorfizm Q obladaet svoæstvom

Q(ς^{′−1}γ ς^′ ) = ϱ^{−1}Q(γ) ϱ dlØ vseh γ ∈ SL(2, O)/ ± Γ(3). (10.3)

Proverit~ (10.3) dostatoqno dlØ obrazu¸wih gruppy SL(2, O)/±

Γ(3), skaßem dlØ γ = p^′_1, p^′_2, p^′_3, i ffto legko sdelat~, rassmotrev

posledovatel~no gomomorfizmy v (10.2). Teper~ opredelim ~Q, polagaØ

~Q(γ) = Q(γ), ~Q(ς^′γ) = ϱQ(γ) dlØ vseh γ ∈ SL(2, O)/ ± Γ(3).

Napomnim, qto ς^{′2} = 1 i ϱ^2 = 1. Iz (10.3) legko sleduet, qto ~Q est~ monomorfizm, i ffto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Literatura

1. H. Bass, J. Milnor, J.-P. Serre, Solution of the congruence subgroup problem for

SLn (n ¿ 3) and Sp2n (n ¿ 2), Inst. des Hautes Études Scient., Publ. Math.

No. 22 (1964), 5–60.

2. N. Bourbaki, Groupes et algebres de Lie, Paris.

3. H. S. M. Coxeter, Regular complex polytopes, Second edition, Cambridge Univ.

Press, Cambridge, 1991.

212 N. V. PROSKURIN

4. L. E. Dickson, Linear groups. (Ed. B. G. Teubner), Leipzig, 1901. 5. J. Dieudonné, On the automorphisms of the classical groups, Memoirs Amer.

Math. Soc. 2 (1951).

6. J. Dieudonné, La géométrie des groupes classiques, Ergebn. Math. und ihrer Grenzgeb., Springer-Verlag 5 (1955).

7. J. Elstrodt, F. Grunewald, J. Mennicke, Groups acting on hyperbolic space, Springer-Verlag, 1998.

8. R. Hartshorne, Algebraic geometry, Springer-Verlag, 1977.

9. A. Henderson, The twenty-seven lines upon the cubic surface, Cambridge Univ.

Press, Cambridge, 1911.

10. L. K. Hua, On the automorphisms of the symplectic group over any field, Ann.

of Math. 49 (1948), 739–759.

11. C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques, Gauthier-Villars, Paris, 1870.

12. T. Kubota, Ein arithmetischer Satz über eine Matrizengruppe, J. reine und angew. Math. 222 (1965), 55–57.

13. T. Kubota, On automorphic functions and reciprocity law in a number theory, Lect. in Math. Kyoto Univ. 2 (1969).

14. ı. I. Manin, Kubiqeskie formy, M., 1972.

15. S. J. Patterson, A cubic analogue of the theta series I, II, J. reine und angew.

Math. 296 (1977), 125–161, 217–220.

16. N. V. Proskurin, Cubic metaplectic forms and theta functions, Lect. Notes in Math. 1677, Springer-Verlag, 1998.

17. B. Segre, The non-singular cubic surfaces, Clarendon, Oxford, 1942.

Postupilo 5 oktØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN