Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

A. V. T¸t¸ev, V. A. Xlyk

NEPRERYVNO USTRANIMYE MNOȷESTVA DL˚ KVAZIKONFORMNYH OTOBRAȷENI`

Pust~ D – oblast~ v n-mernom evklidovom prostranstve R^n,

n ¿ 2, i E – kompakt, raspoloßennyæ v D. V rabote poluqeny

usloviØ na kompakt E, pri kotoryh l¸boe gomeomorfnoe otobraßenie f : D\E → R^n iz klassa L^1_n(D\E) (sm. [1]–[2]) ili kvazikonformnoe otobraßenie f : D\E → R^n prodolßaetsØ do nepreryvnogo otobraßeniØ f : D → R^n = R^n ∪ {∞}. �timi usloviØmi opredelØetsØ klass N CS-kompaktov, kotoryæ pri n = 2 sovpadaet s klassom topologiqeski ustranimyh kompaktov dlØ konformnyh i kvazikonformnyh otobraßeniæ (sm. [3]–[4]).

Otmetim, qto zadaqa nepreryvnogo prodolßeniØ, rassmotrennaØ v stat~e, voshodit k Gretxu. RØd rezul~tatov po fftoæ zadaqe dlØ prostranstvennyh kvazikonformnyh otobraßeniæ byl poluqen Martio i NØkki [5] i odnim iz avtorov [6].

Krome togo, pokazano, qto N CS-kompakty koneqnoæ plowadi ØvlØ¸tsØ N ED-mnoßestvami, kotorye, kak izvestno [7], ØvlØ¸tsØ ustranimymi mnoßestvami dlØ kvazikonformnyh otobraßeniæ.

1. N CS-kompakty

V dal~neæxem pod krivoæ γ budem ponimat~ nepreryvnyæ obraz intervala (0;1). Qerez A oboznaqaem zamykanie mnoßestva A ⊂ R^n v topologii R^n. Pust~ F – kompakt v R^n i x_0 ∈ F . Pust~ γ_0, γ_1 — nepreryvnye obrazy poluzamknutogo intervala [0;1) v oblasti D takie, qto γ_0 ∩ γ_1 = ∅, γ_0 ∪ γ_1 ⊂ D i x_0 ∈ γ_0 ∩ γ_1. Togda γ_0 i γ_1 nazovem krivymi, shodØwimisØ v toqke x_0 ∈ F po oblasti D.

Qerez Γ(γ_0, γ_1, D\F ) oboznaqim semeæstvo vseh krivyh, kotorye raspoloßeny v D\F i soedinØ¸t krivye γ_0 i γ_1, shodØwiesØ v toqke x_0 po oblasti D, qerez m_n (γ_0, γ_1, D\F ) oboznaqim

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00028). 213

214 A. V. TıTıEV, V. A. XLYK n-modul~ semeæstva Γ(γ_0, γ_1, D\F ) [7]. V sluqae Γ(γ_0, γ_1, D\F ) = ∅ polagaem, po opredeleni¸, m_n(γ_0, γ_1, D\F ) ravnym nul¸. Qerez

m_n(E_0, E_1, D) oboznaqim n-modul~ semeæstva krivyh, raspolo-

ßennyh v oblasti D i soedinØ¸wih kompakty E_0, E_1 ⊂ D, qerez

C_n(E_0, E_1, D) oboznaqim n-emkost~ kondensatora (E_0, E_1, D) [7].

Poloßim B(x_0, r) = {y ∈ R^n : |x_0 − y| < r}, gde x_0 ∈ R^n i r > 0. Kompakt F nazovem N CS-kompaktom, esli dlØ kaßdoæ toqki x_0 ∈ F moßno ukazat~ qislo r_0 = r(x_0) > 0 takoe, qto

m_n(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\F ) = ∞ dlØ vseh r ∈ (0; r_0) i dlØ l¸boæ pary

krivyh γ_0, γ_1, shodØwihsØ v toqke x_0 ∈ F po oblasti B(x_0, r).

Pust~ d(A, B) – evklidovo rasstoØnie meßdu mnoßestvami

A, B ⊂ R^n, d(A) — diametr mnoßestva A ⊂ R^n; [a; b] — prØ-

molineænyæ otrezok, soedinØ¸wiæ toqki a, b ∈ R^n.

Teorema 1. Esli E – N CS-kompakt, to E ne soderßit vnutren-

nih toqek.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe. Pust~ B(x0, r) ⊂ E

dlØ nekotoryh r, 0 < r < r_0, i x_0 ∈ E. Pust~ l — nevyroßdennyæ otrezok s centrom v toqke x_0, l ⊂ B(x_0, r). Togda l\{x_0} = γ_0 ∪ γ_1, gde γ_0 i γ_1 — krivye, shodØwiesØ v toqke x_0 po xaru B(x_0, r). ˚sno, qto m_n(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\E) = 0, poskol~ku Γ(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\E) = ∅. Poslednee protivoreqit opredeleni¸ kompakta E.

Teorema 2. Esli E – N CS-kompakt, to E lokal~no ne razbivaet

evklidovo prostranstvo R^n.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe. Pust~ B – otkrytyæ

xar v R^n, kotoryæ razbivaetsØ kompaktom F , i D – odna iz otkrytyh komponent mnoßestva B\F . Pust~ toqka x_0 prinadleßit mnoßestvu B\D. Oboznaqim qerez l otrezok, soedinØ¸wiæ toqku

x_0 s vybrannoæ toqkoæ y_0 ∈ D. Naædem na otrezke l blißaæxu¸

k toqke x_0 toqku z_0 ∈ ∂D.

Oboznaqim qerez γ_0 nepreryvnyæ obraz poluotkrytogo otrezka [0;1), raspoloßennyæ v oblasti D i soedinØ¸wiæ toqku y_0 s toqkoæ z_0 (inaqe govorØ, z_0 ∈ γ_0). Qerez γ_1 oboznaqim poluotkrytyæ otrezok (z_0; x_0].

Togda Γ(γ_0, γ_1, B\E) = ∅, znaqit, m_n(γ_0, γ_1, B\E) = 0, qto protivoreqit opredeleni¸ kompakta E.

Sledstvie. Esli E – N CS-kompakt i n = 2, to E — nul~mernyæ

kompakt.

NEPRERYVNO USTRANIMYE MNOȷESTVA 215

Teorema 3. Pust~ f : D\E → R^n – gomeomorfizm iz klassa

L^1_n(D\E), gde E – N CS-kompakt, raspoloßennyæ v oblasti D. Togda f prodolßaetsØ do nepreryvnogo otobraßeniØ oblasti D v R^n.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto otobraßenie f ravnomer-

no ograniqeno v oblasti D\E. Deæstvitel~no, fftogo moßno dobit~sØ posredstvom udaleniØ iz oblasti D\E zamknutogo xara U i podhodØwego mebiusova preobrazovaniØ nad f(D\E)\f(U ).

Predpoloßim, qto mnoßestvo X_0 = Cl(f, x_0) vseh predel~nyh znaqeniæ funkcii f v toqke x_0 ∈ E ØvlØetsØ nevyroßdennym kontinuumom. Pust~ b_1, b_2 ∈ X_0 – toqki, dlØ kotoryh d(b_1, b_2) =

d(X_0).

Ne ograniqivaØ obwnosti, budem sqitat~, qto b_1 = (0, . . ., 0),

b_2 = (1, 0, . . ., 0). Oboznaqim qerez l(x_0) komponentu svØznosti

kompakta E, soderßawu¸ toqku x_0, qerez τ (x_0) = f(l(x_0)) – sootvetstvu¸wu¸ komponentu svØznosti granicy ∂f(D\U ) oblasti f(D\U ). Postroim dve posledovatel~nosti {a^1_k }, {a^2_k} toqek v D\E takie, qto lim_{k→∞} a^1_k = x_0, lim_{k→∞} a^2_k = x_0; b^1_k = f(a^1_k ) → b_1 i

b^2_k = f(a^2_k ) → b_2 pri k → ∞. Provedem giperploskosti

H_1 = { (y1, y2, . . . , y_n) ∈ R^n : y1 = 1 3 } , H_2 = { (y1, y2, . . . , y_n) ∈ R^n : y1 = 2 3 }

i poloßim

H^+_1 = { y : y_1 < 1 3 } , H^+_2 = { y : y_1 > 2 3 } . Moßno sqitat~, qto b^1_k ∈ H^+_1 i b^2_k ∈ H^+_2 pri k ¿ 1. Postroim teper~ gladku¸ poverhnost~ σ_1, raspoloßennu¸ v oblasti f(D\E), otdelØ¸wu¸ mnoßestvo τ (x_0) ot ∞ i taku¸, qto d(σ_1, τ (x_0)) < 1,

σ_1 ØvlØetsØ obweæ graniceæ dlØ svoeæ vnutrennosti i vnexno-

sti, b^1_k, b^2_k /∈ σ_1, k ¿ 1. Zatem stroim gladku¸ poverhnost~ σ_2 vnutri poverhnosti σ_1 taku¸, qto d(σ_2, τ (x_0)) <^1_2 , b^1_k, b^2_k /∈ σ_2, k ¿ 1.

Oboznaqim dvusvØznu¸ oblast~, ograniqennu¸ poverhnostØmi σ_1, σ_2, qerez G_1(σ_1, σ_2). Pokroem ∂f(D\E) ∩ G_1(σ_1, σ_2) koneqnym qislom zamknutyh oblasteæ G^1_i , i = 1, 2, . . ., m, s gladkimi

216 A. V. TıTıEV, V. A. XLYK poverhnostØmi tak, qto mnoßestvo

G_1 = G_1(σ_1, σ_2)\ m⋃ i=1 G^1_i

ØvlØetsØ oblast~¸ i σ_1 ∪ σ_2 ⊂ ∂G_1.

Analogiqnym obrazom vybiraem gladku¸ poverhnost~ σ_3,

d(σ_3, τ (x_0)) <^1_3 , i stroim oblast~ G_2, σ_2 ∪ σ_3 ⊂ ∂G_2, zatem vy-

biraem poverhnost~ σ_4, d(σ_4, τ (x_0)) <^1_4 , i stroim oblast~ G_3,

σ_3 ∪ σ_4 ⊂ ∂G_3, i tak dalee.

Vyberem toqki z^1 na H_1 ∩ σ_1 i z^1_2 na H_1 ∩ σ_2 i soedinim ih nepreryvnoæ krivoæ λ^1 ⊂ G_1 ∩ H^+_1 s toqkami posledovatel~nosti {b^1_k}, raspoloßennymi v oblasti G_1. Analogiqno vybiraem toqku z^1_3 na H_1 ∩ σ_3 i soedinim toqki z^1_2 i z^1_3 nepreryvnoæ krivoæ λ^1_2 ⊂ G_2 ∩ H^+_1 s toqkami posledovatel~nosti {b^1_k}, raspoloßennymi v G_2. ProdolßaØ fftot process neograniqenno, poluqim nepreryvnu¸ krivu¸ λ_1 = λ^1 ∪ λ^1_2 ∪ λ^1_3 ∪ · · · ⊂ f(D\E) taku¸, qto λ_1 ⊂ H^+_1 i b_1 ∈ λ_1. Takim ße obrazom postroim nepreryvnu¸ krivu¸ λ_2 ⊂ f(D\E), λ_2 ⊂ H^+_2 , b_2 ∈ λ_2. ˚sno, qto

γ_1 = f^{−1}(λ_1) i γ_2 = f^{−1}(λ_2) – krivye, shodØwiesØ v toqke x_0

po oblasti D. Pust~ r ∈ (0, d(E, ∂D)). Soglasno rezul~tatu F¸- glede [8], funkciØ f absol¸tno nepreryvna na kaßdoæ krivoæ

γ ∈ Γ(γ_1, γ_2, B(x_0, r)\E), iskl¸qaØ semeæstvo Γ_0 n-modulØ nul~.

Esli f_j , j = −→1, n, – koordinatnye funkcii otobraßeniØ f : D\E → R^n i | grad f| = (_n ∑ j=1 | grad f_j |^2

) 1_2

, to, v silu vybora kri-

vyh γ_1 i γ_2, ocenka ∫ γ | grad f|ds ¿ 1 3 spravedliva dlØ vseh γ ∈ Γ\Γ_0. Drugimi slovami, 3| grad f| – obobwenno-dopustimaØ metrika dlØ semeæstva Γ. Poskol~ku

f ∈ L^1_n(D\E), to m_n(γ_1, γ_2, B(x_0, r)\E) < +∞. �to protivoreqit

vyboru kompakta E. Sledovatel~no, mnoßestvo Cl(f, x_0) sostoit iz edinstvennoæ toqki y_0. Poloßim f(x_0) = y_0. UqityvaØ, qto kompakt E lokal~no ne razbivaet prostranstvo R^n, standartnymi rassußdeniØmi [9] ubedimsØ v spravedlivosti usloviØ lim_{x→x0} f(x) = y_0 pri stremlenii toqki x proizvol~nym obrazom po oblasti D k toqke x_0. Teorema dokazana.

NEPRERYVNO USTRANIMYE MNOȷESTVA 217 PrinimaØ vo vnimaniØ soobraßeniØ, vyskazannye v naqale dokazatel~stva teoremy 3, i opredelenie kvazikonformnogo otobraßeniØ, poluqim sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie. Pust~ f : D\E → R^n – kvazikonformnoe otobraße-

nie, gde E — N CS-kompakt, raspoloßennyæ v oblasti D. Togda f prodolßaetsØ do nepreryvnogo otobraßeniØ oblasti D v R^n.

Teorema 4. Pust~ E – kompakt, raspoloßennyæ v oblasti D ⊂

R^2. DlØ togo, qtoby l¸boe kvazikonformnoe otobraßenie f :

D\E → R^2 prodolßalos~ do gomeomorfizma f : D → R^2, neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo E bylo N CS-kompaktom.

Dokazatel~stvo. Vvidu teoremy 2 i sledstviØ teoremy 3 do-

statoqno ustanovit~ neobhodimost~ usloviØ teoremy. Kak izvestno [4], esli E – topologiqeski ustranimoe mnoßestvo dlØ kvazikonformnyh otobraßeniæ, to E – nul~mernyæ kompakt.

Krome togo, dlØ kaßdogo r iz intervala (0, +∞) modul~ semeæstva T = T ({x_0}, ∂B(x_0, r), B(x_0, r)\E) vseh nepreryvnyh krivyh, raspoloßennyh v oblasti B(x_0, r)\E i otdelØ¸wih toqku x_0 ot

∂B(x_0, r), raven ∞ nezavisimo ot vybora toqki x_0 ∈ E. Voz~mem

teper~ proizvol~nu¸ paru krivyh γ_0 i γ_1, shodØwihsØ v toqke x_0 po oblasti B(x_0, r). Esli ∂B(x_0, r)∩γ_0 ≠ ∅, ∂B(x_0, r)∩γ_1 ≠ ∅, to kaßdaØ krivaØ λ ∈ T soderßit krivu¸ γ ∈ Γ = Γ(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\E). Sledovatel~no, semeæstvo Γ “koroqe” semeæstva T , znaqit,

m_n(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\E) ¿ m_n(T ) = ∞.

Tem samym E – N CS-kompakt. Teorema dokazana.

2. N ED-mnoßestva i N CS-kompakty koneqnoæ plowadi

SleduØ ı. VØæsØlØ, kompakt E ⊂ R^n, n ¿ 2, nazovem N EDmnoßestvom (nul~-mnoßestvom dlØ ffkstremal~nyh dlin), esli dlØ l¸byh dvuh nepereseka¸wihsØ kontinuumov F_0, F_1 ⊂ R^n\E imeet mesto ravenstvo

m_n(F_0, F_1, R^n\E) = m_n(F_0, F_1, R^n). (1)

V. Aseev i A. Syqev pokazali [7], qto ravenstvo (1) ravnosil~no sootnoxeni¸

C_n(F_0, F_1, D\E) = C_n(F_0, F_1, D) (2)

dlØ l¸boæ oblasti D ⊂ R^n i l¸byh kompaktov F_0, F_1 ⊂ D.

Imeet mesto sledu¸waØ teorema.

218 A. V. TıTıEV, V. A. XLYK

Teorema 5. Pust~ E – N ED-kompakt i E ⊂ D. Togda E – N CS-

kompakt v oblasti D.

Dokazatel~stvo. Pust~ x0 ∈ E i γ0, γ2 – dve krivye, shodØwiesØ

v toqke x_0 ∈ E po oblasti D. Voz~mem r_1 > 0 takoe, qto

∂B(x_0, r_1) ∩ γ_j ≠ ∅, j = 0, 1.

Esli 0 < r < r_1, to Γ = Γ(γ0, γ1, (B(x0, r1)\B(x0, r))\E) ⊂ Γ1 = Γ(γ0, γ1, B(x0, r1)\B(x0, r)), znaqit, m_n(Γ) 6 m_n(Γ_1). �to neravenstvo spravedlivo vsegda, daße esli E ne ØvlØetsØ N ED-kompaktom.

S drugoæ storony, izvestno (sm. [10]), qto modul~ m_n(Γ) semeæstva Γ raven n-emkosti C_n(γ_0, γ_1, (B(x_0, r_1)\B(x_0, r))\E) kondensatora (γ_0, γ_1, (B(x_0, r_1)\B(x_0, r))\E). Vmeste s (2), ffto daet ravenstva

m_n(Γ) = C_n(γ_0, γ_1, (B(x_0, r_1)\B(x_0, r))\E) = C_n(γ0, γ1, B(x0, r1)\B(x0, r)) = m_n(Γ1). Poskol~ku m_n(Γ_1) ¿ C_n log(r_1/r) (sm. [7]), to pri r → 0 imeem

m_n(Γ) = m_n(Γ_1) → m_n(Γ(γ_0, γ_1, B(x_0, r_1)\E)) = ∞

dlØ kaßdogo x_0 ∈ E. Teorema dokazana.

Teorema 6. Esli E – N CS-kompakt koneqnoæ (n−1)-mernoæ mery

Hausdorfa, to E – N ED-mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. Pust~ Π = {x ∈ R^n : aj < xj < bj , j =^{−→}1, n} –

nevyroßdennyæ koordinatnyæ prØmougol~nik takoæ, qto E ⊂ Π, a σ_{0j} , σ_{1j} — grani fftogo prØmougol~nika, parallel~nye giperploskosti x_j = 0.

Pust~ otobraßenie f(t) : (0; 1) → R^n zadaet nepreryvnu¸ krivu¸ γ, f(+0) ∈ σ_{0j} , f(1 − 0) ∈ σ_{1j} i γ\(σ_{0j} ∪ σ_{1j} ) ⊂ Π\E.

Semeæstvo vseh takih krivyh oboznaqim qerez Γ_j . Poloßim

T_n = {l(x^′) : x^′ ∈ Π^′}, T^′_n = {l(x^′) : x^′ ∈ Π^′

i card(l(x^′) ∩ E) < card N },

NEPRERYVNO USTRANIMYE MNOȷESTVA 219 gde x^′ = (x_1, . . ., x_{n−1}), Π^′ = {x^′ ∈ R^{n−1} : a_j < x_j < b_j , j = −−−−→1, n − 1},

l(x^′) = {(x^′, x_n) ∈ Π : a_n < x_n < b_n}.

Vvidu usloviØ teoremy, m_n(T_n) = m_n(T^′_n).

Pust~ ρ – dopustimaØ metrika dlØ semeæstva Γ_n. Voz~mem nekotoru¸ krivu¸ γ semeæstva T^′_n. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto mnoßestvo γ ∩ E sostoit iz odnoæ toqki

x_0. Budem predpolagat~, qto toqka x_0 razbivaet interval γ na

dva intervala γ_0 i γ_1, shodØwihsØ v toqke x_0 po oblasti Π, tak kak ffto uslovie dostigaetsØ dostatoqno malym otstupleniem ot poverhnosteæ σ_{0n} vnutr~ prØmougol~nika Π vdol~ krivoæ γ. Poskol~ku m_n(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\E) = ∞ dlØ dostatoqno malyh

r > 0, to po zadannomu ε > 0 v B(x_0, r)\E moßno ukazat~ krivu¸ λ ∈ Γ(γ_0, γ_1, B(x_0, r)\E) taku¸, qto ∫ λ ρds < ε. Togda suwestvu¸t toqki a ∈ γ_0 i b ∈ γ_1, kotorye soedinØ¸tsØ krivoæ λ. Zamenim otrezok [a; b] na krivu¸ λ. Tem samym iz krivoæ γ obrazuem krivu¸ γ_1 ∈ Γ_n. ˚sno, qto ∫ γ1 ρds ¿ 1. V silu proizvol~nosti xara B(x_0, r) i qisla ε > 0 imeem neravenstvo ∫ γ ρds ¿ 1. �to neravenstvo vleqet dopustimost~ metriki ρ dlØ semeæstva

T^′_n. Znaqit (sm. [10]),

m_n(T^′_n) = m_n(T_n) = m_n(Γ_n) = C_n(σ_{0n}, σ_{1n}, Π\E) = C_n(σ_{0n}, σ_{1n}, Π).

Analogiqno pokaßem, qto C_n(σ_{0j} , σ_{1j}, Π\E) = C_n(σ_{0j} , σ_{1j}, Π), j = −−−−→ 1, n − 1. Soglasno [10], E – N ED-mnoßestvo. Teorema dokazana.

Teoremu 6 netrudno rasprostranit~ na sluqaæ kompaktov σkoneqnoæ (n − 1)-mernoæ mery Hausdorfa. Pri n = 2 rezul~tat teoremy 6 byl ustanovlen Xtrebelem [11].

220 A. V. TıTıEV, V. A. XLYK

Literatura

1. V. M. Gol~dxteæn, ı. G. RexetnØk, Vvedenie v teori¸ funkciæ s obobwennymi proizvodnymi i kvazikonformnye otobraßeniØ, M., 1983.

2. H. Renggli, Quasiconformal mappings and extremal lengths, Amer. J. Math. 86

(1964), 63–69.

3. I. N. Pesin, Metriqeskie svoæstva kvazikonformnyh otobraßeniæ, Mat.

sb. 40, No. 3 (1956), 281–294.

4. L. Ahlfors, A. Beurling, Conformal invariants and function theoretic null sets,

Acta Math. 83, No. 1/2 (1950), 101–129.

5. O. Martio, R. NØkki, Prodolßenie kvazikonformnyh otobraßeniæ, Sib.

mat. ß. 28, No. 4 (1987), 162–170.

6. V. A. Xlyk, Topologiqeski ustranimye kompakty dlØ prostranstvennyh kvazikonformnyh otobraßeniæ, Dal~nevost. mat. ß. No. 1 (1995), 80–84.

7. A. V. Syqev, Moduli i prostranstvennye kvazikonformnye otobraßeniØ, Novosibirsk, 1983.

8. B. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta Math. 90 (1957),

171–219.

9. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M., 1966.

10. I. N. Demxin, ı. V. Dymqenko, V. A. Xlyk, Kriterii nul~-mnoßestv dlØ vesovyh sobolevskih prostranstv, Zap. nauq. semin. POMI 276 (2001), 52–82.

11. K. Strebel, On the maximal dilation of quasiconformal mappings, Proc. Amer.

Math. Soc. 6 (1955), 903–909.

Postupilo 16 i¸nØ 2004 g. Dal~nevostoqnyæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: tyutyuev@math.dvgu.ru