Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

O. M. Fomenko

AVTOMORFNYE L-FUNKCII V ASPEKTE PO VESU

§0. Vvedenie

Rassmotrim prostranstvo S_k(Γ) golomorfnyh Γ-paraboliqes-kih form f(z) = ∞∑ n=1 a_f (n)e^{2πinz}, z ∈ H = {z = x + iy : y > 0} qetnogo vesa k ¿ 12 dlØ Γ = SL(2, Z); S_k(Γ)^+ – mnoßestvo sobstvennyh form Gekke iz fftogo prostranstva s a_f (1) = 1. Izvestno, qto

#S_k(Γ)^+ = k 12 + O(1), k → ∞, S_k(Γ) = ?, esli 2 6 k 6 10.

Poloßim

λ_f (n) = a_f (n)/n^k

�1_2 ; dlØ prostogo p imeem (Gekke, Delin~)

a_f (p) = α_f (p) + α_f (p), α_f (p)α_f (p) = 1.

DlØ f ∈ S_k(Γ)^+ rassmotrim L-funkci¸ Gekke L(s, f) = ∞∑ n=1 λ_f (n)n^{−s} = ∏ p (1 − α_f (p)p^{−s})^{−1}(1 − α_f (p)p^{−s})^{−1} = ∏ p (1 − λ_f (p)p^{−s} + p^{−2s})^{−1}.

L(s, f) ØvlØetsØ celoæ funkcieæ i udovletvorØet funkcional~-

nomu uravneni¸ rimanova tipa.

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant ˝ 02-01-00087) i Programmy 2004 g. fundamental~nyh issledovaniæ Prezidiuma RAN “IssledovaniØ v fundamental~nyh oblastØh sovremennoæ matematiki”. 221

222 O. M. FOMENKO

Pust~ f ∈ S_k(Γ)^+, g ∈ S_l(Γ)^+, gde k, l – qetnye qisla ¿ 12. Rassmotrim L-funkci¸ Rankina–Sel~berga L(s, f ⊗ g) = ζ(2s) ∞∑ n=1 λ_f (n) λ_g(n) n^s . L(s, f ⊗ g) vs¸du golomorfna (iskl¸qaØ prostoæ pol¸s v toqke s = 1, esli f = g) i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸

rimanova tipa. DlØ f ∈ S_k(Γ)^+ rassmotrim takße simmetriqeskiæ kvadrat L(s, sym^2f) L-funkcii Gekke L(s, f):

L(s, sym^2f) = ∏ p (1 − α^2_f (p)p^{−s})^{−1}(1 − p^{−s})^{−1}(1 − α^2_f (p)p^{−s})^{−1};

L(s, sym^2f) ØvlØetsØ celoæ funkcieæ i udovletvorØet funkcio-

nal~nomu uravneni¸ rimanova tipa. Legko videt~, qto

L(s, sym^2f) = ζ(2s) ∞∑ n=1 λ_f (n^2)n^{−s}, ζ(s)L(s, sym^2f) = L(s, f ⊗ f). Vvedem oboznaqenie

S(k 6 K) :=^⋃_{126k6K}

k qetnoe

S_k(Γ)^+.

Sarnak [1] dokazal, qto dlØ bol~xih K i M s usloviem

K^{151/165} 6 M 6 K^{1−ε} spravedlivo neravenstvo ∑ K−M6k6K+M ∑ f∈S_k (Γ)+ |L( 1 2 , f ⊗ g)|^2 ≪_{ε,g} (M K)^{1+ε} dlØ l¸bogo ε > 0.

Ispol~zuØ soobraßeniØ iz [1], my v §1 dokazyvaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1. DlØ bol~xogo K spravedlivo neravenstvo ∑ f∈S(k6K) L (1 2 , f )_4

≪_ε K^{2+ε}

dlØ l¸bogo ε > 0.

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 223

Otmetim, qto v [2, 3] dokazana asimptotiqeskaØ formula (k → ∞) ∑ f∈S_k (Γ)+ ω_f L (1 2 , f )_2

= 4 log k + c +O ( k^{− 12} log k ) , (1)

gde c – absol¸tnaØ konstanta, znaqenie ω_f daetsØ niße v (6). Iz (1) sleduet ocenka ∑ f∈S_k (Γ)+ L (1 2 , f )_2

≪ k(log k)^4.

V §2 my dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu o raspredelenii znaqeniæ L(1, sym^2f), gde f ∈ S_k(Γ)^+.

Teorema 2. Pri celom m ¿ 1 i rastuwem vese k ∑ f∈S_k (Γ)+

L^m(1, sym^2f) = 1 2π^2 ζ^{m+1}(2)B_{m+1}k +O(k^{1−α)}, gde B_m = ∞∑ k=1 b_m(k) k , b_m(k) = ∑ n1...n_m=k ∑ d1|(n21,n2) · · · ∑ d_m�1 |((_{n1 ...nm}�_1 d1^{...d}m�2 )_{2,n2} m ) d1...d_m�1 =k 1,

α = α(m) > 0 – nekotoraØ konstanta, O(. . . ) = O_m(. . . ).

Sledstviem fftoæ teoremy i klassiqeskoæ teoremy momentov [4] ØvlØetsØ

Teorema 3. Pri k → ∞ veliqina

#{f|f ∈ S_k(Γ)^+, L(1, sym^2f) 6 x} #{f|f ∈ S_k(Γ)^+}

224 O. M. FOMENKO shoditsØ k funkcii raspredeleniØ G(x) v kaßdoæ toqke nepreryvnosti posledneæ, priqem sootvetstvu¸waØ harakteristiqeskaØ funkciØ imeet vid g(t) = ∞∑ m=0 ζ^m(2)B_{m+1} m! (it)^m. Teoremy 2, 3 ØvlØ¸tsØ analogami horoxo izvestnyh rezul~- tatov M. B. Barbana [4, 5] dlØ L_D(1), gde L_D(s) – L-funkciØ Dirihle, associirovannaØ s vewestvennym harakterom Dirihle χ_D po modul¸ D. Teoremy, analogiqnye teoremam 2,3, ranee byli dokazany v sluqae L(1, sym^2f):

1) dlØ paraboliqeskih sobstvennyh form Gekke–Maassa f na gruppe Γ (sm. [6]);

2) dlØ golomorfnyh paraboliqeskih sobstvennyh form Gekke f ∈ S_k(Γ_0(p)), gde qetnyæ ves k ¿ 2 postoØnen, a uroven~ p (prostoe qislo) rastet (sm. [7]).

§1. Dokazatel~stvo teoremy 1

1.1. Priblizim L^{( 1}_2 , f^{)2} otrezkom rØda Dirihle. Pust~ f(z) ∈

S_k(Γ)^+, togda imeem

L(s, f)^2 = ζ(2s) ∞∑ n=1 λ_f (n)d(n) n^s , gde d(n) – klassiqeskaØ funkciØ deliteleæ. Pust~

Λ(s, f) := (2π)^{−2s} Γ ( s + k − 1 2 )_2 L(s, f)^2. Λ(s, f) – celaØ funkciØ i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ Λ(1 − s, f) = Λ(s, f). (2)

Moßno predstavit~ L(s, f)^2 v vide

L(s, f)^2 = ∞∑ v=1 b_{f⊗d}(v)v^{−s} s b_{f⊗d}(v) = ∑ n2m=v λ_f (m)d(m).

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 225

Uravnenie (2) moßet byt~ predstavleno v vide L(s, f)^2 = γ(s)L(1 − s, f)^2, gde γ(s) = (2π)^{4s−2}

Γ(−s +^{k+1}_2 )^2 Γ(s +^{k−1}_2 )^2 . Rassmotrim situaci¸ k → ∞. Po formule Stirlinga, γ(s) = ( 16π^2 k^2 − 1 )_{2s−1} (1 + η_k(s)), gde η_k(s) ≪ (|s| + 1)^4/k. Fiksiruem G(s), analitiqesku¸ funkci¸ v polose – B 6 Re s 6 B s bol~xoæ konstantoæ B, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm G(0) = 1, G(−s) = G(s), G(s) ≪ (1 + |s|)^{−A}, A – bol~xaØ konstanta. DlØ

X ¿ 1 rassmotrim (s = σ + it) I = 1 2πi ∫ σ=2 X^sL (1 2 + s, f )_2 G(s) ds s = L (1 2 , f )_2 + 1 2πi ∫ σ=−1 X^sL (1 2 + s, f )_2 G(s) ds s = L (1 2 , f )_2 + 1 2πi ∫ σ=−1 X^s ( 16π^2 k^2 − 1 )_{2s}[ 1 + η_k(s + 1 2 ) ]

×L ( 1 2 − s, f )_2 G(s) ds s = L (1 2 , f )_2 − 1 2πi ∫ σ=2 [ X ( 16π^2 k^2 − 1 )_2]_{−s}

× [ 1 + η_n( 1 2 − s)]L (1 2 + s, f )_2 G(s) ds s . PolagaØ X = (k^2 − 1)/(16π^2) (nado vzØt~ kratnoe fftoæ veliqiny, esli neobhodimo), my vyraßaem L

(_1 2 , f )_2

v vide rØda, po suwe-

226 O. M. FOMENKO

stvu, dliny X: L ( 1 2 , f )_2 = 2 ∞∑ n=1 b_{f⊗d}(n) √ n V ( n X )

+O ( ∫ σ= 12 +ε |X^sη_k( 1 2 − s)L ( 1 2 + s, f )_2 G(s) ds s | ) , (3) gde V (y) = 1 2πi ∫ σ=1 G(s)y^{−s} ds s . Zametim, qto V (0) = 1; stepen~ gladkosti V v naxem rasporØßenii; V bystro ubyvaet pri y → ∞: V (y) ≪ (1 + |y|)^{−B}. Legko videt~, qto O-qlen v (3) raven

O_ε(k^ε) dlØ ε > 0.

Sledovatel~no, L (1 2 , f )_2 = 2 ∞∑ n=1 b_{f⊗d}(n) n^s V ( n X ) + O_ε(k^ε),

gde_∞ ∑ n=1 b_{f⊗d}(n) √ n V ( n X ) = ∑ b 1 b ∑ a λ_f (a)d(a) √ a V ( ab^2 X ) . Diadiqeskoe delenie intervala summirovaniØ pozvolØet svesti zadaqu k ocenke summ vida

S_Y (f) = ∑ n λ_f (n)d(n)H ( n Y ) . Zdes~ H, po suwestvu, ØvlØetsØ fiksirovannoæ gladkoæ funkcieæ s kompaktnym nositelem v (0, ∞) i Y 6 K^{2+ε}, ε > 0. Niße sqitaem, qto H imeet kompaktnyæ nositel~ v (1, 2). Kl¸qevym promeßutkom dlØ Y ØvlØetsØ

K^{2−δ} 6 Y 6 K^{2+ε},

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 227

gde 0 < δ – dostatoqno maloe qislo, kotoroe fiksiruem. Teorema 1 budet sledovat~ iz ocenok vida ∑ K−L6k6K+L ∑ f∈S_k (Γ)+

|S_Y (f)|^2 ≪ LY K^{1+ε} (4)

dlØ K^{1−δ} 6 L 6 K.

Sledu¸wie tri podparagrafa posvØweny dokazatel~stvu (4).

1.2. V nastoØwem podparagrafe my vospol~zuemsØ sledu¸weæ

formuloæ Petersona ∑ f∈S_k (Γ)+

w_f λ_f (n) λ_f (m) = δ_{n,m} + 2πi^k ∞∑ c=1 S(n, m; c) c J_{k−1} (4π√nm c ) , (5) gde w_f =

2π^2 (k − 1)L(1, sym^2f) , (6)

δ_{n,m} – simvol Kronekera, S(n, m; c) – summa Klostermana S(n, m; c) = ∑ a (mod c) (a,c)=1 e ( an + ām c ) ,

aā ≡ 1 (mod c), J_{k−1}(z) – funkciØ BesselØ porØdka k − 1.

Pust~ K, L – bol~xie parametry s

K^{1/2} 6 L 6 K 4 . V konce dokazatel~stva L budet vybrano blizkim k K.

Fiksiruem g_0 ∈ C^∞(−1, 1), neotricatel~nu¸ gladku¸ funkci¸ s g_0(0) = 1. Obrazuem sledu¸wee usrednenie veliqiny |S_Y (f)|^2|: ∑ K,L := ∑ k g_0 ( k − K L ) ∑ f∈S_k (Γ)+

w_f |S_Y (f)|^2. (7)

Napomnim, qto iz raboty [8] izvestno, qto dlØ kaßdogo ε > 0

k^{− ε} ≪ L(1, sym^2f) ≪ k^ε.

OßidaetsØ, qto ∑ K,L ≪_ε (LY )^{1+ε}. (8)

228 O. M. FOMENKO

Neravenstvo (8) ffkvivalentno (4), niße my budem ocenivat~ ∑ K,L. RazlagaØ pravu¸ qast~ (7), imeem ∑ K,L = ∑ k g_0 ( k − K L ) ∑ f∈S_k (Γ)+ w_f ∑ n,m λ_f (n)d(n) λ_f (m)d(m) ×H ( n Y ) H ( m Y )

= ∑ k g_0 ( k − K L ) ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y )

× ∑ f∈S_k (Γ)+

w_f λ_f (n) λ_f (m).

PrimenØØ formulu Petersona (5), poluqaem ∑ K,L = ∑ k g_0 ( k − K L ) ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y )

× ( δ_{n,m} + 2πi^k ∞∑ c=1 S(n, m; c) c J_{k−1} (4π√nm c )) . (9)

Zapixem pravu¸ qast~ (9) v vide D_{K,L}(Y ) + T_{K,L}(Y ), gde D_{K,L}(Y ) := ∑ k g_0 ( k − K L ) ∑ n d(n)^2H ( n Y )_2 i T_{K,L}(Y ) := ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y )

× ∞∑ c=1 S(n, m; c) c ∑ k 2πi^kg_0 ( k − K L ) J_{k−1} (4π√nm c ) . Imeem ∑ n6R^{d(n)} 2 ≪ R(log R)^3.

Sledovatel~no, D_{K,L}(Y ) ≪ LY^{1+ε}. Summa T_{K,L}(Y ) ocenivaetsØ niße.

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 229

1.3. Rassmotrim summu po besselevym funkciØm V = VK,L(x), gde V_{K,L}(x) = ∑ l≡1(2) (−1)^{(l−1)/2}g(l)J_l (x), g(x) = g_0 ( x − K L ) . (10)

Issleduem asimptotiqeskoe povedenie summy V_{K,L}(x) pri uslovii K, L → ∞, L 6 K^{1−δ} dlØ nekotorogo δ > 0. PrimenØØ opredelenie J_l(x) i formulu Puassona, poluqaem

V (x) = ∞∫ −∞ ^g(t) sin(x cos 2πt)dt, gde ^g(t) – preobrazovanie Fur~e funkcii g(t) i ^g(t) = Le(−Kt)

× ^g_0(Lt) (podrobnosti sm. v knige [9, s. 86]).

Sledovatel~no,

V (x) = ∞∫ −∞ ^g_0(t)e ( −Kt L ) sin ( x cos 2πt L ) dt. Opredelim W (x) = W_{K,L}(x) = ∞∫ −∞ ^g_0(t)e ( −Kt L ) e^{ix[1−cos(2πt/L)]}dt, tak qto

V (x) = −e^{−ix}W (x) + e^{ix}W (−x) 2i . (11)

Kak pokazal Sarnak [1], W (x) = ~W (x) + O(|x|/L^4), gde ~W (x) = ∞∫ −∞ ^g_0(t)e ( −Kt L + πxt^2 L^2 ) dt. Sarnak takße pokazal, qto pri |x| 6 K^{1−ε}L veliqinoæ ~W (x) ≪

K^{−N0} , N_0 l¸boe, moßno prenebreq~. Predpoloßim, qto |x| ¿ K^{1−ε}L i, v qastnosti, qto √ x L ¿^{K1/2−ε}_{L1/2} ¿^{( K}_L^{)1/2}K^{− ε}.

230 O. M. FOMENKO

Pri fftom, √ x/L dolßno byt~, po kraæneæ mere, maloæ stepen~¸ K, qto vypolnØetsØ pri δ > ε. Spravedlivo

Predloßenie 1.

(i) DlØ ε > 0 i x 6 K^{1−ε}L veliqinoæ ~W (x) moßno prenebreq~; W (x) ≪ |x| L^4 + ~W (x) ≪ K L^3 . (ii) DlØ x ¿ K^{1−ε}L i N ¿ 1 (natural~noe fiksirovannoe qislo) ~W_{K,L}(x) = L√ x e ( K^2 4πx )^N∑ m=0 (2i)^{−m} m! ( L^2 x )_m ^g^{(m)}_0 ( KL 2πx ) + O (( L √ x )_{2N+3}) . Dokazatel~stvo ispol~zuet metod stacionarnoæ fazy; sm. [1].

1.4. Rassmotrim teper~ summu T_{K,L}(Y ) = ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y )^∞∑ c=1 S(n, m; c) c V_{K,L} (4π√nm c ) , (12) gde vyraßenie dlØ V daetsØ v (10). Neobhodimo ustanovit~ ocen- ku T_{K,L}(Y ) ≪_ε (LY )^{1+ε}. Iz (11) i predloßeniØ 1(i) imeem dlØ √ nm c 6 K^{1−ε}L (13)

neravenstvo T_{K,L}(Y ) ≪ ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y ) ∑ c c^{12 +ε} c √ nm cL^4 , priqem my ispol~zovali ocenku VeælØ S(n, m; c) ≪ (n, m, c)^{12} c^{12 +ε}. Takim obrazom, dlØ m, n, c v oblasti (13) imeem ocenku

T_{K,L}(Y ) ≪ Y^{3+ε}/L^4 ≪ (LY )^{1+ε},

esli L ¿ Y^{2/5}.

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 231

Pofftomu my moßem predpoloßit~, qto √ nm c ¿ K^{1−ε}L. V qastnosti, imeem c 6 Y /K^{1−ε}L, priqem moßno brat~ Y iz intervala

K^{1−ε} 6 Y 6 K^{2+ε}.

Zamenim v (12) V na W i vstavim v (12) vyraßenie, opredelØ- ¸wee summu Klostermana. V rezul~tate, prihodim k summam T^±_{K,L}(Y ) = ∑ c6Y /K^1�^εL 1 c ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y )

× ∑_∗ xmodc e ( nx + mx̄ c ) e ( ± 2 √ nm c ) W ( ∓ 4π √ nm c ) , gde ∑_∗ xmodc oznaqaet summirovanie po privedennoæ sisteme vyqetov.

ZamenØØ W na ~W , vvodim v rassmotrenie dopustimyæ dlØ naxih celeæ ostatok, kotoryæ ≪ ∑ c6Y /K^1�^εL 1 c Y^2c Y c 1 L^4 ≪ Y^{3+ε} L^4 . Sledovatel~no, ostaetsØ ocenit~ summy ~T^±_{K,L}(Y ) = ∑ C6Y /K^1�^εL 1 c ∑ n,m d(n)d(m)H ( n Y ) H ( m Y )

× ∑ xmodc e ( nx + mx̄ c ) e ( ± 2 √ nm c )~ W ( ∓ 4π √ nm c ) . Vvedem oboznaqenie G(m) = H ( m Y ) e ( ± 2 √ nm c )~ W ( ∓ 4π √ nm c ) . Rassmotrim lix~ summu ~T^+_{K,L}(Y ), summa ~T^−_{K,L}(Y ) izuqaetsØ analogiqno. Ispol~zuem sledu¸wu¸ formulu Voronogo [10].

232 O. M. FOMENKO

Predloßenie 2. Pust~ g(x) – gladkaØ funkciØ na R^+ s kompakt-

nym nositelem, (c, d) = 1. Togda ∞∑ m=1 d(m)e ( dm c ) g(m) = 1 c ∞∫ 0 (log x + 2 γ −2 log c)g(x)dx

− 2π c ∞∑ m=1 d(m)e ( −d̄m c )^∞∫ 0 Y_0 (4π√mx c ) g(x)dx

+ 4 c ∞∑ m=1 d(m)e ( d̄m c )^∞∫ 0 K_0 (4π√mx c ) g(x)dx, gde γ – konstanta �ælera; Y_0(z), K_0(z) – besselevy funkcii.

Imeem ((c, x) = 1) ∑ m¿1^{d(m)H} ( m Y ) e ( mx c ) e ( 2√nm c )~ W ( −4π√nm c )

= ∑ m¿1^{d(m)e} ( mx c ) G(m) = ˙ F_1 − ∑ r¿1^{d(r)e} ( −x̄r c )˙ F_2(r) + ∑ r¿1^{d(r)e} ( x̄r c )˙ F_3(r) = A_1 − A_2 + A_3, (14) gde ˙ F_1 = 1 c ∞∫ 0 (log t + 2 γ −2 log c)G(t)dt, ˙ F_2(r) = 2π c ∞∫ 0 G(t)Y_0 (4π √ tr c ) dt = 2πY c ∞∫ 0 G(tY )Y_0 (4π √ tY r c ) dt, ˙ F_3(r) = 4 c ∞∫ 0 G(t)K_0 (4π √ tr c ) dt = 4Y c ∞∫ 0 G(tY )K_0 (4π √ tY r c ) dt. ObratimsØ k summe A_2. V naxem sluqae r ¿ 1 i t prinadleßit fiksirovannomu kompaktnomu mnoßestvu, tak qto √ tY r c ≫ √ Y c .

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 233

Veliqina √ tY r/c budet ravnomerno bol~xoæ, pofftomu my razlo-

ßim Y_0(4π √ tY r/c) v asimptotiqeskiæ rØd s toqnost~¸ do fik-

sirovannogo porØdka (kotoryæ dolßen byt~ dostatoqno bol~- xim takim, qtoby ostatkom moßno bylo prenebreq~). Vse qleny asimptotiqeskogo razloßeniØ traktu¸tsØ edinym obrazom. S toqnost~¸ do pervogo qlena asimpttiqeskogo rØda,

Y_0(x) = √ 2 πx sin ( x − π 4 ) + . . . . Shodno, vyqislØetsØ ~W v toqke x ¿ K^{1−ε}L; pri fftom moßno ispol~zovat~ asimptotiqeskoe razloßenie iz predloßeniØ 1. Razloßenie s toqnost~¸ do porØdka N s usloviem, qto ( L √ x )_{2N+3} 6^{( L}_K^{)(2N+3−ε)/2}, soderßit ostatoqnyæ qlen, kotorym moßno prenebreq~ (zdes~ my ispol~zuem neravenstvo L/K 6 K^{−δ} s nekotorym fiksirovannym δ > 0).

Voz~mem pervye qleny asimptotiqeskih razloßeniæ funkciæ

Y_0 i ~W (ostavxiesØ qleny da¸t shodnu¸ kartinu). Takim obra-

zom, ˙ F_2(r) = 2πY c ∞∫ 0 H(t)e ( 2 √ Y nt c ) L √ c (Y nt)^{1/4} √ 4π ×e ( −K^2c 4π · 4π √ 4nt ) ^g_0 ( −KLc 8π^2 √ Y nt )

× √ 2c 4π^2 √ tY r sin ( 4π √ tY r c − π 4 )

+ . . . = L √ Y (nr)^{1/4} √ 2π ∞∫ 0 H(t) √ t ^g_0 ( −KLc 8π^2 √ Y nt )

×e ( 2 √ Y nt c − K^2c

16π^2 √ Y nt ) sin ( 4π √ tY r c − π 4 ) dt + . . .

234 O. M. FOMENKO

Glavnyæ qlen est~ summa dvuh qlenov vida ˙ F_2^±(r) = L √ Y (nr)^{1/4} ∞∫ 0 H(t) √ t ^g_0 ( −KLc 8π^2 √ Y nt )

×e ( 2 √ Y t( √ n ± √ r) c − K^2c

16π^2 √ Y nt ) dt. DlØ η_1, η_2, η_3 = ±1 opredelim B_{η,Y,c}(n, r) = ∞∫ 0 H(t) √ t e ( 2 √ Y t(η_1 √ n + η_2 √ r) c + η_3K^2c

16π^2 √ Y nt ) ^g_0 ( −KLc 8π^2 √ Y nt ) dt. V sootvetstvii s (14), razloßim

~T^+_{K,L}(Y ) = T_1 − T_2 + T_3.

Nam neobhodimo poluqit~ ocenku ~T^+_{K,L}(Y ) ≪ LY K^ε. Rassmotrim snaqala summu T_2. V sootvetstvii so skazannym vyxe, glavnyæ qlen dlØ T_2 est~ nekotoraØ summa rØdov vida (sm. niße (15)) P (c, Y ) = L √ Y ∑ n,r d(n)d(r) (nr)^{1/4} H ( n Y )

× ∑_∗ xmodc e ( x̄(n − r) c ) B_{η,Y,c}(n, r). Nam potrebuetsØ sledu¸waØ

Lemma 1. DlØ ε > 0 (proizvol~no malaØ, no fiksirovannaØ veli-

qina) i L 6 K^{1−δ}, δ > 0, spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

1. DlØ N_0 > 0 i fiksirovannogo r ¿ K^{2+ε} B_{η,Y,c}(n, r) ≪_{N0} ( c^2 Y r )_{N0} .

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 235

2. DlØ r 6 K^{2+ε} i |n − r| ¿ K^ε (_K L )_{3/2}√ c B_{η,Y,c}(n, r) ≪_{N0} K^{−N0} . 3. DlØ fiksirovannogo ν ¿ 0 i n − r = h ≠ 0 i |h| < √ K imeem d^ν dn^ν (B_{η,Y,c}(n, n + h)) ≪_ν [ K^ε|h| cY + K^2c Y^2 ]_ν . 4. B_{(1,−1,1),Y,c}(n, n) ≪_{N0} K^{−N0} . Dokazatel~stvo sm. v [1]. Glavnyæ qlen dlØ T_2 est~ summa ∑ c6Y /LK^1�^ε 1 c P (c, Y ). (15) Razob~em P (c, Y ) na summy, zavisØwie ot raznosti n − r. Vvidu punktov 1), 2), 4) lemmy 1, edinstvennye summy, kotorye nußno rassmatrivat~, ffto summy, dlØ kotoryh 0 ≠ |n−r| 6 K^ε (_K L )_{3/2}√ c. Vklad fftih summ v (15) ne prevoshodit L √ Y ∑ c6Y /LK^1�^ε ∑ 0<|h|6(K/L)3^/2K^ε √ c × | | ∑ n H ( n Y ) d(n)d(n − h) (n(n − h))^{1/4} B_{η,Y,c}(n, n − h) | |. (16) Voz~mem L blizkim k K; toqnee, pust~ L = K^{1−δ}, gde δ > 0 malo; togda Y budet blizkim k K^2. Po lemme 1, B_{η,Y,c}(n, n − h) ≪ 1. Imeem

(16) ≪ L √ Y ∑ c6Y /LK^1�^ε ∑ 0<|h|<(K/L)3^/2K^ε √ c Y^{12 +ε}

≪ LY^{1+ε} ( K L )_{3/2} K^ε ( Y LK^{1−ε} )_{3/2} 6

LY K^{7 ε +3δ} =: Δ.

Tem samym,

T_2 ≪ Δ.

Analogiqnym obrazom ocenivaetsØ T_3; pri fftom ispol~zuetsØ asimptotika

K_0(x) = ( π 2x )_{1/2} e^{−x}(1 + O(x^{−1})).

236 O. M. FOMENKO

Imeem

T_3 ≪ Δ.

Perehodim k summe

T_1 = ∑ c6Y /K^1�^εL 1 c ∑ n d(n)H ( n Y ) ∑∗ xmodc e ( nx̄ c )˙ F_1.

Imeem ˙ F_1 = Y c ∞∫ 0 G(tY )(log(Y t) + 2 γ −2 log c)dt

= Y c ∞∫ 0 H(t)e ( 2 √ Y nt c ) L √ c (Y nt)^{1/4} √ 4π e ( −K^2c 4π · 4π √ Y nt )

× ^g_0 ( −KLc 8π^2 √ Y nt )( log(Y t) + 2 γ −2 log c)dt + . . .

= LY^{3/4} √ cn^{1/4} √ 4π ∞∫ 0 H(t) t^{1/4} ^g_0 ( −KLc 8π^2 √ Y nt ) e ( 2π √ Y nt c − K^2c

16π^2 √ Y nt )

×(log(Y t) + 2 γ −2 log c)dt + . . .

Nebol~xoe izmenenie punkta 2) lemmy 1 daet sledu¸wu¸ ocenku, spravedlivu¸ pri n ¿ K^ε (_K L )_{3/2}√ c, ˙ F_1 ≪_{N0} K^{−N0} .

Ots¸da poluqaem neravenstvo

T_1 ≪ Δ.

V silu naxego vybora ε < δ, dokazana sledu¸waØ

Teorema 1^′. Fiksiruem δ > 0. Togda dlØ bol~xih K ∑ K−K1�^δ6k6K+K1�^δ ∑ f∈S_k (Γ)+ L (1 2 , f ) ≪_δ K^{2+Cδ}, gde C > 1 – nekotoraØ absol¸tnaØ konstanta.

Teorema 1 sleduet iz teoremy 1^′, poskol~ku δ > 0 moßno vzØt~ l¸bym.

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 237

§2. Dokazatel~stvo teoremy 2

2.1. Dokazatel~stvo teoremy 2 shodno s dokazatel~stvami ana-

logiqnyh rezul~tatov rabot [6,7] i opiraetsØ na idei M. B. Barbana [5]. Pofftomu zdes~ my ego ne privodim; ostanovimsØ lix~ na nekotoryh momentah, harakternyh dlØ aspekta po vesu. V rabote [7] dlØ sluqaØ L(1, sym^2f), gde f – golomorfnaØ Γ_0(p)- paraboliqeskaØ sobstvennaØ forma Gekke vesa 2, vaßnu¸ rol~ igraet asimptotika (p – rastuwiæ parametr) ∑ f ω_f λ_f (n) = δ_{n,1} + O(p^{−3/2}n^{1/2}),

vyteka¸waØ iz formuly Petersona. V situacii rastuwego vesa k imeet mesto analogiqnyæ fakt. My sohranØem vse oboznaqeniØ §0 i §1.

Lemma 2. Pust~ f ∈ Sk(Γ)^+, togda ∑ f∈S_k (Γ)+

ω_f λ_f (n) = δ_{n,1} + O_ε ( k^{− 12} n^{14 +ε} ) . Dokazatel~stvo. Po formule Petersona (5), ∑ f∈S_k (Γ)+

ω_f λ_f (n) = δ_{n,1} + 2πi^k ∑ c¿0 1 c S(n, 1; c)

×J_{k−1} ( 4π √ n c ) . Vvedem oboznaqeniØ: l = k − 1, x = 4π √ n c . Po rezul~tatu A. VeælØ, |S(n, 1; c)| 6 c^{12} d(c). Izvestno sledu¸wee neravenstvo

|J_l(y)| 6 min ( 1, (y/2)^l (l − 1)! ) , (17)

238 O. M. FOMENKO

l – celoe poloßitel~noe qislo. Imeem ∑ c¿1 1 c S(n, 1; c)J_l(x) = ∑ x¿1^{· · · +} ∑ x<1 · · · =: ∑ 1 + ∑ 2 . Ispol~zuØ ocenku VeælØ i neravenstvo (17), legko poluqaem ∑ 2 ≪ 1 Γ(l) n^{14} log n. (18)

Summu ∑ 1 razob~em na tri summy: ∑ 1 = ∑ 16x<0,99l^+ ∑ 0,99l6x61,01l + ∑ x>1,01l · · · = . . . =: ∑ 11 + ∑ 12 + ∑ 13 . Rassmotrim ∑ 11. Imeem ∑ 11 ≪ ∑ 16x<0,99l √ cd(c) c J_l(x). Po formule Langera [11, s. 103],

J_l(x) = 1 π √ 1 − arctgw w K_{1/3}(z) + O ( l^{− 43} ) , w = √ 1 − x^2/l^2, z = l(Arthw − w). (19) V silu naxih predpoloßeniæ, 1 > w > 1 10 . Poskol~ku Arthw − w = w^3 3 + w^5 5 + w^7 7 + . . . (|w| < 1) i K_{1/3}(z) ≪ e^{−z} √ z (z → ∞) (sm. [12, s. 199]), pri naxem vybore z (sm. (19)) spravedliva ocenka

K_{1/3}(z) ≪ e^{−l} √ l .

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 239

Sledovatel~no, pri 1 6 x < 0, 99l J_l(x) ≪ l^{−4/3}, pofftomu ∑ 11 ≪ l^{−4/3}n^{14} log n. (20)

Rassmotrim summu ∑ 13. Imeem ∑ 13 ≪ ∑ x>1,01l √ cd(c) c J_l(x). Po formule Langera [11, s. 103], imeem

J_l(x) = √ 1 − arctgw w [ J_{1/3}(z) cos π 6 −Y_{1/3}(z) sin π 6 ] + O(l^{−4/3}), w = √ x_2 l^2 − 1, z = l(w − arctgw). V silu naxih predpoloßeniæ, ∞ > w > 1/10. Izvestny neravenstva [12, s. 185]

J_{1/3}(z) ≪ 1 √ z , Y_{1/3}(z) ≪ 1 √ z (z → ∞). Sledovatel~no, pri x > 1, 01l J_l(x) ≪ 1 √ l , otkuda ∑ 13 ≪ l^{−1/2}n^{1/4} log n. (21)

Rassmotrim, nakonec, summu ∑ 12. Vospol~zuemsØ trivial~noæ ocenkoæ |J_l(x)| 6 1.

240 O. M. FOMENKO

Spravedlivo neravenstvo ∑ 12 ≪ ∑ 0,99l6x61,01l d(c) √ c . Uslovie 0, 99l 6 x 6 1, 01l ffkvivalentno √ n l · 4π 1, 01 6

c 6^{√n}_l ·^{4π}_{0, 99}; (22)

Interval (22) oboznaqim qerez I. Imeem ∑ 12 ≪ ∑ c∈I d(c) √ c ≪ l^{− 12} n^{14 +ε}. (23)

SobiraØ poluqennye ocenki (18), (20), (21), (23), dokazyvaem lemmu 2.

2.2. Sformuliruem ewe dve lemmy, igra¸wie vaßnu¸ rol~ v

dokazatel~stve teoremy 2. Vvodim veliqinu N (σ, H, sym^2f), priqem predpolagaem, qto σ = Re s ¿^1_2 :

N (σ, H, sym^2f) = #{ρ = β + i γ | L(ρ, sym^2f) = 0, β ¿ σ, | γ | 6 H}. Lemma 3. DlØ σ ¿^3_4 , K ¿ 12 i nekotoroæ poloßitel~noæ kon-

stanty b imeem ∑ f∈S(k6K) N (σ, log^3 K, sym^2f) ≪_ε K^{b(1−σ)+ε}.

Lemma 4. Pust~ 0 < η <^1_2 . Esli L(s, sym^2f) (f ∈ S(k 6 K)) ne

imeet nuleæ v oblasti

1 > σ ¿ 1 − η, |t| 6 log^3 K,

to v oblasti 1 > σ ¿ 1 − η/2, |t| 6 log^2 K

dlØ l¸bogo ε > 0 spravedlivo neravenstvo

L(s, sym^2f) ≪_ε K^ε.

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 241

Dokazatel~stvo posledneæ lemmy osnovano na ispol~zovanii teoremy BorelØ–Karateodori i teoremy Adamara o treh krugah i ØvlØetsØ standartnym.

Obrazcom dlØ lemmy 3 slußit analogiqnyæ fakt v klassiqeskoæ teorii bol~xogo rexeta (sm. knigu Montgomeri [13]). Luo [6] adaptiroval klassiqeskoe dokazatel~stvo k sluqa¸

L(s, sym^2f), gde f – paraboliqeskaØ sobstvennaØ forma Gekke–

Maassa. Pri dokazatel~stve lemmy 3 neravenstvo bol~xogo rexeta dlØ {λ_f (n^2)}_{f∈S(k}6_{K)} (sm. predloßenie 3 niße) igraet kl¸- qevu¸ rol~. Krome togo, pri dokazatel~stve lemmy 3 neobhodima ocenka ∑ f∈S(k6K) ∫ |t|62z |L (1 2 + it, sym^2f)|^2dt ≪ K^{4+ε},

z = log^3 K, ε > 0.

�ta ocenka legko dokazyvaetsØ s pomow~¸ principa vypuklosti Fragmena–Lindelefa.

2.3. Preßde, qem sformulirovat~ predloßenie 3, izuqim ana-

litiqeskie svoæstva funkcii

L_{f1f2} (s) = ∑ n¿1^{λf1 (n} 2) λ_{f2} (n^2)n^{−s}, gde f_1 ∈ S_{k1} (Γ)^+, f_2 ∈ S_{k2} (Γ)^+.

Pust~ F_i – pod¨em Gel~barta–ȷake formy f_i (i = 1, 2) [14]. Izvestno, qto F_i – avtomorfnaØ kaspidal~naØ forma na GL(3, AQ),

gde AQ– kol~co adeleæ polØ racional~nyh qisel Q. Naxa zada-

qa – pokazat~, qto

L_{f1f2} (s) = L(s, F_1 ⊗ F_2) · G(s),

gde L(s, F_1 ⊗ F_2) – L-funkciØ svertki Rankina–Sel~berga form

F_1 i F_2, G(s) – rØd Dirihle, ravnomerno shodØwiæsØ v polu-

ploskosti Re s ¿^1_2 + ε. Napomnim, qto

λ_{f1} (p) = α_{f1} (p) + α_{f1} (p), λ_{f2} (p) = α_{f2} (p) + α_{f2} (p).

Izvestno sootnoxenie

λ_f (p^v) = α_f (p)^{v+1} − α_f (p)^{v+1}

α_f (p) − α_f (p)

. (24)

242 O. M. FOMENKO

Vvodim funkci¸ [15]

L_{[f1,f2]}(s) = ∏ p [(1 − α^2_{f1} (p) α^2_{f2} (p)p^{−s})

×(1 − α^2_{f1} (p)α^2_{f1} (p)p^{−s})(1 − α^2_{f1} (p) α^2_{f2} (p)p^{−s}) ×(1 − α^2_{f1} (p) α^2_{f2} (p)p^{−s}]^{−1}.

Ispol~zuØ (24), imeem

L_{f1f2} (s) = ∏ p (_∞∑ v=0 λ_{f1} (p^{2v}) λ_{f2} (p^{2v})p^{−vs} )

= L_{[f1,f2]}(s) · ∏ p X^{(3)}_p (p^{−s}), gde X^{(3)}_p (t) = 1 + (λ_{f1} (p)^2 + λ_{f2} (p)^2 − 3)t − (λ_{f1} (p)^2 + λ_{f2} (p)^2 − 3)t^2 − t^3.

Oqevidno,

L_{f1f2} (s) = ζ^{−1}(s)L(s, sym^2f_1)L(s, sym^2f_2)L_{[f1,f2} (s) ×ζ(s) 1 L(s, sym^2f_1) 1 L(s, sym^2f_2) ∏ p X^{(3)}_p (p^{−s}).

Imeem (sm. [8])

ζ^{−1}(s)L(s, sym^2f_1)L(s, sym^2f_2)L_{[f1,f2]}(s) = L(s, F_1 ⊗ F_2).

Neposredstvennyæ podsqet daet: ζ(s) 1 L(s, sym^2f_1) 1 L(s, sym^2f_2) ∏ p X^{(3)}_p (p^{−s}) = ∏ p X^{(8)}_p (p^{−s}) = G(s), gde X^{(8)}_p (t) = 1 − γ_2(p)t^2 + · · · + t^8.

Sledovatel~no,

L_{f1f2} = L(s, F_1 ⊗ F_2) · G(s).

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 243

Pust~ f_1 ≠ f_2, otkuda F_1 ≠ F_2. Togda imeem [8]: L(s, F_1 ⊗ F_2) – celaØ funkciØ, priqem L(1, F_1 ⊗ F_2) ≠ 0, kotoraØ obladaet funkcional~nym uravneniem rimanova tipa.

Rassmotrim teper~ sluqaæ f_1 = f_2 = f, otkuda F_1 = F_2 = F . Kak pokazano v [8],

L(s, F ⊗ F ) = L(s, F ) · L(s, sym^2F ). (25)

Otmetim, qto L(s, F ) = L(s, sym^2f). Izvestno [8], qto

L(s, sym^2F ) = ζ(s)L(s, sym^4f). (26)

Poskol~ku f ne ØvlØetsØ pod¨emom iz GL(1), funkciØ L(s, sym^2F ) imeet prostoæ pol¸s v toqke s = 1 i analitiqna v ostal~nyh toqkah. Izvestno, qto L(1, F ) ≠ 0. V [15] s ispol~zovaniem (25) i (26) bylo dokazano, qto Res_{s=1}L(s, F ⊗ F ) ≪ (log k)^c, gde c > 0 – konstanta. Ots¸da sleduet, qto Res_{s=1}L_{ff} (s) ≪ (log k)^c. (27) Otmetim, qto rØd Dirihle G(s) ravnomerno shoditsØ v poluploskosti Re s ¿^1_2 + ε, ε > 0 l¸boe, i predstavlØet tam analitiqesvku¸ funkci¸. G(s) ne imeet nuleæ v poluploskosti Re s >^1_2 .

Zameqanie 1. Kak pokazano vyxe,

L_{f1f2} (s) = L_{[f1,f2]}(s) · ∏ p X^{(3)}_p (p^{−s}), gde X^{(3)}_p (p^{−s}) = (1 − p^{−s}) ( 1 + λ_{f1} (p)^2 + λ_{f2} (p)^2 − 2 p^s + 1 p^{2s} ) . UqityvaØ rezul~taty Kurokavy [16], moßno predpoloßit~, qto funkcii ∏ p ( 1 + λ_{f1} (p)^2 + λ_{f2} (p)^2 − 2 p^s + 1 p^{2s} ) i L_{f1f2} (s)

meromorfno prodolßa¸tsØ v poluploskost~ Re s > 0 s estestvennoæ graniceæ Re s = 0.

244 O. M. FOMENKO

2.4. Perehodim k neravenstvu bol~xogo rexeta dlØ posledova-

tel~nosti

{λ_f (n^2)}_{f∈S(k}6_{K)}.

Predloßenie 3. Spravedlivo neravenstvo ∑ f∈S(k6K) | | ∑ n6N^{cn λf (n} 2) | |^2 ≪_ε ( N (log K)^c + K^5N^{12 +ε} ) ∑ n6N^{|cn|} 2, (28)

gde {c_n}_n6_N – proizvol~naØ posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel.

Dokazatel~stvo. Po principu dvoæstvennosti (sm. [17]), (28)

ffkvivalentno ∑ n6N | | ∑ f∈S(k6N) d_f λ_f (n^2) | |^2 ≪ ( N (log K)^c + K^5N^{1/2+ε} ) ∑ f∈S(k6K) |d_f |^2, (29)

gde {d_f }_{f∈S(k}6_{K)} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel.

Rassmotrim funkci¸ L_{f1f2} (s), gde f_1, f_2 ∈ S(k 6 K). Po dokazannomu,

L_{f1f2} (s) = L(s, F_1 ⊗ F_2) · G(s).

Imeem ∑ n6N | | ∑ f∈S(k6K) d_f λ_f (n^2) | |^2

≪ ∑ n¿1 | | ∑ f∈S(k6K) d_f λ_f (n^2) | |^2 exp(−n/N )

= ∑ f1,f2∈S(k6K) d_{f1}d̄_{f2} ∑ n¿1^{λf1 (n} 2) λ_{f2} (n^2) exp(−n/N ) = ∑ f1,f2∈S(k6K) d_{f1}d̄_{f2} · I. (30)

AVTOMORFNYE L–FUNKCII 245

Takim obrazom, I = 1 2πi ∫ σ=2 L_{f1f2} (s)Γ(s)N^sds

= N Res_{s=1}L_{f1f2} (s) + 1 2πi ∫ σ= 12 +ε L(s, F_1 ⊗ F_2)G(s)Γ(s)N^sds

= N Res_{s=1}L_{f1f2} (s) + O((k_1 + k_2)^3N^{12 +ε})

≪ N δ_{f1,f2} (log k_1)^c + O((k_1 + k_2)^3N^{12 +ε}),

gde c > 0 – konstanta. Zdes~ my ispol~zovali nekotorye svoæstva

L_{f1f2} (s), v qastnosti ocenku (27).

Sledovatel~no, summa (30)

≪ N (log K)^c ∑ f∈S(k6K) |d_f |^2 + K^3N^{12 +ε} ∑ f1,f2∈S(k6K) |d_{f1}d_{f2} | ≪ (N (log K)^c + K^5N^{12 +ε}) ∑ f∈S(k6K) |d_f |^2. �to dokazyvaet (29) i, tem samym, (28).

Literatura

1. P. Sarnak, Estimates for Rankin–Selberg L-functions and quantum unique ergodicity, J. Funct. Analysis 184 (2001), 419–453.

2. N. V. Kuznecov, Svertka kofffficientov Fur~e rØdov �æzenxteæna–Maasa, Zap. nauqn. semin. LOMI 129 (1983), 43–84.

3. R. F. Faæziev, Ocenka v srednem v additivnoæ probleme deliteleæ. V kn.:

Tezisy dokladov Vseso¸znoæ konferencii “TeoriØ qisel i ee priloßeniØ” (17-19 sentØbrØ 1985 g., g. Tbilisi), Tbilisi (1985), 273–276.

4. M. B. Barban, Metod “bol~xogo rexeta” i ego primeneniØ v teorii qisel, Uspehi mat. nauk 21, No. 1 (1966), 51–102.

5. M. B. Barban, “Bol~xoe rexeto” ı. V. Linnika i predel~naØ teorema dlØ qisla klassov idealov mnimogo kvadratiqnogo polØ, Izv. AN SSSR. Ser. mat. 26, No. 4 (1962), 573–580.

6. W. Luo, Values of symmetric square L-functions at 1, J. reine angew. Math. 506

(1999), 215–235.

7. O. M. Fomenko, Povedenie avtomorfnyh L-funkciæ v toqkah s = 1 i s =^1_2 , Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 149–167.

8. J. Hoffstein and P. Lockhart, Coefficients of Maass forms and the Siegel zero (with an appendix by D. Goldfeld, J. Hoffstein, and D. Lieman, An effective zero free region), Ann. of Math. 140 (1994), 161–181.

246 O. M. FOMENKO

9. H. Iwaniec, Topics in classical automorphic forms. Graduate Studies in Mathematics, 17. Providence, R.I., 1997.

10. M. Jutila, A method in the theory of exponential sums. Bombay, 1987. 11. G. Beætmen, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. T. 2, M., 1974. 12. M. Abramovic, I. Stigan, Spravoqnik po special~nym funkciØm. M., 1979.

13. G. Montgomern, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel. M., 1974. 14. S.Gelbart, H. Jacquet, A relation between automorphic representations of GL(2) and SL(3), Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. 4(11) (1978), 471–552.

15. O. M. Fomenko, Kofffficienty Fur~e paraboliqeskih form i avtomorfnye L-funkcii, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 194–226.

16. N. Kurokawa, On the meromorphy of Euler products, Proc. Japan Acad. A54,

No. 6 (1978), 163–166.

17. W. Duke, E. Kowalski, A problem of Linnik for elliptic curves and mean-value estimates for automorphic representations, Invent. Math. 139 (2000), 1–39.

Postupilo 6 sentØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: fomenko@pdmi.ras.ru