Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

A. V. Haustov, N. A. Xirokov

OBRATNA˚ TEOREMA PRIBLIȷENI˚ NA PODMNOȷESTVAH �LLIPTIQESKIH KRIVYH

1. Vvedenie. Formulirovki rezul~tatov

�to issledovanie posvØweno voprosam priblißeniØ funkciæ na fflliptiqeskih krivyh nad polem kompleksnyh qisel s pomow~¸ polinomov. Kak pokazano v [1], ffta zadaqa moßet byt~ pereformulirovana kak zadaqa priblißeniØ s pomow~¸ dvoØkoperiodiqeskih funkciæ v oblastØh opredelennogo klassa na kompleksnoæ ploskosti. V rabote [1] dokazana prØmaØ teorema priblißeniØ funkciæ, zadannyh na fflliptiqeskoæ krivoæ. Vesa priblißeniØ v fftoæ teoreme ([1], p. 6) byli vybrany takim obrazom, qtoby imet~ vozmoßnost~ poluqit~ sootvetstvu¸wu¸ obratnu¸ teoremu priblißeniØ i, tem samym, dat~ konstruktivnu¸ harakteristiku funkciæ klassa Gel~dera na ukazannyh oblastØh. Dokazatel~stvo obratnoæ teoremy privoditsØ v fftoæ rabote.

Po opredeleni¸, veliqiny A i B soizmerimy togda i tol~ko togda, kogda dlØ nekotoryh postoØnnyh c_1, c_2 spravedlivy neravenstva c_1A ≤ B ≤ c_2A. PostoØnnye c_1, c_2 nazyva¸tsØ postoØnnymi soizmerimosti. Kak obyqno, uslovie soizmerimosti veliqin A i B oboznaqaem zapis~¸ A ≍ B.

Kak i v [1], my rassmatrivaem odnosvØznye oblasti sledu¸- wego vida. Pust~ D – ograniqennaØ odnosvØznaØ oblast~, dlØ kotoroæ l¸baØ duga granicy fftoæ oblasti soizmerima s ee hordoæ. Oblasti, oblada¸wie fftim svoæstvom, budem nazyvat~ oblastØmi Lavrent~eva.

Privedem zdes~ opredelenie vesov priblißeniØ, ispol~zuemyh kak v prØmoæ, tak i v obratnoæ teoremah. Pust~ Φ – konformnoe otobraßenie mnoßestva C \D na C \{|z| < 1}, Φ(∞) = ∞, Φ^′(∞) > 0, i pust~ Ψ = Φ^{−1}. Oboznaqim L_{1+t} = Ψ({|z| = 1 + t}), gde t > 0, i pust~

δ_n(z) = dist(z, L_{1+1/n}), z ∈ ∂D. (1) 257

258 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV

Pust~ ω_1, ω_2 ∈ C ; Im{ω_2/ω_1} > 0. Pust~ P(z) – funkciØ Veæerxtrassa s periodami 2ω_1, 2ω_2 (sm., naprimer, [2]). Kak izvestno, funkciØ ζ = P(z) udovletvorØet uravneni¸ ( dζ dz )_2 = 4ζ^3 − g_2ζ − g_3.

Pust~ Q = {z ∈ C : z = 2ω_1a_1 + 2ω_2a_2, a_1, a_2 ∈ [0, 1)} – parallelogramm periodov funkcii P(z). Pust~, dalee, E = {(ζ, w) ∈ C^2 : w^2 = 4ζ^3 − g_2ζ − g_3} – fflliptiqeskaØ krivaØ i

T (z) = (P(z), P^′(z)) (2)

– vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie Q na E. Budem ispol~zovat~ oboznaqenie δ_n(ζ, w) = δ_n(T^{−1}(ζ, w)), gde δ_n(z) opredeleno v (1). Vezde niße predpolagaetsØ, qto 0 < α < 1. My ustanovim spravedlivost~ sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~, D ⊂ Int Q ⊂ C , i

pust~ G = T (D), G ⊂ E ⊂ C^2 , gde preobrazovanie T (z) opredeleno v (2). Pust~, krome togo, dugi granicy mnoßestva G soizmerimy s hordami. Togda proizvol~naØ funkciØ F : G → C , kotoraØ moßet byt~ priblißena posledovatel~nost~¸ polinomov P_n(ζ, w), deg P_n ≤ n, dvuh peremennyh tak, qto dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C(F, G) pri proizvol~nom n ∈ N vypolnØ¸tsØ neravenstva |F (ζ, w) − P_n(ζ, w)| ≤ C(F, G)δ^α_n (ζ, w) pri (ζ, w) ∈ ∂G, neobhodimo prinadleßit klassu H^α(G).

Zameqanie 1 Parametry i veliqiny, ot kotoryh, v kontekste ne-

kotorogo utverßdeniØ zavisit postoØnnaØ, oboznaqa¸tsØ v skobkah. Naprimer, v kontekste teoremy 1 figuriru¸waØ v nem postoØnnaØ C(F, G) zavisit ot funkcii F i mnoßestva G, no ne ot toqki (ζ, w) i parametra n.

Pol~zuØs~ lemmami 2 i 4 raboty [1] my moßem pereformulirovat~ teoremu 1 dlØ funkciæ, zadannyh na kompleksnoæ ploskosti.

OBRATNA˚ TEOREMA 259

Teorema 2 (osnovnaØ teorema). Pust~ D – oblast~ Lavrent~eva,

D ⊂ Int Q, Γ = ∂D. Pust~ f : D → C . Esli naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ polinomov dvuh peremennyh P_n(ζ, w), deg P_n ≤ n, qto dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C(F, D), ne zavisØweæ ot n, vypolnØ- ¸tsØ neravenstva |f(z) − P_n(P(z), P^′(z))| ≤ C(F, D)δ^α_n (z) pri z ∈ Γ, to funkciØ f prinadleßit klassu H^α(D).

Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy vo mnogom povtorØet standartnu¸ shemu dokazatel~stv obratnyh teorem v teorii approksimacii i suwestvenno opiraetsØ na tak nazyvaemoe neravenstvo tipa neravenstva Bernxteæna dlØ rassmatrivaemyh priblißeniæ, kotoroe my formuliruem v vide sledu¸weæ teoremy.

Teorema 3. Pust~ D – oblast~ Lavrent~eva, D ⊂ Int Q, Γ = ∂D.

DlØ proizvol~nogo polinoma dvuh peremennyh q_n(ζ, w), deg q_n ≤ n, dlØ kotorogo vypolneno neravenstvo

|q_n(P(z), P^′(z))| ≤ δ^α_n (z) pri z ∈ Γ, (3)

spravedlivo takße neravenstvo

|q^′_n(P(z), P^′(z))| ≤ C(D)δ^{α−1}_n (z) pri z ∈ Γ.

Vezde niße budem predpolagat~, qto D – oblast~, udovletvorØ¸waØ usloviØm teoremy 2.

Punkty 2 i 3 dannoæ raboty posvØweny dokazatel~stvu nekotoryh predvaritel~nyh rezul~tatov. V punkte 4 privoditsØ dokazatel~stvo teoremy 3 v neskol~ko bolee obweæ formulirovke, a v punkte 5 dokazyvaetsØ osnovnaØ teorema.

2. Predvaritel~nye rezul~taty Pust~ ω^0 = 2ω_1k^0_1/m + 2ω_2k^0_2/m,

gde m, k^0_1, k^0_2 ∈ Z, – vnutrennØØ toqka oblasti D. Rassmotrim sigma-funkci¸ Veæerxtrassa σ(u), opredelØemu¸ vyraßeniem ln σ(z) z = − z∫ 0 v∫ 0 ( P(η) −^1_{η2}^) dη dv

260 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV

Kak izvestno ([2], gl.1), σ(z) – celaØ funkciØ, ime¸waØ prostye nuli v verxinah setki periodov (t.e. v toqkah 2ω_1n_1 + 2ω_2n_2, gde n_1, n_2 ∈ Z). Krome togo, spravedlivo ravenstvo

σ(z + 2ω_i) = −e^{2ηi(z+ωi )}σ(z), i = 1, 2, (4)

gde veliqiny η_i, i = 1, 2, – parametry funkcii Veæerxtrassa. Rassmotrim funkci¸

T(z) =^{σ(z − ω0)m}

σ(z)^{m−1}σ(z + 2k^0_1ω_1 + 2k^0_2ω_2) . Legko videt~, qto T(z) imeet nul~ kratnosti m v toqke ω^0 i pol¸s porØdka m v toqke 0. Krome togo, iz (4) vytekaet, qto

T(z + 2ωi) = T(z)e^{2ηi(mω0−2k01ω1−2k02ω2)} = T(z), i = 1, 2,

t.e. T(z) – dvoØkoperiodiqeskaØ funkciØ s periodami 2ω_1, 2ω_2.

Pust~ mnoßestvo Ω = Ω(D) poluqaetsØ iz oblasti D preobrazovaniØmi z → z + 2ω_1n_1 + 2ω_2n_2:

Ω = {z : z = 2ω_1n_1 + 2ω_2n_2 + z_D , z_D ∈ D, n_1, n_2 ∈ Z}.

Cel~¸ fftogo paragrafa ØvlØetsØ postroenie garmoniqeskoæ v

C \ Ω funkcii V (z), prinima¸weæ na ∂Ω znaqeniØ, ravnye

VT(z) = − log |T(z)|. (5)

DlØ fftogo nam potrebuetsØ rexenie vspomogatel~noæ zadaqi Dirihle. Pri proizvol~nom natural~nom L rassmotrim parallelogramm

Q_L = {z : z = 2ω_1k_1 + 2ω_2k_2, k_1, k_2 ∈ R, |k_1| < L, |k_2| < L}.

Rassmotrim funkci¸ w_L(z), garmoniqesku¸ v oblasti Q_L \ Ω i nepreryvnu¸ vplot~ do ee granicy, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸- wim graniqnym usloviØm:

w_L(z) = { 1, z ∈ ∂Q_L, 0, z ∈ ∂Ω ⋂ Q_L. Lemma 1. V proizvol~noæ ograniqennoæ oblasti^~Ω,^~Ω ⊂ C \ Ω,

w_L(z) ´ 0 pri L → ∞.

OBRATNA˚ TEOREMA 261

Dokazatel~stvo. Vyberem postoØnnu¸ L0 > 1 tak, qtoby dlØ

proizvol~nogo z = 2ω_1s_1 + 2ω_2s_2 ∈ Ω̃ vypolnØlis~ neravenstva |s_1| ≤ L_0 − 1, |s_2| ≤ L_0 − 1. Poloßim

ε = max u∈∂Q_L0�1 w_{L0} (u). Poskol~ku w_{L0} (z) ≤ 1 pri z ∈ ∂(Q_{L0} \ Ω) i w_{L0} (z) ≢ 1, to iz principa maksimuma vytekaet

w_{L0} (z) ≤ ε < 1 pri z ∈ Q_{L0−1} \ Ω (6)

Zametim, qto mnoßestvo Q_{L0−1} \Ω predstavlØet soboæ mnoßestvo Q_{L0} \ Ω, iz kotorogo udaleny parallelogrammy so storonami toæ ße dliny, qto i u parallelogramma Q, kakaØ-libo storona kotoryh prinadleßit granice oblasti Q_{L0} .

Pokaßem, qto

w_{2L0}(z) ≤ εw_{L0} (z) pri z ∈ ∂Q_{L0} .

Pust~ pri proizvol~nom natural~nom k parallelogramm Q̃_k predstavlØet soboæ sdvig parallelogramma Q_k na polovinu “razmera” parallelogramma Q_{2L0}: Q̃_k = Q_k + 2ω_1L_0 + 2ω_2L_0.

FunkciØ w̃_{L0} (z) = w_{L0} (z − 2ω_1L_0 − 2ω_2L_0)

ØvlØetsØ garmoniqeskoæ v Q̃_{L0} \ Ω. V sootvetstvii s (6), vezde v Q̃_{L0−1}\Ω, sledovatel~no, i na uqastke granicy parallelogramma

Q_{L0} , leßawem v Q̃_{L0−1} \ Ω, ffta funkciØ udovletvorØet neravenstvu w̃_{L0} (z) < ε

Krome togo, v silu vybora funkciæ w_{2L0}(z) i w̃_{L0}(z), neravenstvo

w_{2L0} (z) ≤ w̃_{L0} (z)

spravedlivo na ∂(Q̃_{L0} \ Ω). Po principu maksimuma, ono spravedlivo i v Q̃_{L0} \ Ω. Takim obrazom,

w_{2L0}(z) < ε = εw_{L0} (z) pri z ∈ ∂Q_{L0} ⋂ (Q̃_{L0−1} \ Ω).

Posledovatel~no dvigaØ parallelogramm Q̃_{L0} vdol~ vseh qetyreh granic parallelogramma Q_{2L0} na celye kratnye 2ω_1 ili

262 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV 2ω_2, my poluqim, qto poslednee neravenstvo spravedlivo vezde na ∂Q_{L0} . Ewe raz primenØØ princip maksimuma dlØ funkciæ w_{2L0}(z) i εw_{L0} (z) v oblasti Q_{L0} \ Ω i pol~zuØs~ neravenstvami (6), zakl¸qaem, qto w_{2L0}(z) ≤ εw_{L0} (z) ≤ ε^2 pri z ∈ Q_{L0−1} \ Ω.

PovtorØØ fftu proceduru N raz poluqim, qto w_{NL0} (z) ≤ ε^N pri z ∈ Q_{L0−1} \ Ω.

Iz principa maksimuma legko sleduet, qto w_{L2} (z) < w_{L1} (z) pri L_1 < L_2, otkuda i vytekaet utverßdenie lemmy.

Pust~, po-preßnemu, funkciØ VT opredelena v (5). Poloßim V_{min} = min_{z∈∂D} VT(z), V_{max} = max_{z∈∂D} VT(z). Pust~ V^+_L (z) i V^−_L (z) – rexeniØ zadaqi Dirihle v oblasti Q_L \Ω so sledu¸wimi graniqnymi usloviØmi:

V^+_L (z) = { V_{max}, z ∈ ∂Q_L, VT(z), z ∈ ∂Ω ⋂ Q_L V^−_L (z) = { V_{min}, z ∈ ∂Q_L, VT(z), z ∈ ∂Ω ⋂ Q_L Iz principa maksimuma vytekaet, qto pri L → ∞ V^+_L (z) – ubyva¸waØ, a V^−_L (z) – vozrasta¸waØ posledovatel~nosti funkciæ. Krome togo, V^+_L (z) − V^−_L (z) = (V_{max} − V_{min})w_L(z).

PrimenØØ lemmu 1, zakl¸qaem, qto suwestvu¸t predely lim L→∞ V^+_L (z) = lim_{L→∞} V^−_L (z) = V (z),

i funkciØ V (z) – garmoniqeskaØ v C \ Ω.

V sledu¸wem paragrafe my ustanovim nekotorye ograniqeniØ na rost polinomov ot P, P^′ vblizi pol¸sov funkciæ P, P^′.

OBRATNA˚ TEOREMA 263

3. Povedenie polinomov ot P, P^′ vblizi uglovyh toqek parallelogramma periodov

Pust~ δ_n(z) opredeleno v (1); Γ_{z1z2} – kratqaæxiæ uqastok krivoæ Γ = ∂D meßdu toqkami z_1, z_2. Pust~ funkciØ w(z) : Γ → R udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1. w(z) > A_1n^{−A2} , A_1 = A_1(D) > 0, A_2 = A_2(D) > 0; 2. dlØ fiksirovannyh toqek z_1, z_2 ∈ Γ, gde |z_1 − z_2| ≤ δ_n(z_1) i proizvol~nogo z ∈ Γ_{z1,z2} spravedlivo sootnoxenie w(z) ≍ w(z_1), priqem postoØnnye soizmerimosti zavisØt tol~ko ot oblasti D, no ne ot toqek z_1, z_2;

3. dlØ nekotoryh poloßitel~nyh postoØnnyh κ_1 = κ_1(D), C_1 = C_1(D) i proizvol~nyh toqek z_1, z_2 ∈ Γ spravedlivo neravenstvo

w(z_2) ≤ C_1w(z_1) ( |z_2 − z_1| δ_n(z_1) + 1 )_{κ1} . Zameqanie 2. Nas budet v osnovnom interesovat~ sluqaæ w(z) =

δ^α_n (z), 0 < α < 1. Neravenstva 1–3 v fftom sluqae vyteka¸t iz geometriqeskih svoæstv otobraßeniæ oblasteæ Lavrent~eva na vnexnost~ ediniqnogo kruga ([3]).

Lemma 2. Pust~ funkciØ w(z) udovletvorØet usloviØm 1–3. To-

gda naædetsØ nekotoroe qislo ε > 0 takoe, qto dlØ proizvol~nogo mnogoqlena dvuh peremennyh q_n(ζ, w), deg q_n ≤ n, udovletvorØ¸wego neravenstvu

|q_n(P(z), P^′(z))| ≤ w(z) pri z ∈ Γ

spravedlivo neravenstvo

|q_n(P(z), P^′(z))| ≤ C_2e^{C3n} pri z ∈ Q_ε,

gde Q_ε = C \ ( Ω ∪ ⋃ n1,n2∈Z {|z − 2ω_1n_1 − 2ω_2n_2| < ε} ) , C_2 = C_2(D), C_3 =

C_3(D).

Dokazatel~stvo. Pol~zuemsØ oboznaqeniØmi p.2. Rassmotrim

funkci¸

w(z) = log T(z) + V (z),

garmoniqesku¸ v oblasti C \ ( Ω ⋃ {2n_1ω_1 + 2n_2ω_2, n_1, n_2 ∈ Z} ) . Kak netrudno videt~, w(z) = 0 pri z ∈ ∂Ω.

264 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV

ProvedØ proceduru, analogiqnu¸ postroeni¸ funkcii V (z), postroim garmoniqesku¸ v C \ Ω funkci¸ U (z), udovletvorØ¸- wu¸ sledu¸wemu graniqnomu uslovi¸: U (z) = log w(z) pri z ∈ ∂Ω.

Rassmotrim, nakonec, funkci¸ χ(z) = U (z) + 3nw(z).

Vyberem ε tak, qtoby Ω ∩ ⋃ n1,n2∈Z {|z − 2ω_1n_1 − 2ω_2n_2| ≤ ε} = ∅.

Pokaßem, qto naædetsØ ε_n ≤ ε takoe, qto pri z ∈ C \ ( Ω∪ ⋃ n1,n2∈Z {|z− 2ω_1n_1 − 2ω_2n_2| < ε_n} ) vypolneno neravenstvo

χ(z) > log |q_n(P(z), P^′(z))|. (7) Deæstvitel~no, na granice mnoßestva Ω ffto neravenstvo prinimaet vid log w(z) > log |q_n(P(z), P^′(z))| pri z ∈ ∂Ω.

Poslednee neravenstvo neposredstvenno vytekaet iz predpoloßeniæ otnositel~no funkciæ q_n(P(z), P^′(z)).

Toqki 2n_1ω_1 + 2n_2ω_2 pri n_1, n_2 ∈ ZØvlØ¸tsØ pol¸sami porØdka 2 funkcii Veæerxtrassa P i pol¸sami porØdka 3 funk-

cii P^′. Sledovatel~no, subgarmoniqeskaØ dvoØkoperiodiqeskaØ

funkciØ v pravoæ qasti neravenstva (7) imeet v fftih toqkah logarifmiqeskiæ pol¸s porØdka ≤ 3n.

Poskol~ku U (z) i V (z) – garmoniqeskie v C \Ω funkcii, a T(z), po postroeni¸, imeet pol¸sy porØdka m v toqkah 2n_1ω_1 + 2n_2ω_2 pri n_1, n_2 ∈ Z, to funkciØ χ(z) imeet v fftih toqkah logarifmiqeskiæ pol¸s porØdka 3mn, m > 1.

Takim obrazom, vybiraØ ε_n dostatoqno malym, moßno dobit~sØ, qtoby neravenstvo (7) vypolnØlos~ na okrußnostØh {|z − 2n_1ω_1 − 2n_2ω_2| < ε_n}, n_1, n_2 ∈ Z. Pol~zuØs~ principom maksimuma, poluqaem iskomoe neravenstvo.

Iz dokazannogo vytekaet, qto neravenstvo (7) vo vsØkom sluqae spravedlivo na mnoßestve Q_ε pri proizvol~nom n. PreobrazuØ neravenstvo (7), poluqaem

log |q_n(P(z), P^′(z))| < 2 max_{Qε} U (z) + n · 3 max_{Qε} w(z), z ∈ Q_ε,

qto, s uqetom garmoniqnosti funkciæ U (z) i w(z) na mnoßestve Q_ε, i dokazyvaet lemmu 2.

OBRATNA˚ TEOREMA 265

4. Neravenstvo tipa Bernxteæna DlØ dokazatel~stva teoremy 3 nam potrebu¸tsØ sledu¸wie lemmy.

Lemma 3. (P. M. Tamrazov [4]) Pust~ zadana ograniqennaØ

oblast~ Lavrent~eva J ⊂ C . NaædetsØ postoØnnaØ C_4 = C_4(J) takaØ, qto dlØ proizvol~nyh poloßitel~nyh postoØnnyh k, a, b i dlØ proizvol~noæ subgarmoniqeskoæ v oblasti J funkcii h(z), udovletvorØ¸weæ neravenstvu h(ζ) ≤ k log(a|ζ − z_0| + b), ζ ∈ ∂J, spravedlivo neravenstvo h(ζ) ≤ k [log(a|ζ − z_0| + b) + C_4] , ζ ∈ J. Lemma 4. Pust~ funkciØ w(z) udovletvorØet usloviØm 1)–3) p.3,

a mnogoqlen q_n(ζ, w) udovletvorØet usloviØm lemmy 2. Suwestvuet postoØnnaØ C_5 = C_5(D) takaØ, qto dlØ proizvol~noæ toqki z_0 ∈ Γ spravedlivo neravenstvo

|q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤ C_5w(z_0), esli |ζ − z_0| = δ_n(z_0).

Dokazatel~stvo. Fiksiruem nekotoru¸ toqku z0 ∈ Γ.

1. Rassmotrim snaqala sluqaæ ζ ∈ D. V silu usloviæ na polinomy q_n(ζ, w) i funkci¸ w(z), imeem

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤ log w(ζ) ≤ log(C_1w(z_0)) + κ_1 log ( |ζ − z_0| δ_n(z_0) + 1 ) pri ζ ∈ Γ.

PrimenØØ teper~ lemmu 3 k oblasti J = D i subgarmoniqeskoæ v J funkcii log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))|−log(C_1w(z_0)), zakl¸qaem, qto spravedlivo neravenstvo

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| − log(C_1w(z_0)) ≤ κ_1 [ log ( |ζ − z_0| δ_n(z_0) + 1 ) + C_4 ] pri ζ ∈ D. Esli teper~ |ζ − z_0| = δ_n(z_0), ζ ∈ D, to

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤ log(C_1w(z_0)) + κ_1 [log 2 + C_4] pri ζ ∈ D,

266 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV

i my zakl¸qaem, qto iskomoe neravenstvo spravedlivo na qasti okrußnosti |z − z_0| = δ_n(z_0), leßaweæ v D.

2. Dokaßem iskomoe neravenstvo pri ζ ∈ Q_ε, gde mnoßestvo Q_ε opredeleno v lemme 2, |ζ − z_0| = δ_n(z_0). Na granice mnoßestva Q_ε spravedlivy neravenstva

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤ ≤ { log(C_1w(z_0)) + κ_1 log (|ζ − z_0|/δ_n(z_0) + 1) , ζ ∈ Γ, C_3n + log C_2, ζ ∈ ∂Q_ε \ Γ, gde postoØnnaØ C_1 figuriruet v uslovii 3) na funkci¸ w(z), a postoØnnye C_3, C_2 opredeleny v lemme 2. Iz usloviæ na funkci¸ w(z) vytekaet, qto

log w(z_0) ≥ log A_1 − A_2 log n, znaqit, dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C_6 = C_6(D) log(C_1w(z_0)) + C_6n ≥ 0.

Ots¸da zakl¸qaem, qto na granice mnoßestva Q_ε spravedlivo neravenstvo

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤

≤ log(C_1w(z_0)) + κ_1 log ( |ζ − z_0| δ_n(z_0) + 1 ) + (C_6 + C_3)n + log C_2.

Rassmotrim garmoniqesku¸ v oblasti Int Q_ε funkci¸ g(z), prinima¸wu¸ na ee granice sledu¸wie znaqeniØ: g(z) = { 0, z ∈ Γ, 1, z ∈ ∂Q_ε \ Γ. Togda predyduwee neravenstvo moßno zapisat~ v vide

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤ log(C_1w(z_0)) + κ_1 log ( |ζ − z_0| δ_n(z_0) + 1 ) + +((C_3 + C_6)n + log C_2)g(ζ) pri ζ ∈ ∂Q_ε.

PrimenØØ ewe raz lemmu 3 k oblasti J = Q_ε i subgarmoniqeskoæ v J funkcii log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| − ((C_3 + C_6)n + log C_2)g(ζ) −

OBRATNA˚ TEOREMA 267 log(C_1w(z_0)), prihodim k neravenstvu

log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| − ((C_3 + C_6)n + log C_2)g(ζ) − log(C_1w(z_0)) ≤ ≤ κ_1 [ log ( |ζ − z_0| δ_n(z_0) + 1 ) + C_4 ] pri ζ ∈ Q_ε. (8)

V silu rassußdeniæ, analogiqnyh privedennym pri dokazatel~stve lemmy 4 v [1], spravedlivo sootnoxenie

δ_n(z_0) ≍ dist ( z_0, {ζ ∈ Q_ε : |g(ζ)| = 1 n } ) , znaqit, dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C_7 = C_7(D), |g(z)| ≤ C_7 n pri |z − z_0| = δ_n(z_0).

Okonqatel~no, (8) prinimaet vid log |q_n(P(ζ), P^′(ζ))| ≤ C_8 + log(C_1w(z_0)) pri ζ ∈ Q_ε, |ζ − z_0| = δ_n(z_0), gde C_8 = C_8(D). Lemma dokazana.

Dokaßem teper~ osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 3^′. Pust~ D – oblast~ Lavrent~eva, D ⊂ Int Q, Γ = ∂D.

Pust~ funkciØ w(z) udovletvorØet usloviØm 1)–3) p.3. DlØ proizvol~nogo polinoma dvuh peremennyh q_n(ζ, w), deg q_n ≤ n, dlØ kotorogo vypolneno neravenstvo |q_n(P(z), P^′(z))| ≤ w(z) pri z ∈ Γ, (9) spravedlivo takße neravenstvo |q^′_n(P(z), P^′(z))| ≤ C(D) w(z) δ_n(z) pri z ∈ Γ.

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ lemmoæ 4, ocenim proizvodnu¸ po-

linoma q_n dlØ proizvol~nogo z_0 ∈ Γ:

|q^′_n(P(z_0), P^′(z_0))| = | | | | | | 1 2πi ∫ |z−z0|=δ_n (z0) q_n(P(z), P^′(z) (z − z_0)^2 dz | | | | | | ≤

≤ C_5 2π ∫ |z−z0|=δ_n(z0) w(z_0) |z − z_0|^2 |dz| = C_5 w(z_0) δ_n(z_0) .

268 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV

S uqetom zameqaniØ 2 p.3 iz fftoæ teoremy legko vytekaet teorema 3, sformulirovannaØ vo vvedenii.

5. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy Ispol~zuØ rezul~taty predyduwih paragrafov, dokaßem teper~ osnovnu¸ teoremu, sformulirovannu¸ vo vvedenii.

V sootvetstvii s teoremoæ Tamrazova [5] dostatoqno dokazat~ neravenstvo |f(z_1) − f(z_2)| ≤ |z_1 − z_2|^α dlØ z_1, z_2 ∈ Γ.

DlØ dokazatel~stva fftogo neravenstva my postroim nekotoroe razloßenie funkcii f v rØd.

DlØ vybrannyh vesov priblißeniØ δ_t(z) spravedlivy [5] sledu¸wie neravenstva

C_9 ( t_1 t_2 )_{κ2} ≥ δ_{t2} (z) δ_{t1} (z)

≥ C_{10} ( t_1 t_2 )_{κ3} , z ∈ Γ. Zdes~ C_9 = C_9(D), C_{10} = C_{10}(D), κ_2 = κ_2(D), κ_3 = κ_3(D). Ots¸da zakl¸qaem, qto dlØ proizvol~nogo L > 0 spravedlivy neravenstva C_9L^{κ2} ≥ δ_Ln�1 (z) δ_Ln (z) ≥ C_{10}L^{κ3} , z ∈ Γ.

FiksiruØ L tak, qtoby vypolnØlos~ uslovie

r = C_{10}L^{κ3} > 1, (10)

i polagaØ R = C_9L^{κ2} , poluqim neravenstva R ≥ δ_Ln�1 (z) δ_Ln (z) ≥ r > 1 pri z ∈ Γ, (11) gde R = R(D), r = r(D), L = L(D). Oboznaqim

p_n(z) = P_n(P(z), P^′(z), Δ_n(z) = p_Ln+1 (z) − p_Ln (z).

Na granice oblasti D v silu usloviæ teoremy |Δ_n(z)| ≤ |p_Ln (z) − f(z)| + |p_Ln+1 (z) − f(z)| ≤ 2C(F, D)δ^α_Ln (z) (12)

OBRATNA˚ TEOREMA 269

Izvestno ([5]), qto moßno vybrat~ postoØnnye C_{11} = C_{11}(D), κ_4 = κ_4(D) > 0 takim obrazom, qtoby pri proizvol~nyh n ∈ N i z ∈ Γ vypolnØlos~ neravenstvo δ_n(z) ≤ C_{11} n^{κ4} . (13)

Iz (12) i (13) vytekaet, qto na granice Γ oblasti D funkciØ f moßet byt~ predstavlena v vide

f(z) = p_1(z) + ∞∑ n=0 Δ_n(z) pri z ∈ Γ

Pust~ z_1, z_2 ∈ Γ. Imeem

|f(z_1) − f(z_2)| ≤ |p_1(z_1) − p_1(z_2)| + | ∞∑ n=0 (Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2))| (14)

Poskol~ku, po postroeni¸, p_1(z) predstavlØet soboæ polinom pervoæ stepeni ot funkciæ P, P^′, analitiqeskih vnutri parallelogramma periodov, to dlØ nekotoryh postoØnnyh C^′_{12} = C^′_{12}(D), C_{12} = C_{12}(D)

|p_1(z_1) − p_1(z_2)| ≤ C^′_{12}|z_1 − z_2| ≤ C_{12}|z_1 − z_2|^α. (15)

Ocenim teper~ vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (14). DlØ fftogo razdelim ego na dve qasti. Vyberem qislo N_0 = N_0(z_1, |z_1 −z_2|) takim obrazom, qtoby vypolnØlis~ neravenstva

δ_LN_0+1 (z_1) ≤ |z_1 − z_2| < δ_LN_0 (z_1). (16)

Pri n ≤ N_0 imeem

|Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2)| ≤ | | | | | | | ∫ Γ_z1_{,z}2 Δ^′_n(z) dz | | | | | | | , gde Γ_{z1,z2} – kratqaæxaØ duga granicy oblasti D meßdu toqkami z_1, z_2. Pol~zuØs~ neravenstvom (12) i teoremoæ 3 dlØ funkcii w(z) = 2C(F, D)δ^α_n (z), zakl¸qaem, qto dlØ mnogoqlenov Δ_n(z) spravedlivo neravenstvo tipa Bernxteæna |Δ^′_n(z)| ≤ 2C(F, D)C(D)δ^{α−1}_Ln (z).

270 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV

Iz poslednih dvuh neravenstv sleduet

|Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2)| ≤ 2C(F, D)C(D) ∫ Γ_z1_{,z}2 δ^{α−1}_Ln (z) |dz|.

Iz geometriqeskih svoæstv konformnyh otobraßeniæ oblasteæ Lavrent~eva na vnexnost~ ediniqnogo kruga sleduet ([6], gl.9), qto dlØ proizvol~nogo M > 0 i |z − z_1| < δ_M (z_1) spravedlivo neravenstvo δ_M (z) ≥ C_{13}δ_M (z_1), (17) gde C_{13} = C_{13}(D), sledovatel~no, uqityvaØ soizmerimost~ dugi Γ_{z1,z2} i sootvetstvu¸weæ hordy, imeem neravenstvo |Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2)| ≤ C_{14}δ^{α−1}_Ln (z_1)|z_1 − z_2|, gde C_{14} = C_{14}(D). Znaqit, N0∑ n=0 |Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2)| ≤ C_{14}|z_1 − z_2| N0∑ n=0 δ^{α−1}_Ln (z_1)

Ispol~zuØ (11), poluqaem, qto dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C_{15} = C_{15}(D) N0∑ n=0 δ^{α−1}_Ln (z_1) = N0∑ n=0 δ^{α−1}_{LN0}�_n (z_1) ≤ N0∑ n=0 r^{(α−1)n}δ^{α−1}_{LN0} (z_1) ≤ C_{15}δ^{α−1}_{LN0} (z_1).

Okonqatel~no, pol~zuØs~ neravenstvami (16), poluqaem | N0∑ n=0 (Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2))| ≤ C_{16}δ^{α−1}_{LN0} (z_1)|z_1 − z_2| ≤ C_{16}|z_1 − z_2|^α, (18)

gde C_{16} = C_{16}(D). Ocenim teper~ ostavxu¸sØ qast~ summy v (14). Pol~zuØs~ neravenstvami (12), imeem | ∞∑ n=N0+1 (Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2)| ≤ ∞∑ n=N0+1 (|Δ_n(z_1)| + |Δ_n(z_2)|) ≤

≤ 2c(F, D) ∞∑ n=N0+1 (δ^α_Ln (z_1) + δ^α_Ln (z_2)).

OBRATNA˚ TEOREMA 271

Pol~zuØs~ sootnoxeniØmi (17), (11) i (16), poluqim | | | | | ∞∑ n=N0+1 (Δ_n(z_1) − Δ_n(z_2)) | | | | | ≤ 2C(F, D)( 1 C_{13}

+ 1) ∞∑ n=0 1 r^n δ^α_LN_0+1 (z_1) ≤ ≤ 2C(F, D)( 1 C_{13}

+ 1) r r − 1 δ^α_LN_0+1 (z_1) ≤ ≤ 2C(F, D)( 1 C_{13}

+ 1) r r − 1 |z_1 − z_2|^α. (19)

Ispol~zuØ neravenstva (15), (18) i (19), prihodim k utverßdeni¸ teoremy.

Literatura

1. A. V. Haustov, N. A. Xirokov Polinomial~nye priblißeniØ na zamknutyh podmnoßestvah fflliptiqeskih krivyh, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 178–187.

2. N. I. Ahiezer, �lementy teorii fflliptiqeskih funkciæ, M., 1970. 3. Ch. Pommerenke, Univalent functions. Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen, 1975. 4. P. M.Tamrazov, Gladkosti i polinomial~nye priblißeniØ, Kiev, 1975. 5. P. M.Tamrazov, Konturnye i telesnye strukturnye svoæstva golomorfnyh funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk, 28, No. 1 (1973), 131–161.

6. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami, M., 1977.

Postupilo 26 aprelØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet