Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 314, 2004 g.

A. V. Xutov

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI I PODOBIE ORBIT

§1. Vvedenie

V rabote izuqa¸tsØ arifmetiqeskie i geometriqeskie svoæstva irracional~nogo povorota okrußnosti

R_α : x → x − α (mod 1).

ProizvodnaØ otobraßeniØ na mnoßestve Y est~ otobraßenie pervogo vozvraweniØ, opredelØemoe sootnoxeniem

d_Y R_α(x) = R^{nY (x)}_α (x), gde n_Y (x) = min{n ∈ ▲ : R^n_α(x) ∈ Y }.

V kaqestve mnoßestv Y v rabote vybrany intervaly ediniqnoæ okrußnosti. Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ Teorema 1. Pust~ Rα : x → x − α (mod 1) – povorot okrußno-

sti. Togda esli I = I_m – sobstvennyæ interval differencirovaniØ (sm. §2), to proizvodnaØ d_I R_α – vnov~ povorot okrußnosti. Esli ße I ≠ I_m – nesobstvennyæ interval, to d_I R_α – necikliqeskoe perekladyvanie treh otrezkov.

Geometriqeskim sledstviem teoremy 1 ØvlØetsØ podobie orbit povorota okrußnosti s razliqnymi α. Oboznaqim qerez

Orb(1, α, I_0) posledovatel~nost~ fflementov −nα (mod 1), n = 0, 1, 2, . . .. ProizvodnaØ d^m Orb(1, α, I_0) opredelØetsØ kak posledo-

vatel~nost~ fflementov iz Orb(1, α, I_0) ∩ I_m, pronumerovannyh v porØdke popadaniØ ih v sobstvennyæ interval I_m. Iz teoremy 1 sleduet, qto suwestvuet gomotetiØ h_m s centrom v toqke 1, perevodØwaØ otrezok I_m v I_0 i takaØ, qto

d^m Orb(1, α, I_0) = h_m Orb(1, d^mα, I_0)

dlØ nekotorogo d^mα. Naibol~xiæ interes ffto utverßdenie predstavlØet dlØ kvadratiqnyh irracional~nosteæ. Pust~ α =

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 02-01-00368. 272

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI 273

[(q_1, · · · , q_r)] - kvadratiqnaØ irracional~nost~ s qisto periodi-

qeskim razloßeniem v cepnu¸ drob~, T = { q_1 + . . . + q_r, esli r qetno, 2(q_1 + . . . + q_r), esli r neqetno.

Togda spravedlivo ravenstvo d^T α = α i pri fftom imeet mesto samopodobie orbit

d^T Orb(1, α, I_0) = h_T Orb(1, α, I_0).

Differencirovanie orbit poroßdaet otobraßenie α → d^1α ediniqnoæ okrußnosti na sebØ. �to otobraßenie obladaet rØdom interesnyh svoæstv, dopuska¸wih estestvennu¸ interpretaci¸ v terminah simvoliqeskoæ dinamiki. V §5 kaßdomu α ∈

[0; 1) stavitsØ v sootvetstvie ego kod, predstavlØ¸wiæ soboæ

beskoneqnu¸ odnostoronn¸¸ posledovatel~nost~ nuleæ i edinic. Deæstvie operatora d^1 na fftoæ kodirovke okazyvaetsØ ffkvivalentnym deæstvi¸ sdviga Bernulli (teorema 3). Neoßidannym ØvlØetsØ to, qto postroennaØ kodirovka sovpadaet s izvestnym razloßeniem α v posledovatel~nost~ Xterna–Broko. Istoriqeskie zameqaniØ. PonØtie proizvodnoæ otobraßeniØ na mnoßestve vozniklo v teorii dinamiqeskih sistem kak diskretnyæ analog seqeniæ Puankare. Proizvodnye povorota okrußnosti naqali izuqat~ G. Rauzy [1] i S. Ferenczi [2, 3] v svØzi s zadaqeæ o mnoßestvah ograniqennogo ostatka. V nastoØweæ rabote ispol~zuetsØ podhod V. G. ȷuravleva, osnovannyæ na ispol~zovanii razbieniæ Fibonaqqi. �tot podhod byl predloßen v rabote [4], gde byla postroena obwaØ teoriØ razbieniæ Fibonaqqi dlØ τ =^{1+√5}_2 . V dal~neæxem N. N. Manuælov perenes ffti rezul~taty na sluqaæ τ_2 = 1 + √ 2 [5].

Blagodarnosti. Avtor blagodarit V. G. ȷuravleva i N.N. Manuælova za vozmoßnost~ poznakomit~sØ s ih rezul~tatami v dannoæ oblasti, a takße za mnogoqislennye poleznye obsußdeniØ.

§2. Obobwennye razbieniØ Fibonaqqi

DlØ formulirovki rezul~tatov nam potrebuetsØ ponØtie obobwennogo razbieniØ Fibonaqqi. My privodim zdes~ opredelenie obobwennyh razbieniæ Fibonaqqi i ih svoæstva, kotorye

274 A. V. XUTOV ponadobØtsØ nam v dal~neæxem. Dokazatel~stva moßno naæti v rabotah [4, 6, 7]

Rassmotrim mnoßestvo ⪌vseh razbieniæ ediniqnoæ okrußnosti ⪋^1 = [0; 1) na koneqnoe qislo poluintervalov. Rassmotrim operator B : ⪌ → ⪌, deæstvu¸wiæ sledu¸wim obrazom. Pust~

Til ∈ ⪌ – razbienie ⪋^1 na koneqnoe qislo poluintervalov, |X| –

naimen~xaØ iz dlin poluintervalov razbieniØ. Togda v razbienii B(Til) intervaly iz Til dliny |X| sohranØ¸tsØ, a intervaly dliny |Y | > |X| raspada¸tsØ na 2 intervala dliny |X| i |Y |−|X|, sootvetstvenno. Drugimi slovami, deæstvie B-operatora zakl¸- qaetsØ v otkladyvanii intervala naimen~xeæ dliny ot levyh koncov vseh intervalov razbieniØ Til.

Pust~ Til_0(α) sostoit iz dvuh poluintervalov [0; α)⊕[α; 1), gde ⊕ oznaqaet nekommutativnu¸ operaci¸ prikladyvaniØ poluintervalov.

Obobwennoe razbienie Fibonaqqi porØdka m opredelØetsØ sootnoxeniem

Til_m(α) = B^m(Til_0(α)).

Oqevidno, qto esli α irracional~no, to Til_m(α) ≠ Til_n(α) pri m ≠ n. Legko pokazat~, qto razbienie Til_m(α) sostoit iz intervalov dvuh raznyh dlin i ne moßet zakanqivat~sØ dvumØ intervalami odnoæ dliny. Vvedem otobraßenie Col_{m,α}, stavØwee v sootvetstvie kaßdomu intervalu iz Til_m(α) odnu iz dvuh cvetovyh metok E i G s sobl¸deniem dvuh usloviæ:

1) Intervaly Til_m(α), ime¸wie odinakovu¸ dlinu, poluqa¸t odnu i tu ße metku, intervaly raznoæ dliny – raznye metki.

2) Kraænemu pravomu intervalu iz Til_m(α) stavitsØ v sootvetstvie metka E.

V rezul~tate poluqa¸tsØ cvetnye razbieniØ Fibonaqqi

CTil_m(α) = Col_{m,α}(Til_m(α)).

My budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: L^m, S^m – dlinnye i korotkie intervaly razbieniØ Til_m(α), l_m(α) i s_m(α) - ih dliny, L_m(α) i S_m(α) – ih koliqestva; E^m i G^m E i G intervaly razbieniØ CTil_m(α), e_m(α) i g_m(α) – ih dliny, E_m(α) i

G_m(α) – ih koliqestva. Vs¸du, gde ffto ne budet vyzyvat~ dvu-

smyslennosti, indeks α budet opuskat~sØ.

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI 275 Kaßdomu intervalu razbieniØ CTil_m(α) postavim v sootvetstvie ego nomer po sledu¸wemu pravilu. Razbienie CTil_0(α) sostoit iz dvuh poluintervalov

CTil_0(α) = G^0 ⊕ E^0 = [0; α) ⊕ [α; 1).

Posledu¸wie nomera opredelØ¸tsØ po indukcii. Esli s_m(α) =

e_m(α), to E^m_i → E^{m+1}_i , G^m_i → E^{m+1}_{i+Em} ⊕ G^{m+1}_i . Esli s_m(α) = g_m(α), to

E^m_i → G^{m+1}_i ⊕ E^{m+1}_i , G^m_i → G^{m+1}_{i+Em} . V dal~neæxem my budem pol~zovat~sØ sledu¸wimi svoæstvami razbieniæ CTil_m(α).

Svoæstvo 1.

CTil_m(1 − α) = CTil_m(α)^{(+)}.

Zdes~ ∗^{(+)} – operaciØ perekladyvaniØ dvuh kraænih pravyh intervalov, CTil_m(α) – razbienie, poluqa¸weesØ iz CTil_m(α) zamenoæ vseh metok E na metki G i naoborot.

Svoæstvo 2._{⟨E} mα⟩ = g_m, ⟨G_mα⟩ = 1 − e_m. (1) Svoæstvo 3._{Em}

i − α ≡ E^m_{i+1} (mod 1), G^m_i − α ≡ G^m_{i+1} (mod 1). (2)

Svoæstvo 4.

CTil_m(α) − α ≡ CTil_m(α)^{(+)} (mod 1). (3)

276 A. V. XUTOV

§3. Proizvodnye povorota okrußnosti

Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo, Y ⊂ X – ego podmnoßestvo,

A : X → X – otobraßenie mnoßestva X v sebØ. Opredelim pro-

izvodnu¸ (ili otobraßenie pervogo vozvraweniØ) d_Y A : Y → Y sootnoxeniem

d_Y A = A^{nY (x)}(x), gde n_Y (x) = min{n ∈ ▲ : A^n(x) ∈ Y }. (4)

Oboznaqim qerez R_α sdvig

R_α : x → x − α (mod 1) (5)

ediniqnoæ okrußnosti ⪋^1. Nas budet interesovat~ sluqaæ, kogda X = ⪋^1, A = R_α, Y = I – nekotoryæ poluinterval v ⪋^1. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto pravyæ konec poluintervala I sovpadaet s toqkoæ 1.

Oboznaqim I_m = G^m_0 ⊕ E^m_0 , i_m = |I_m| i nazovem intervaly I_m sobstvennymi intervalami differencirovaniØ. Vnaqale vyqislim proizvodnye d_IR_α na sobstvennyh intervalah.

Vospol~zuemsØ razbieniem CTil_m(α). Iz (2) sleduet, qto pod deæstviem sdviga R_α intervaly CTil_m(α) perehodØt drug v druga po pravilam G^m_0 → G^m_1 → . . . → G^m_{Gm} , E^m_0 → E^m_1 → . . . → E^m_{Em} . (6)

Iz svoæstva 4 sleduet, qto

I_m = G^m_0 ⊕ E^m_0 = E^m_{Em} ⊕ G^m_{Gm} .

Takim obrazom, deæstvie d_{Im} R_α svoditsØ k perekladyvani¸ poluintervalov G^m_0 i E^m_0 . SkleivaØ pravyæ i levyæ konec poluintervala I_m, poluqaem, qto d_{Im} R_α est~ otobraßenie

I_m → I_m : x → x − g_m (mod I_m). (7)

Takim obrazom, proizvodnaØ povorota okrußnosti na sobstvennom intervale differencirovaniØ – vnov~ povorot okrußnosti.

Rassmotrim teper~ nesobstvennyæ interval I takoæ, qto

I_{m+1} ⊂ I ⊂ I_m. (8)

Iz (1) sleduet, qto E^m_0 ⊂ I. Razob¨em poluinterval G^m_0 na dva poluintervala G^m_0 = G^m_{0,1} ⊕ G^m_{0,2} tak, qto I = G^m_{0,2} ⊕ E^m_0 . Iz (8)

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI 277 sleduet, qto |G^m_{0,1}| < |E^m_0 |. Interval E^m_0 predstavim v vide E^m_0 =

E^m_{0,1} ⊕ E^m_{0,2}, gde |E^m_{0,1}| = |G^m_{0,1}|. Otobraßenie d_{Im} R_α perekladyvaet

intervaly po sledu¸wemu pravilu: G^m_{0,1} → G^m_{Gm,1}, G^m_{0,2} → G^m_{Gm,2}, E^m_{0,1} → E^m_{Em ,1} = G^m_{0,1} → G^m_{Gm,1}, E^m_{0,2} → E^m_{Em ,2}. Pri fftom E^m_{Em,2} ⊕ G^m_{Gm,1} ⊕ G^m_{Gm,2} = E^m_{Em ,2} ⊕ G^m_{Gm} = I, tak kak

|I| = e_m + g_m − |G^m_{0,1}|, |E^m_{Em,1}| + |G^m_{Gm} | = e_m + g_m − |G^m_{0,1}|. Takim

obrazom, proizvodnaØ d_I R_α est~ necikliqeskoe perekladyvanie treh otrezkov G^m_{0,2} ⊕ E^m_{0,1} ⊕ E^m_{0,2} → E^m_{Em ,2} ⊕ G^m_{Gm,1} ⊕ G^m_{Gm,2} ili, inaqe,

G^m_{0,2} ⊕ E^m_{0,1} ⊕ E^m_{0,2} → d_I R_α(E^m_{0,2}) ⊕ d_I R_α(E^m_{0,1}) ⊕ d_I R_α(G^m_{0,2}).

Itak, nami dokazana teorema, sformulirovannaØ vo vvedenii. Teorema 1. Pust~ Rα : x → x − α (mod 1) – povorot okrußnosti.

Togda esli I = I_m – sobstvennyæ interval differencirovaniØ, to proizvodnaØ d_I R_α – vnov~ povorot okrußnosti. Esli ße I ≠ I_m – nesobstvennyæ interval, to d_IR_α – necikliqeskoe perekladyvanie treh otrezkov.

Pervu¸ qast~ dokazannoæ teoremy moßno pereformulirovat~ na Øzyke orbit. Vvedem oboznaqenie Orb(a, α, I) dlØ oboznaqeniØ orbity toqki a pod deæstviem otobraßeniØ x → x − α (mod I). Rassmotrim posledovatel~nost~ vloßennyh intervalov I_0 ⊃ I_1 ⊃ . . . ⊃ I_m ⊃ . . . Pust~ S_l = (S, I_l ), gde S = (a_i)^∞_{i=0} – posledovatel~nost~ iz poluintervala I_l, d^kS_l = (S^′, I_{l+k}), gde S^′ = S ∩ I_{l+k} i fflementy posledovatel~nosti S^′ = (a_{ij} )^∞_{j=0} uporØdoqeny po indukcii:

i_0 = min{i : a_i ∈ I_{l+k} },

i_{n+1} = min{i > i_n : a_i ∈ I_{l+k} }.

278 A. V. XUTOV

Teorema 2. Pust~

O^−_m =Orb(1, −g_m(α), I_m), O^+_m =Orb(1, g_m(α), I_m), ~O^−_m =Orb(1, −e_m(α), I_m), ~O^+_m =Orb(1, e_m(α), I_m).

Togda ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva d^kO^−_m = O^−_{m+k}, d^kO^+_m = O^−_{m+k}, d^k ~O^−_m = ~O^−_{m+k}, d^k ~O^+_m = ~O^+_{m+k}.

Dokazatel~stvo. Pervoe sootnoxenie faktiqeski dokazano v teoreme 1. Tret~e sootnoxenie poluqaetsØ iz pervogo sootnoxeniØ dlØ 1 − α s pomow~¸ ravenstv g_m(α) = e_m(1 − α), e_m(α) =

g_m(1 − α). Dva drugih sootnoxeniØ poluqa¸tsØ iz predyduwih

s pomow~¸ ravenstva e_m(α) + g_m(α) = |I_m|.

Pust~ h_m – gomotetiØ s centrom v toqke 1, perevodØwaØ poluinterval I_m v I_0 = [0; 1). Rassmotrim orbity O_m = h_m(O^−_m). Pri fftom

O_0 =Orb(1, −α, ⪋^1), O_m =Orb(1, −d^mα, ⪋^1)

dlØ nekotorogo d^mα. Operator d^m obladaet svoæstvom

d^{m1} (d^{m2} α) = d^{m1+m2} α.

Iz teoremy 2 sleduet, qto d^mα = g_m(α) g_m(α) + e_m(α) = g_m(α) i_m(α) . (9)

Ispol~zuØ (1), formulu (9) moßno perepisat~ v vide d^mα = ⟨E_mα⟩ ⟨E_mα⟩ − ⟨G_mα⟩ + 1 . Naxa dal~neæxaØ cel~ – poluqit~ Øvnye formuly dlØ d^mα.

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI 279

§4. Formuly dlØ d^mα Formulu dlØ d^1α moßno poluqit~ prØmym vyqisleniem.

Predloßenie 1.

d^1α = {_α 1−α , esli α <^1_2 , 2α−1 α , esli α >^1_2 .

Predloßenie 2. Pust~ α = [0; q1, q2, q3, . . . ], gde v kvadratnyh

skobkah zapisany fflementy razloßeniØ α v cepnu¸ drob~. Togda

d^1α =

[0; q_1 − 1, q_2, q_3, . . . ], esli q_1 > 1, [0; 1, q_2 − 1, q_3, . . . ], esli q_1 = 1, q_2 > 1, [0; q_3 + 1, q_4, q_5, . . . ], esli q_1 = q_2 = 1.

DlØ Øvnogo vyqisleniØ d^mα nam nußny formuly dlØ e_m(α) i

g_m(α). Vnaqale vyqislim s_m(α) i l_m(α).

Poskol~ku d^mα + d^m(1 − α) = 1, dostatoqno ograniqit~sØ rassmotreniem sluqaØ α ∈ (0;^1_2 ).

Qislo i nazovem α-regulØrnym, esli l_{m−1}(α) > l_m(α). Pust~

{m_i} – posledovatel~nost~ α-regulØrnyh qisel, n_i = m_i − m_{i−1}, s_i = s_{mi} (α), l_i = l_{mi} (α). Pri perehode Til_{m−1}(α) → Til_m(α) dlin-

nye i korotkie intervaly preobrazu¸tsØ po pravilam: S^m → S^{m+1}, L^m → S^{m+1} ⊕ L^{m+1},

esli m – ne α-regulØrno; S^m → L^{m+1}, L^m → L^{m+1} ⊕ S^{m+1},

esli m – α-regulØrno. Perehod Til_{mi}�_1 (α) → Til_{mi} (α) imeet vid

S^{mi}�^1 → L^{mi} , L^{mi}�^1 → n_iL^{mi} ⊕ S^{mi} . (10)

Iz (10) sleduet, qto

s_i = l_{i+1}, (11)

l_{i−1} = n_il_i − l_{i+1}. (12)

280 A. V. XUTOV

Predloßenie 3. Pust~ G(α) = ⟨^1_α ⟩. Togda n1 = [^1_α ] − 1, l0 = 1 − α,

s_0 = α. DlØ k ≥ 1 spravedlivy formuly

n_k = [ 1 G^{k−1}(α) ] , (13)

l_k(α) = k−1∏ i=0 G^i(α). (14)

Dokazatel~stvopoluqaetsØ indukcieæ po k s ispol~zovaniem sootnoxeniæ (11), (12) i ravenstv n_k = [^{lk}_{sk} ] = [^{lk}�^1_{lk} ].

Operator G(α) = ⟨^1_α ⟩ est~ izvestnyæ operator Gaussa– Kuz~mina [8]. Izvestny sledu¸wie svoæstva fftogo operatora. Pust~ razloßenie α v cepnu¸ drob~ imeet vid α =

[0; q_1, q_2, . . . , q_n, r_n(α)], gde r_n(α) – ostatok. Togda

q_i = [ 1 G^{i−1}(α) ] , (15)

r_n(α) = G^n(α). (16)

Pri fftom predpolagaetsØ, qto G^0(α) = α.

SravnivaØ (13) s (15) i (14) s (16) poluqaem, qto

n_k = q_k dlØ k > 1 i n_1 = q_1 − 1, (17)

l_k = k−2∏ i=0 r_i(α). (18)

Rassmotrim vopros o vyqislenii l_i(α) i s_i(α) v sluqae, kogda m ne α-regulØrno. Pust~ m_{i−1} < m < m_i. Predstavim m v vide m = m_{i−1} + t, gde 0 < t < n_i. Perehod Til_{mi}�_1 (α) → Til_m(α) proishodit po pravilu

S^{mi}�^1 → S^m, L^{mi}�^1 → tS^m ⊕ L^m. (19)

Takim obrazom,

s_m(α) = s_i, (20)

l_m(α) = l_i − ts_i. (21)

SobiraØ vmeste (11), (18)–(21) poluqaem

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI 281

Predloßenie 4. Pust~ m = mi + t, 0 ≤ t < ni+1. Togda

l_m(α) = i∏ j=0 r_j (α),

s_m(α) = i−1∏ j=0 r_j(α)(1 − tr_i(α)). DlØ vyqisleniØ e_m(α) i g_m(α) nam potrebuetsØ formula dlØ

Col_{m,α}. Tak kak α ∈ (0;^1_2 ), to Til_0(α) = S^0 ⊕ L^0 i, sledovatel~no,

Col_{0,α}(L) = E, Col_{0,α}(S) = G. (22)

Formula (19) oznaqaet, qto perehod ot Til_{mi}�_1 (α) k Til_{mi}�_{1+t}(α) ne menØet vid poslednego intervala razbieniØ. Sledovatel~no,

Col_{mi}�_{1+t,α} ≡ Col_{mi}�_{1,α} . (23)

S drugoæ storony, iz (10) sleduet

Col_{mi,α} ≡ Col_{mi}�_{1 ,α}. (24)

SobiraØ vmeste (22)–(24), poluqaem Predloßenie 5. Pust~ m = mi + t, 0 ≤ t < ni+1. Togda

Col_{m,α}(L) = { E, esli i qetno, G, esli i neqetno.

Col_{m,α}(S) = { G, esli i qetno, E, esli i neqetno.

Obratnoe otobraßenie imeet vid:

Col^{−1}_{m,α}(E) = { L, i − qetno, S, i − neqetno;

Col^{−1}_{m,α}(G) = { S, i − qetno, L, i − neqetno.

(25)

Ob¨edinØØ predloßeniØ 4 i 5 s formuloæ (9), poluqaem vyraßenie dlØ d^mα v terminah razloßeniØ α v cepnu¸ drob~. Predloßenie 6. Pust~ α ∈ (0;^1_2 ), m = mi + t, 0 ≤ t < ni+1. Togda d^mα = {_{ri (α)} 1+(1−t)r_i(α) , esli i qetno, 1−tr_i(α) 1+(1−t)r_i(α) , esli i neqetno.

282 A. V. XUTOV

§5. Proizvodnye i sdvigi Bernulli

Kaßdomu qislu α postavim v sootvetstvie posledovatel~- nost~ w(α) = (w_0, w_1, w_2, . . . ), gde

w_m = { 0, esli g_m(α) < e_m(α), 1, esli g_m(α) > e_m(α).

Posledovatel~nost~ w(α) obryvaetsØ v sluqae g_m(α) = e_m(α), qto vozmoßno tol~ko dlØ racional~nyh α. Iz (25) sleduet, qto dlØ m = m_i + t, 0 ≤ t < n_{i+1}

w_m = { 0, esli i qetno, 1, esli i neqetno.

VvodØ sokrawenie x^n dlØ n raz podrØd zapisannogo fflementa x, poluqaem, qto qislu α = [0; q_1, q_2, q_3, . . .] stavitsØ v sootvetstvie posledovatel~nost~

w(α) = 0^{q1−1}1^{q2} 0^{q3} 1^{q4} . . . (26)

Ots¸da srazu sleduet suwestvovanie vzaimno-odnoznaqnogo sootvetstviØ meßdu α ∈ [0; 1] i w(α).

Predloßenie 7. {0, w(α)} est~ razloßenie α v posledovatel~-

nost~ Xterna-Broko.

Napomnim opredelenie posledovatel~nosti Xterna–Broko. NaqinaØ s dvuh drobeæ^0_1 i^1_0 budem povtorØt~ sledu¸wu¸ operaci¸:

vstavit~ drob~^{m+m} 0 n+n0 meßdu dvumØ sosednimi drobØmi^m_n i m0_n 0 . V rezul~tate poluqim derevo drobeæ, nazyvaemoe derevom Xterna–Broko. Razloßenie α v posledovatel~nost~ Xterna– Broko poluqaetsØ s pomow~¸ binarnogo poiska α v poluqennom dereve. Pri fftom 0 sootvetstvuet dvißeni¸ po levoæ vetvi dereva, 1 – dvißeni¸ po pravoæ vetvi [9]. DlØ dokazatel~stva predloßeniØ 8 dostatoqno sravnit~ (26) s razloßeniem α v posledovatel~nost~ Xterna–Broko, privedennym v [9].

VyØsnim kak deæstvuet operator d^1 na posledovatel~nost~ w(α).

PROIZVODNYE POVOROTOV OKRUȷNOSTI 283

Teorema 3. Pust~ w(α) = (w0, w1, w2, . . .). Togda w(d^1α) = (w1, w2,

w_3, . . . ). Takim obrazom, deæstvie operatora d^1 ffkvivalentno sdvigu Bernulli na mnoßestve 0/1-posledovatel~nosteæ.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸, g0(d^1α) =^{g1(α)}_{i1(α)} , e0(d^1α) = e1(α) i1(α) . Indukcieæ po m ots¸da legko poluqit~, qto gm(d

1α) =

g_m+1(α) i1(α) , em(d 1α) =^{em+1(α)}_{i1(α)} . Takim obrazom, g_m(d^1α) > e_m(d^1α) to-

gda i tol~ko togda, kogda g_{m+1}(α) > e_{m+1}(α), i g_m(d^1α) < e_m(d^1α) togda i tol~ko togda, kogda g_{m+1}(α) < e_{m+1}(α).

Sledstvie 1. DlØ l¸bogo α ∈ [0; 1) uravnenie d^mβ = α imeet 2^m

rexeniæ.

DlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto w(β) = (w_0, . . . ,

w_{m−1}, w(α)), gde (w_0, . . . , w_{m−1}) - l¸baØ iz 2^m vozmoßnyh posle-

dovatel~nosteæ nuleæ i edinic.

Sledstvie 2. Pust~ α irracional~no. Togda dlØ vypolneniØ so-

otnoxeniØ d^{m+T} α = d^mα (27)

dlØ nekotoryh m i α neobhodimo i dostatoqno, qtoby α ØvlØlos~ kvadratiqnoæ irracional~nost~¸.

�to sleduet iz togo, qto posledovatel~nost~ Xterna–Broko periodiqna (vozmoßno, s nekotorym predperiodom) dlØ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i tol~ko dlØ nih. �tot fakt, v svo¸ oqered~, ffkvivalenten teoreme Lagranßa o razloßenii kvadratiqnyh irracional~nosteæ v cepnu¸ drob~.

Geometriqeskiæ smysl sootnoxeniØ (27) sostoit v podobii orbit i ih proizvodnyh, to est~ v suwestvovanii takoæ gomotetii h_{m,T} , qto

h_{m,T} O^−_m = d^T O^−_m. (28)

Ispol~zuØ teoremu 2, sootnoxenie (28) moßno perepisat~ v vide h_{m,T} O^−_m = O^−_{m+T} , qto oznaqaet podobie razliqnyh orbit.

Zametim, qto esli (27) vypolnØetsØ dlØ nekotorogo m = m_0, to ono vypolnØetsØ i dlØ vseh m > m_0. V fftom sluqae posledovatel~nost~ proizvodnyh periodiqna i moßno opredelit~ naimen~xiæ period T_0(α).

284 A. V. XUTOV

Sledstvie 3. Pust~ α – kvadratiqnaØ irracional~nost~ i ee raz-

loßenie v cepnu¸ drob~ imeet vid α = [0; q_1, ..., q_k, (q_{k+1}, ..., q_{k+r})], gde vo vnutrennie skobki zakl¸qen period razloßeniØ. Togda

T_0(α) = { q_{k+1} + . . . + q_{k+r}, esli r qetno, 2(q_{k+1} + . . . + q_{k+r}), esli r − neqetno.

Dokazatel~stvo oqevidno.

Sledstvie 4. Qislo rexeniæ uravneniØ T0(α) = n ravno ∑ d|n μ( n d )(2^d − 1),

gde μ(x) – funkciØ Mebiusa.

Dokazatel~stvo. Qislo rexeniæ uravneniØ d^nα = α ravno 2^n − 1, tak kak qislo vozmoßnyh 0/1-posledovatel~nosteæ dliny n ravno 2^n, i periodu, sostoØwemu iz odnih edinic, sootvetstvuet

α = 1. Dalee dostatoqno vospol~zovat~sØ standartnoæ formu-

loæ perehoda ot periodiqeskih toqek k primitivnym periodiqeskim.

Literatura

1. G. Rauzy, Ensembles à restes bornés, Sémin. théor. nombers de Bordeaux, 1983–

1984, exposé 24.

2. S. Ferenczi, Bounded remainder sets., Acta Arithm. 61, No. 4 (1992), 319–326. 3. S. Ferenczi, Ch. Holton, L. Zamboni, Structure of 3-interval exchange, I: an arith-

metic study, Preprints of Marcelle University, No. 24, 2001.

4. V. G. ȷuravlev, Odnomernye razbieniØ Fibonaqqi, Izv. RAN, ser. matem., 2004 (v peqati).

5. N. N. Manuælov, Samopodobie nekotoryh posledovatel~nosteæ, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 81–95.

6. N. N. Manuælov, Rekurrentnye samopodobnye razbieniØ, Qebyxevskiæ sbornik 4, vyp. 2 (2003). Tula, 2003, 87–90.

7. A. V. Xutov, N. N. Manuælov, Global~nyæ porØdok razbieniØ okrußnosti, Molodeß~. Obrazovanie. �konomika. Sbornik nauqnyh stateæ uqastnikov 5-oæ Vserossiæskoæ nauqno-praktiqeskoæ konferencii molodyh uqenyh, aspirantov i studentov, 4 maØ 2004 g., ˚roslavl~, 2004, 101–103.

8. A. ˚. Hinqin, Cepnye drobi, M., 1969.

9. R. Grffhem, D. Knut, O. Pataxnik, KonkretnaØ matematika, M., 1998.

Postupilo 15 i¸lØ 2004 g.

Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet