Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

A. B. Aleksandrov

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA V PROSTRANSTVE L^p PRI p < 1

1. Vvedenie

Pust~ α > 0. Oboznaqim qerez X_α(R^n) lineænu¸ oboloqku skalØrnyh Øder Rissa { 1 |x − a|^α } a∈Rn^. Oboznaqim qerez Y_α(R^n) lineænu¸ oboloqku vektornyh (R^nznaqnyh) Øder Rissa { 1 |x − a|^{α+1} (x − a) } a∈Rn^. V fftoæ stat~e my rassmatrivaem vektornye prostranstva tol~ko nad polem vewestvennyh qisel R, v qastnosti, pod lineænoæ oboloqkoæ my ponimaem R-lineænu¸ oboloqku.

Poloßim

X^0_α(R^n)^{def}= {f ∈ Xα(R^n) : min(1, |f|) ∈ L^1(R^n)}, Y^0_α(R^n)^{def}= {f ∈ Yα(R^n) : min(1, |f|) ∈ L^1(R^n)}.

Poloßim X^p_α(R^n)^{def}= X_α(R^n) ∩ L^p(R^n) i Y^p_α(R^n)^{def}= Y_α(R^n) ∩

L^p(R^n, R^n). Zdes~ L^p(R^n) oboznaqaet prostranstvo L^p vewestven-

nyh funkciæ na R^n, a L^p(R^n, R^n) – prostranstvo L^p vektornyh

(R^n-znaqnyh) funkciæ na R^n.

Pust~ X^p_α(R^n) oboznaqaet zamykanie mnoßestva X^p_α(R^n) v prostranstve L^p(R^n), a Y^p_α (R^n) – zamykanie mnoßestva Y^p_α(R^n) v prostranstve L^p(R^n, R^n).

Zametim, qto X^p_α(R^n) = {0} i Y^p_α (R^n) = {0}, esli αp > n.

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI No. 02-01-00267, “Veduwie Nauqnye Xkoly” No. 2266.2003.1 i the European Community’s Human

Potential Programme under contract HPRN-CT-2000-00116 [Analysis and Operators]. 5

6 A. B. ALEKSANDROV

Oboznaqim qerez L^p_0(R^n) zamykanie v prostranstve L^p(R^n) mnoßestva { φ ∈ S(R^n) :

∫Rn^{φ = 0}, gde S(Rn) oboznaqaet pro-}

stranstvo vseh bystro ubyva¸wih gladkih funkciæ, zadannyh

na R^n. Toqnee, S(R^n) – ffto mnoßestvo vseh beskoneqno differen-

ciruemyh funkciæ f na R^n takih, qto sup_{x∈}R_n |x^αD^β φ(x)| < +∞ dlØ

l¸byh mul~tiindeksov α, β ∈ Z^n_+. Oboznaqim qerez L^p_0(R^n, R^n) zamykanie v prostranstve L^p(R^n, R^n) mnoßestva {∇φ : φ ∈ S(R^n)}. Zdes~ i dalee ∇φ oboznaqaet gradient funkcii φ.

Legko videt~, qto

L^p_0(R^n) = L^p(R^n) pri p ≠ 1, L^1_0(R^n) = {f ∈ L^1(R^n) :

∫Rn^{f = 0},}

L^p_0(R^n, R^n) = L^p(R^n, R^n) pri p < 1.

Poslednee ravenstvo moßet byt~ takße vyvedeno iz teoremy 1.2 v [2].

Nakonec, pri p ∈ [1, +∞) prostranstvo L^p_0(R^n, R^n) sovpadaet s prostranstvom vseh funkciæ (f_1, . . ., f_n) ∈ L^p(R^n, R^n), udovletvorØ¸wih uslovi¸^{∂fj}_{∂xk} =^{∂fk}_{∂xj} v smysle teorii obobwœnnyh funkciæ, gde 1 6 j < k 6 n.

Netrudno dokazat~, qto X^p_α(R^n)= L^p_0(R^n) i Y^p_α (R^n)= L^p_0(R^n, R^n), esli 1 6 p < +∞ i αp < n.

Sluqaæ p < 1 gorazdo bolee sloßnyæ. V fftom sluqae avtor ne v sostoØnii otvetit~ na sledu¸wie voprosy.

1. Kogda X^p_α(R^n) = L^p(R^n)?

2. Kogda Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n)?

Rassmotrim neskol~ko qastnyh sluqaev. Pust~ n = α = 1. V fftom sluqae Øsno, qto mnoßestvo Y^p_1(R) soderßitsØ v klassiqeskom klasse Hardi H^p v verhneæ poluploskosti C_+ . Sledovatel~no, Y^p_1 (R) ≠ L^p(R). Izvestno (sm. [1]), qto Y^p_1 (R) est~ mnoßestvo vseh funkciæ prostranstva H^p, ime¸wih vewestvennye graniqnye znaqeniØ poqti vs¸du na R. Pust~ H^p(R^n) oboznaqaet vewestvennyæ klass Hardi, sm. [4] i [5]. Analogiqno, ispol~zuØ prostranstvo H^p(R^n), my moßem dokazat~, qto

Y^p_n (R^n) ≠ L^p(R^n, R^n) pri^{n−1}_n 6 p < 1 (sluqaæ p =^{n−1}_n trebu-

et qut~ bol~xih usiliæ). Uslovie p >^{n−1}_n svØzano s tem, qto funkciØ |∇U |^p subgarmoniqna pri p >^{n−1}_n , gde U – garmoniqeskaØ funkciØ n + 1 vewestvennoæ peremennoæ.

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 7 My moßem dokazat~, qto Y^p_n (R^n) ≠ L^p(R^n, R^n) pri^{n−1}_n 6 p < 1, ispol~zuØ tol~ko ffto subgarmoniqeskoe svoæstvo gradienta (i sovsem ne ispol~zuØ klassy H^p(R^n)). �to subgarmoniqeskoe svoæstvo vleqœt sledu¸wee neravenstvo: ∫ Rn^{(|e − f|p − 1) > 0 (1)}

dlØ f ∈ Y^0_n(R^n),^{n−1}_n 6 p < 1 i vektorov e ∈ R^n, ime¸wih ediniqnu¸ normu. V samom dele, s funkcieæ f = ∑_N κ=1 λ_κ^1_{|x−aκ|n+1} (x−a_κ) my moßem svØzat~ gradient u garmoniqeskoæ funkcii ot peremennyh (x_1, . . ., x_n, t), u(x, t) = ( e− N∑ κ=1 λ_κ 1 (|x − a_κ|^2 +t^2)^{n+1}2 (x − a_κ), − N∑ κ=1 λ_κ t (|x − a_κ|^2+t^2)^{n+1}2 ) . Zametim, qto u(x, 0) = (e − f(x), 0), i funkciØ |u(x, t)|^p − 1 subgarmoniqna pri p >^{n−1}_n . Krome togo, funkciØ |u(x, t)|^p−1 dostatoqno bystro ubyvaet v beskoneqnosti. Sledovatel~no, ∫ Rn^{(|u(x, 0)|p − 1) dx > 0,} qto dokazyvaet neravenstvo (1). Neravenstvo (1) vleqœt, qto

Y^p_n (R^n) ≠ L^p(R^n, R^n) pri^{n−1}_n 6 p < 1 (detali sm. niße v doka-

zatel~stve teoremy 4.2 ili teoremy 1.3 stat~i [2]).

My sformuliruem rØd izvestnyh rezul~tatov, otnosØwihsØ k prostranstvam X^p_α(R^n) i Y^p_α (R^n).

Poloßim

A_n^{def}= {(α, p) : α > 0, 0 < p < 1, X^p_α(R^n) = L^p(R^n)} i B_n^{def}= {(α, p) : α > 0, 0 < p < 1, Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n)}.

Teorema 1. Pust~ 0 < p < 1 i α > 0. Togda a) (α, p) ∈ A_n v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

∫Rn^{(|1 − f|p − 1) < 0 dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ X0}α^{(Rn);}

b) (α, p) ∈ B_n v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

8 A. B. ALEKSANDROV

∫Rn^{(|e − f|p − 1) < 0 dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ Y0}α^{(Rn)}

i vektora e ∈ R^n ediniqnoæ normy.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 8.4 stat~i [2]. Qtoby dokazat~ b), sleduet zametit~, qto

f ∈ Yα(R^n) ⇒ Q ∘ f ∘ Q^{−1} ∈ Yα(R^n) i ∫ Rn^{(|e − f|p − 1) =} ∫ Rn^{(|Qe − Q ∘ f ∘ Q−1|p − 1)} dlØ l¸bogo ortogonal~nogo preobrazovaniØ Q prostranstva R^n. Sledovatel~no, iz b) vytekaet, qto dlØ l¸bogo vektora e ∈ R^n ediniqnoæ normy suwestvuet funkciØ f ∈ Y_α(R^n) takaØ, qto ∫Rn^{(|e − f|p − 1) < 0.} Sledstvie 1. Mnoßestva An i Bn otkryty v prostranstve R^2. Sledstvie 2. Esli (α, p) ∈ An, to (α, q) ∈ An dlØ vseh q ∈ (0, p].

Esli (α, p) ∈ B_n, to (α, q) ∈ B_n dlØ vseh q ∈ (0, p].

Dostatoqno zametit~, qto funkciØ t → a^t − 1t vozrastaet na promeßutke (0, +∞) pri l¸bom a > 0.

Teorema 2. Pust~ 0 < p < 1. Esli 0 < α < n, to X^p_α(R^n) = L^p(R^n)

i Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n).

Shema dokazatel~stva. My rassmotrim tol~ko ravenstvo

X^p_α(R^n) = L^p(R^n), ravenstvo Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n) moßet byt~ do-

kazano analogiqno.

Xag 1. X^1_α(R^n) ⊃ L^1_0(R^n).

Xag 2. Suwestvuet funkciØ f ∈ L^1_0(R^n) takaØ, qto ∫Rn^{(|1 − f|p − 1) < 0.} Xag 3. Suwestvuet funkciØ f ∈ X^1_α(R^n) = X^0_α(R^n) takaØ, qto ∫Rn^{(|1 − f|p − 1) < 0.} Xag 4. Primenit~ teoremu 1. � Teorema 3 (sm. [2, teorema 8.1]). Pust~ 0 < p <^{2n}_α − 1 i α > n.

Togda X^p_α(R^n) = L^p(R^n).

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 9

Teorema 4. Esli^{n−1}_n 6 p < 1, to Y^p_n (R^n) ≠ L^p(R^n, R^n).

�to bylo ob¨Øsneno vyxe.

Teorema 5. Esli 0 < p <^{n−1}_{n+1} , to Y^p_n (R^n) = L^p(R^n, R^n).

�to sleduet iz teoremy 4.7 i teoremy 0.7 stat~i [2]. Teorema 6. Esli^{n−1}_n 6 p <^1_{n+1} , to X^p_{n+1}(R^n) ≠ L^p(R^n).

�to sleduet iz zameqaniØ 8.8 stat~i [2].

Preßde qem sformulirovat~ sledu¸wie dve teoremy, upomØnem stat~¸ Havina [7], sm. takße [8]. Havin [7] issledoval zadaqi edinstvennosti dlØ potencialov Rissa. On ispol~zoval apparat uravneniæ Darbu i obobwœnnyh analitiqeskih funkciæ. �ti issledovaniØ byli prodolßeny v stat~Øh [6] i [13]. Sergeev [13] na fftom puti poluqil rØd rezul~tatov, otnosØwihsØ k prostranstvam X^p_α(R) pri α > 2.

Teorema 7. Esli 2 6 α <^1_p , to X^p_α(R) ≠ L^p(R).

�to qastnyæ sluqaæ teoremy 3 stat~i [13]. Teorema 8. Esli 1 6 α <^1_p , to Y^p_α (R) ≠ L^p(R).

�to moßet byt~ dokazano tak ße, kak teorema 7, sm. teoremu 2.7 niße. DlØ udobstva qitatelØ vo vtorom paragrafe my izlagaem bolee podrobno nekotorye rezul~taty Sergeeva [13]. Zameqanie 1. Zametim, qto

lim_{h→0} 1 h ( x + h |x + h|^{α+1} − x |x|^{α+1} ) = − α |x|^{α+1} . �to ravenstvo (a toqnee, lemma 6.3 niße) pozvolØet dokazat~, qto X^p_{α+1}(R) ⊂ Y^p_α (R). Sledovatel~no, teorema 7 moßet byt~ svedena k teoreme 8. Analogiqno lemma 6.4 niße pozvolØet dokazat~, qto Y^p_{α+1}(R) ⊂ X^p_α(R). Sledovatel~no, teorema 8 pri α > 3 moßet byt~ svedena k teoreme 7.

Zameqanie 2. Teorema 1 i teorema 2 mogut byt~ rasprostraneny na sluqaæ α < 0 pri uslovii, qto α ne ØvlØetsØ qœtnym celym qislom.

Kak bylo otmeqeno vyxe, dokazatel~stvo teoremy 4 osnovano na neravenstve

Δ(|∇U |^p) > 0

10 A. B. ALEKSANDROV pri p >^{n−1}_n dlØ l¸boæ garmoniqeskoæ funkcii U , zavisØweæ ot

n + 1 peremennoæ. V fftoæ stat~e my dokazyvaem, qto esli β > 0, to Δ_β(|∇U |^p) > 0

pri p >^{n−1+β}_{n+β} dlØ l¸boæ funkcii U , zavisØweæ ot n+1 peremennoæ i udovletvorØ¸weæ uravneni¸ Darbu Δ_βU = 0 (sm. teoremu 4.1 niße). �to pozvolØet poluqit~ obobwenie teoremy 4 (sm. teoremu 4.2 niße).

V §5 sobrana nußnaØ nam informaciØ o vewestvennyh klassah Hardi H^p(R^n). V qastnosti, my otmeqaem, qto klassy Hardi moßno rassmatrivat~ kak prostranstva funkciæ, udovletvorØ¸- wih uravneni¸ Darbu. V §6 pokazano, qto v nekotoryh sluqaØh klassy X^p_α(R^n) i Y^p_α (R^n) moßno rassmatrivat~ kak prostranstva obobwœnnyh funkciæ i daße kak podmnoßestva vewestvennogo klassa Hardi H^p(R^n). Pri fftom v odnomernom sluqae blagodarØ rezul~tatam Sergeeva moßno prodvinut~sØ gorazdo dal~xe. V kaqestve priloßeniØ poluqaetsØ, naprimer, v odnomernom sluqae takoe neravenstvo: ‖ Re F ‖_Lp 6 C(p)‖ Im F ‖_Lp pri p < 1 dlØ xirokogo klassa funkciæ F , leßawih v prostranstve Hardi H^p v poluploskosti, sm. teoremu 6.6 i neravenstva dlØ funkciæ klassa Z^p_α, vvedœnnogo v §6. Nakonec, v §7 my formuliruem rØd otkrytyh voprosov.

2. Rezul~taty Sergeeva

Vse rezul~taty fftogo paragrafa prinadleßat Sergeevu [13]. My izlagaem zdes~ ffti rezul~taty, potomu qto nekotorye iz nih lix~ neØvno soderßatsØ v [13].

Pust~ W – gladkaØ vewestvennaØ funkciØ, zadannaØ v verhneæ poluploskosti C_+ i udovletvorØ¸waØ uravneni¸ Darbu

∂^2W ∂x^2 + ∂^2W ∂y^2 + β y ∂W ∂y = 0.

Poloßim

Φ^{def}= ∂W ∂z def= 1 2 ( ∂W ∂x − i ∂W ∂y ) . Legko proverit~ (sm. [7] i [8]), qto funkciØ Φ udovletvorØet sledu¸wemu uravneni¸ ∂Φ ∂z̄ + βi 4y (Φ − Φ) = 0. (2)

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 11 SleduØ [8], oboznaqim qerez O(β) mnoßestvo vseh gladkih funkciæ Φ : C_+ → C , udovletvorØ¸wih uravneni¸ (2).

Teorema 2.1. Pust~ Φ ∈ O(β), gde β > 0. Togda suwestvuet

subgarmoniqeskaØ funkciØ h : C_+ → [−∞, ∞) takaØ, qto h 6 log |Φ| 6 h + βC vs¸du v C_+ , gde C – absol¸tnaØ konstanta.

Dokazatel~stvo. V silu sledstviØ 1 stat~i [13] suwestvuet semeæstvo {A_b}_{b∈}Rgolomorfnyh v C_+ funkciæ takoe, qto |A_b| 6

e^{C1β} |Φ| i |Φ| 6 e^{C2β} |z − b|^βy^{−β} |A_b| vs¸du v C_+ . Poloßim h^{def}= −C_1β + sup_{b∈}Rlog |A_{Φ,b}|. Togda h 6 log |Φ| 6 h + (C_1 + C_2)β. �

Sledstvie 2.2. Pust~ Φ ∈ O(β), gde β < 0. Togda suwestvuet sub-

garmoniqeskaØ funkciØ h : C_+ → [−∞, ∞) takaØ, qto h + |β| log y 6 log |Φ| 6 h + |β| log y + |β|C vs¸du v C_+ , gde C – absol¸tnaØ konstanta.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto Φ ∈ O(β) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda iy^β Φ ∈ O(−β). �

Teorema 2.3. Pust~ Φ ∈ O(β), gde β > 0. Predpoloßim, qto v

usloviØh teoremy 2.1

sup_{y>0} ∫ R^{|Φ(x + iy)|p dx < +∞} pri nekotorom p ∈ (0, +∞). Togda suwestvuet funkciØ F klassa Hardi H^p v verhneæ poluploskosti C_+ takaØ, qto |Φ| 6 e^{Cβ} |F | vs¸du v C_+ i

lim inf y→0 (|Φ(x + iy)| − |F (x + iy)|) > 0 pri poqti vseh x ∈ R. �

Sledstvie 2.4. V usloviØh teoremy 2.3 imeet mesto neraven-

stvo ∫ R^{|Φ(x + iy)|p dx 6 eCpβ} ∫ R^{lim inft→0 |Φ(x + it)|p dx} pri l¸bom y > 0.

12 A. B. ALEKSANDROV

Sledstvie 2.5. V usloviØh teoremy 2.3 imeet mesto neraven-

stvo |Φ(x_0 + iy_0)|^p 6 e^{Cβp} 4πy_0 ∫ R^{lim infy→0 |Φ(x + iy)|p dx,} gde x_0 ∈ R, a y_0 > 0. �

Sledstvie 2.6. V usloviØh sledstviØ 2.5 imeet mesto neraven-

stvo

log |Φ(x_0 + iy_0)| 6 Cβ + y_0 π ∫ R^{lim infy→0 log |Φ(x + iy)|}

(x_0 − x)^2 + y^2_0 dx. � Teorema 2.7. Pust~ α > 1 i 0 < p <^1_α . Togda Y^p_α (R) ≠ L^p(R),

prostranstvo, soprØßœnnoe s Y^p_α (R), razdelØet toqki prostranstva Y^p_α (R). Krome togo, esli f ∈ Y^p_α (R) i mera Lebega mnoßestva {x ∈ R : f(x) = 0} poloßitel~na, to f ≡ 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ Y^p_α(R). Togda funkciØ f moßet byt~ predstavlena v vide f = N∑ κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^{α+1} (x − a_κ), gde a_κ, λ_κ ∈ R. Poloßim

^f (z)^{def}=^N ∑ κ=1 λ_κ z − a_κ |z − a_κ|^{α+1} (3) dlØ z ∈ C_+ . Legko proverit~, qto funkciØ ^f udovletvorØet uravneni¸ (2) pri β = α − 1 > 0. Sledstvie 2.5 vleqœt: | ^f (z)|^p 6 e^{Cβp} 4π Im z ‖f‖^p_Lp . Sledovatel~no, operator f → ^f (z) moßet byt~ prodolßen do ograniqennogo (R-lineænogo) operatora iz prostranstva Y^p_α (R) v prostranstvo C . �to pozvolØet opredelit~ ^f dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R). Iz sledstviØ 2.4 i teoremy Banaha-Xteængauza vytekaet, qto lim_{t→0} ^f (· + it) = f v prostranstve L^p(R) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R). Teper~ Øsno, qto prostranstvo, soprØßœnnoe

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 13 s Y^p_α (R), razdelØet toqki na Y^p_α (R). Qtoby zakonqit~ dokazatel~- stvo teoremy, zametim, qto log | ^f(z)| 6 Cβ + Im z π ∫ R^{log |f(t)||z − t|2 dt.} dlØ vseh z ∈ C_+ i f ∈ Y^p_α (R). � Zameqanie. Pust~ α > 1. DlØ f ∈ Y^p_α (R) my opredelØem uglovu¸ maksimal~nu¸ funkci¸ M_αf : R → [0, +∞], (M_αf)(x)^{def}= sup{| ^f(y + it)| : |x − y| < t}. Iz teoremy 2.3 vytekaet, qto esli α > 1, to neravenstvo

‖M_αf‖_Lp 6 C(p, α)‖f‖_Lp imeet mesto dlØ vseh f ∈ Y^p_α(R), a znaqit,

i dlØ vseh f ∈ Y^p_α (R).

Iz fftogo zameqaniØ poluqaetsØ, qto uglovye graniqnye znaqeniØ funkcii ^f suwestvu¸t i sovpada¸t s f poqti vs¸du na R dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R), esli α > 1.

Teorema 2.8. Pust~ α > 2 i 0 < p <^1_α . Togda X^p_α(R) ≠ L^p(R),

prostranstvo, soprØßœnnoe s X^p_α(R), razdelØet toqki na X^p_α(R). Krome togo, esli f ∈ X^p_α(R) i mera Lebega mnoßestva {x ∈ R : f(x) = 0} poloßitel~na, to f ≡ 0.

Dokazatel~stvo. Teorema 2.8 svoditsØ k teoreme 2.7. Dostatoqno zametit~, qto X^p_α(R) ⊂ Y^p_{α−1}(R), sm. §1, zameqanie 1 posle teoremy 8. �

3. Vspomogatel~nye rezul~taty Obyqno my oboznaqaem vektor v prostranstve R^{n+1} bukvoæ x, a v prostranstve R^n – bukvoæ x. Poloßim

R^{n+1}_+^{def}= {x ∈ R^{n+1} : xn+1 > 0} = {x = (x, t) : x ∈ R^n, t > 0}.

Poloßim D_j^{def}=^∂_{∂xj} dlØ j = 1, 2, . . ., n + 1. DlØ β ∈ R my opredelØem operator Darbu Δ_β sledu¸wim obrazom

Δ_β^{def}= Δ + β x_{n+1}

D_{n+1}^{def}= n+1∑ j=1 D^2_j + β x_{n+1} D_{n+1}.

14 A. B. ALEKSANDROV

Kak uße otmeqalos~ vyxe, Δ|∇U |^p > 0 dlØ l¸boæ garmoniqeskoæ v R^{n+1}_+ funkcii U i l¸bogo pokazatelØ p >^{n−1}_n (sm. [14]). My pokaßem, qto toqno takimi ße metodami moßno poluqit~ sootvetstvu¸wiæ rezul~tat (sm. teoremu 4.1 niße) dlØ funkciæ

U ∈ C^∞(R^{n+1}_+ ), udovletvorØ¸wih uravneni¸ Darbu Δ_βU = 0.

Lemma 3.1. Pust~ U ∈ C^∞(R^{n+1}_+ ). Predpoloßim, qto ΔβU = 0.

Poloßim u_j^{def}= D_j U dlØ j = 1, 2, . . ., n + 1. Togda nabor funkciæ u^{def}= (u_1, u_2, . . . , u_{n+1}) udovletvorØet sisteme uravneniæ n+1∑ j=1 D_j u_j = − βu_{n+1} x_{n+1}

D_ku_j − D_j u_k = 0 (1 6 k < j 6 n + 1). (4)

Krome togo, Δ_βu_j = 0 dlØ j = 1, 2, . . ., n i Δ_βu_{n+1} =^{βun+1}_x2_{n+1} .

Obratno, esli funkcii u_1, u_2, . . ., u_{n+1} ∈ C^∞(R^{n+1}_+ ) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (4), to (u_1, u_2, . . . , u_{n+1}) = ∇U dlØ nekotoroæ funkcii U ∈ C^∞(R^{n+1}_+ ), udovletvorØ¸weæ uravneni¸ Darbu Δ_βU = 0.

My opuskaem fflementarnoe dokazatel~stvo fftoæ lemmy. Funkci¸ f ∈ C^∞(R^{n+1}_+ ) my nazyvaem β-subgarmoniqeskoæ, esli Δ_βf > 0. Zametim, qto esli funkcii u = (u_1, u_2, . . . , u_{n+1}) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (4) pri β > 0, to funkciØ |u|^2 ØvlØetsØ β-subgarmoniqeskoæ, poskol~ku

Δ_β(|u|^2) = 2|∇u|^2 + 2 βu^2_{n+1} x^2_{n+1} > 0. Spravedlivost~ sledu¸weæ lemmy proverØetsØ prØmymi vyqisleniØmi.

Lemma 3.2. Pust~ poloßitel~naØ funkciØ f ØvlØetsØ β-subgar-

moniqeskoæ v poluprostranstve R^{n+1}_+ . Predpoloßim, qto |∇f|^2 6 M fΔ_β f dlØ nekotoroæ konstanty M > 1. Togda funkciØ f^μ ØvlØetsØ β-subgarmoniqeskoæ pri μ > 1 −^1_M . �

Sledstvie 3.3. Pust~ neotricatel~naØ funkciØ f ØvlØetsØ β-

subgarmoniqeskoæ v poluprostranstve R^{n+1}_+ . Predpoloßim, qto |∇f|^2 6 M fΔ_βf dlØ nekotoroæ konstanty M > 1. Togda funkciØ

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 15 (f + ε)^μ ØvlØetsØ β-subgarmoniqeskoæ pri l¸bom ε > 0 i μ > 1 −^1_M .

�

Lemma 3.4. Pust~ A – samosoprØßœnnaØ matrica porØdka (n +

1) × (n + 1). Pust~ β > 0. Togda

‖A‖^2 6 β + n β + n + 1 ( |A|^2 + 1 β (trace A)^2 ) , gde |A|_2 i ‖A‖ oboznaqa¸t sootvetstvenno normu Gil~berta– Xmidta i operatornu¸ normu matricy A.

Dokazatel~stvo. Pust~ λ1, λ2, . . . , λn+1 sobstvennye qisla matricy A. Nam nußno dokazat~, qto max 16j6n+1^{λ2j} 6 β + n β + n + 1 n+1∑ j=1 λ^2_j + 1 β (^{n+1}∑ j=1 λ_j )_2 . My moßem predpoloßit~, qto max_16_j6_{n+1} λ^2_j = λ^2_{n+1}. OstaœtsØ proverit~, qto

λ^2_{n+1} 6 β + n β + n + 1 n+1∑ j=1 λ^2_j + 1 β (^{n+1}∑ j=1 λ_j )_2 . Imeem:_{n+1} ∑ j=1 λ^2_j + 1 β (^{n+1}∑ j=1 λ_j )_2 − β + n + 1 β + n λ^2_{n+1}

= n^2 β ( λ_{n+1} β + n + 1 n n∑ j=1 λ_j )_2 + n∑ j=1 ( λ_{n+1} β + n + λ_j )_2

> 0. �

Pust~ β < 1. Poloßim

P_β(x, t)^{def}=

Γ(^{n+1−β}_2 ) π^{n2} Γ(^{1−β}_2 ) t^{1−β} (|x|^2 + t^2)^{n+1}�^β2 , x ∈ R^n, t > 0. S kaßdoæ funkcieæ f iz prostranstva L^1 ( R^n, (1 + |x|^2)^{β�n�1}2 dx^)

my svØzyvaem β-integral Puassona

(P_βf)(x, t)^{def}= ∫ Rn^{Pβ(x − y, t)f(y) dy,} gde (x, t) ∈ R^{n+1}_+ . Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto P_β ØvlØetsØ analogom Ødra Puassona dlØ uravneniØ Darbu Δ_βU = 0.

16 A. B. ALEKSANDROV

Lemma 3.5. Pust~ β < 1. Pust~ f – ograniqennaØ nepreryvnaØ

funkciØ, zadannaØ na prostranstve R^n. Poloßim

U (x, t)^{def}= { (P_βf)(x, t), t > 0, f(x), t = 0. Togda funkciØ U nepreryvna na poluprostranstve R^{n+1}_+ i Δ_βU = 0 v poluprostranstve R^{n+1}_+ .

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy moßno naæti v [9].

Lemma 3.6. Pust~ β < 1, U ∈ C^∞(R^{n+1}_+ ) i f ∈ L^1(R^n). Predpolo-

ßim, qto

(i) Δ_βU > 0, (ii) lim_{x→∞} U (x) = 0, (iii) lim_{t→0} U (x, t) = f(x) pri poqti vseh x ∈ R^n,

(iv) sup_{0<t<1} |U (·, t)| ∈ L^1(R^n).

Togda U 6 P_βf vs¸du v poluprostranstve R^{n+1}_+ .

Dokazatel~stvo. Pust~ snaqala f ∈ C(R^n) i f(x)= lim_{(y,t)→(x,0)} U (y, t) dlØ vseh x ∈ R^n. V silu principa maksimuma (sm. [10]) funkciØ U − P_βf ne moßet prinimat~ naibol~xego znaqeniØ v obla-

sti R^{n+1}_+ . Sledovatel~no, U 6 Pβf. Rassmotrim teper~ obwiæ

sluqaæ. Voz~mem neotricatel~nu¸ funkci¸ φ, nepreryvnu¸ na prostranstve R^n, ime¸wu¸ kompaktnyæ nositel~ i udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ ∫ Rn^{φ(x) dx = 1. Poloßim}

U_ε(x, t)^{def}= 1 ε^n ∫ Rn^{U (x − y, t)φ} ( y ε ) dy i f_ε(x)^{def}= 1 ε^n ∫ Rn^{f(x − y)φ} ( y ε ) dy. ˚sno, qto Δ_βU_ε > 0, lim_{x→∞} U_ε(x) = 0, f_ε ∈ C(R^n) i f_ε(x) = lim (y,t)→(x,0) U_ε(y, t) dlØ vseh ε > 0. Sledovatel~no, U_ε 6 P_βf_ε dlØ

vseh ε > 0. OstaœtsØ pereæti k predelu pri ε → 0. �

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 17

Sledstvie 3.7. V usloviØh lemmy 3.6 imeet mesto neravenstvo ∫ Rn^{U (x, t) dx 6} ∫ Rn^{f(x) dx} dlØ vseh t > 0. �

Zameqanie. Moßno dokazat~, qto v usloviØh lemmy 3.6 funkciØ t → ∫ Rn^{U (x, t) dx ØvlØetsØ ubyva¸weæ.}

4. Prostranstvo Y^p_α (R^n) i β-subgarmoniqeskoe svoæstvo gradienta dlØ uravneniØ Darbu Teorema 4.1. Pust~ β > 0 i p >^{β+n−1}_{β+n} . Predpoloßim, qto nabor

funkciæ u = (u_1, u_2, . . . , u_{n+1}) udovletvorØet sisteme uravneniæ (4). Togda Δ_β(|u|^2 + ε)^{p/2} > 0 dlØ l¸bogo qisla ε > 0.

Dokazatel~stvo. My moßem predpoloßit~, qto β > 0, poskol~- ku sluqaæ β = 0 horoxo izvesten, sm. [14]. V silu sledstviØ 3.3 dostatoqno dokazat~, qto

|∇(|u|^2)|^2 6

2(β + n) β + n + 1

|u|^2Δ_β(|u|^2).

Rassmotrim matricu A = {D_j u_k}_16_{j,k}6_{n+1}. ˚sno, qto |∇(|u|^2)|^2 = 4|Au|^2 i Δ_β(|u|^2) = 2|∇u|^2 + 2 βu^2_{n+1} x^2_{n+1}

= 2|A|^2 + 2 βu^2_{n+1} x^2_{n+1} . Takim obrazom, teorema 4.1 svoditsØ k neravenstvu

|Au|^2 6 β + n β + n + 1 ( |A|^2 + βu^2_{n+1} x^2_{n+1} ) |u|^2, kotoroe sleduet iz lemmy 3.4, poskol~ku trace A = −^{βun+1}_{xn+1} . �

Primer 1. Poloßim uj(x)^{def}=^1_{|x|n+β+1} xj , gde x ∈ R^{n+1}_+ . Nabor funkciæ u^{def}= (u_1, u_2, . . . , u_{n+1}) udovletvorØet sisteme uravneniæ (4). Imeem: |u(x)| = 1|x|_{n+β} i

Δ_β|u|^p = p(n + β)^2 ( p − n + β − 1 n + β ) 1 |x|^{pn+pβ+2} .

18 A. B. ALEKSANDROV Sledovatel~no, funkciØ |u|^p ØvlØetsØ β-subgarmoniqeskoæ tol~- ko pri p >^{β+n−1}_{β+n} . Takim obrazom, teorema 4.1 toqna.

Primer 2. Poloßim uj ≡ 0 pri j = 1, 2 . . ., n i un+1(x)^{def}= x^{−β}_{n+1}, gde x ∈ R^{n+1}_+ . ˚sno, qto nabor funkciæ u^{def}= (u_1, u_2, . . ., u_{n+1}) udovletvorØet sisteme uravneniæ (4) i Δ_β|u|^p = β p (βp + 1 − β) x^{−βp−2}_{n+1} . Sledovatel~no, dlØ l¸bogo pokazatelØ p ∈ (0, +∞) my imeem

Δ_β|u|^p < 0, esli tol~ko β < 0 i qislo |β| dostatoqno malo.

Teorema 4.2. Pust~ n 6 α < n + 1 i^{α−1}_α 6 p <^n_α . Togda Y^p_α (R^n) ≠

L^p(R^n, R^n).

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ Y^0_α(R^n). Togda funkciØ f moßet byt~ predstavlena v vide f = N∑ κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^{α+1} (x − a_κ), gde a_κ ∈ R^n i λ_κ ∈ R. Poloßim

^f(x, t)^{def}= (_N ∑ κ=1 λ_κ 1 (|x − a_κ|^2 + t^2)^{α+1}2 (x − a_κ), N∑ κ=1 λ_κ t (|x − a_κ|^2 + t^2)^{α+1}2 ) . Funkcii ^f = ( ^f_1, ^f_2, . . ., ^f_{n+1}) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (4) pri β = α − n (sm. primer 1). Krome togo, lim_{t→0} ^f (x, t) =

(f(x), 0) pri x ∈ R^n, x ≠ a_κ (κ = 1, 2, . . ., N ). Pust~ e ∈ R^n – vektor

ediniqnoæ normy. Poloßim U_ε^{def}= (|(e, 0) − ^f|^2 + ε)^p2 − (1 + ε)^p2 dlØ

ε > 0. Otmetim, qto funkciØ U_ε ØvlØetsØ β-subgarmoniqeskoæ v

silu teoremy 4.1. PrimenØØ sledstvie 3.7, my poluqaem ∫ Rn^{((|e − f(x)|2 + ε) p2 − (1 + ε) p2 ) dx >}

> lim_{t→+∞}^∫

Rn^{((|(e, 0) − ^f (x, t)|2 + ε) p2 − (1 + ε) p2 ) dx = 0}

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 19 dlØ l¸bogo qisla ε > 0, otkuda ∫ Rn^{(|e − f(x)|p − 1) dx > 0.} Poloßim

Z^p(e)^{def}= {f ∈ L^p(R^n, R^n) : ∫ Rn^{(|e − f(x)|p − 1) dx > 0}.} ˚sno, qto Z^p(e) – zamknutoe podmnoßestvo prostranstva L^p(R^n,

R^n). Krome togo, Z^p(e) ≠ L^p(R^n, R^n), poskol~ku 1IQe ∉ Z^p(e), gde

1I_Q – harakteristiqeskaØ funkciØ nevyroßdennogo kuba Q. Qto-

by zakonqit~ dokazatel~stvo, dostatoqno zametit~, qto Y^p_α (R^n) ⊂

Z^p(e) dlØ l¸bogo vektora e ∈ R^n ediniqnoæ normy. �

Lemma 4.3. Pust~ n 6 α < n + 1,^{α−1}_α 6 p <^n_α i t > 0. Togda ‖ ^f (·, t)‖^p_{Lp(}R_{n,}R_{n+1)} 6 ‖f‖^p_{Lp(}R_{n,}R_{n)} i ‖ ^f (·, t)‖^p_L1_(R_{n,}R_{n+1)} 6

Γ(^{2n−α+1}_2 ) π^{n2} Γ(^{n−α+1}_2 ) t^{−n}‖f‖^p_{Lp(}R_{n,}R_{n)} dlØ vseh funkciæ f ∈ Y^p_α(R^n), gde ^f oboznaqaet to ße, qto v dokazatel~stve teoremy 4.2.

Dokazatel~stvo. Poloßim Uε^{def}= (|^^f |^2 + ε)^p2 − ε^p dlØ ε > 0. PrimenØØ teoremu 4.1 i lemmu 3.6, my poluqaem (| ^f |^2 + ε)^p2 − ε^p 6 P_β ( (|f|^2 + ε)^p2 − ε^p ) dlØ l¸bogo poloßitel~nogo qisla ε, gde

β^{def}= α − n. Sledovatel~no, | ^f |^p 6 P_β(|f|^p). Qtoby zakonqit~

dokazatel~stvo, dostatoqno zametit~, qto ‖P_β(·, t)‖_L1_(Rn_) 6 1 i

‖P_β(·, t)‖_L1_(Rn_) 6

Γ(^{2n−α+1}_2 ) π^{n2} Γ(^{n−α+1}_2 ) t^{−n}. �

Pust~ (x, t) ∈ R^{n+1}_+ . Iz lemmy 4.3 sleduet, qto operator

f → ^f (x, t) moßet byt~ prodolßen do ograniqennogo operato-

ra iz prostranstva Y^p_α (R^n) v prostranstvo R^{n+1}. �to pozvolØet opredelit~ funkci¸ ^f dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R^n) pri usloviØh n 6 α < n + 1,^{α−1}_α 6 p <^n_α .

20 A. B. ALEKSANDROV

Teorema 4.4. Pust~ n 6 α < n + 1 i^{α−1}_α 6 p <^n_α . DlØ l¸boæ

nenulevoæ funkcii f ∈ Y^p_α (R^n) suwestvuet lineænyæ nepreryvnyæ funkcional Φ na prostranstve Y^p_α (R^n) takoæ, qto Φ(f) ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 4.3 i teoremy Banaha–Xteængauza sleduet, qto

lim_{t→0} ^f (·, t) = (f, 0) (5)

v prostranstve L^p(R^n, R^{n+1}) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R^n). Predpoloßim, qto Φ(f) = 0 dlØ l¸bogo funkcionala Φ na prostranstve Y^p_α (R^n). Togda ^f (x, t) = 0 dlØ vseh (x, t) ∈ R^{n+1}, i ravenstvo (5) vleqœt ravenstvo f = 0. �

Pust~ n 6 α < n + 1. DlØ f ∈ Y^p_α (R^n) my opredelØem uglovu¸ maksimal~nu¸ funkci¸ M_αf : R^n → [0, +∞], (M_αf)(x)^{def}= sup{| ^f (y, t)| : |x − y| < t}. Teorema 4.5. Pust~ n 6 α < n+1. Togda ‖Mαf‖Lp 6 C(p, α, n)‖f‖Lp pri p ∈ (^{α−1}_α ,^n_α ), i ‖M_αf‖_Lp 1 6 C(p, α, n)‖f‖_Lp pri p =^{α−1}_α , gde L^{p ∞} oboznaqaet slaboe L^p-prostranstvo.

Dokazatel~stvo. Poloßim p0^{def}=^{α−1}_α . Tak ße, kak i v dokazatel~stve lemmy 4.3, my moßem poluqit~ neravenstvo | ^f|^{p0} 6

P_β(|f|^{p0} ) snaqala dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α(R^n), a zatem i

dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R^n). Sledovatel~no, |M_αf|^{p0} 6

C(α, n)M^∗(|f|^{p0} ), gde M^∗ oboznaqaet maksimal~nyæ operator

Hardi–Litlvuda. Takim obrazom, teorema svoditsØ k horoxo izvestnym svoæstvam maksimal~nogo operatora M^∗. � Iz teoremy 4.5 legko sleduet, qto uglovye graniqnye znaqeniØ funkcii ^f sovpada¸t s funkcieæ (f, 0) poqti vs¸du na R^n dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y^p_α (R^n) pri usloviØh n 6 α < n + 1, α−1 α 6 p <^n_α .

5. Klassy Hardi i uravneniØ Darbu Napomnim odno iz ffkvivalentnyh opredeleniæ vewestvennyh klassov Hardi H^p(R^n), dannyh v stat~e Feffermana–Steæna [4]. Pust~ φ ∈ S(R^n), priqœm

∫Rn^{φ(x) dx ≠ 0. ObobwœnnaØ funkciØ f ∈}

S^′(R^n) prinadleßit klassu Hardi H^p(R^n), esli maksimal~naØ

funkciØ (M_φf)(x)^{def}= sup{|(t^{−n}φ(·/t) ∗ f)(y)| : y ∈ R^n, |x − y| < t}

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 21 prinadleßit prostranstvu L^p(R^n). �to opredelenie ne zavisit ot vybora funkcii φ ∈ S(R^n) takoæ, qto

∫Rn^{φ(x) dx ≠ 0. Na sa-}

mom dele analogiqnoe opredelenie rabotaet dlØ gorazdo bolee xirokogo klassa funkciæ φ. Naprimer, v kaqestve φ moßno vzØt~

Ødro Puassona, φ(x) = P_0(x, 1)^{def}=

Γ(^{n+1}_2 )

π^{n+1}2

(1 + |x|^2)^{− n+12} . Cel~ ffto-

go paragrafa – otmetit~, qto v kaqestve φ moßno vzØt~ takße i β-Ødro Puassona P_β(x, 1) pri β < 1, kotoroe my rassmatrivali v §3. Drugimi slovami, v kaqestve φ moßno vzØt~ takße Ødro vida φ(x) = (1 + |x|^2)^{− α}2 pri α > n. Nekotorye rezul~taty my poluqim i dlØ nesummiruemyh Øder φ(x) = (1 + |x|^2)^{− α2} , to est~ pri α 6 n (sluqaæ otricatel~nyh α my takße ne iskl¸qaem). Napomnim (sm. [5]), qto prostranstvo, soprØßœnnoe s prostranstvom Hardi H^p(R^n) pri p < 1, otoßdestvlØetsØ estestvennym obrazom s odnorodnym prostranstvom s-gladkih funkciæ Λ_s(R^n) pri s =^n_p − n. Naxi oboznaqeniØ ne sovpada¸t s oboznaqeniØ-

mi, prinØtymi v [4] i [5]. Zdes~ Λ_α(R^n)^{def}= L^∞_α (R^n), gde L^∞_α (R^n) oboznaqaet to ße, qto v [5].

Zametim, qto funkciØ (1 + |x|^2)^{− α}2 prinadleßit prostranstvu

Λ_γ (R^n) (s γ > 0), esli α+γ > 0. �to pozvolØet opredelit~ svœrt-

ku f ∗(1+|x|^2)^{− α}2 dlØ l¸boæ funkcii f ∈ H^p, esli p < 1 i α+^n_p > n.

Pust~ f ∈ H^p(R^n). Poloßim ‖f‖_Hp^{def}= ‖M_φf‖_Lp , gde φ(x) =

P_0(x, 1).

Teorema 5.1. Pust~ β < 1 i 0 < p < +∞. Predpoloßim, qto f –

obobwœnnaØ funkciØ klassa H^p(R^n). Poloßim

u(x, t)^{def}= (P_β (·, t) ∗ f)(x).

Togda Δ_βu = 0 v poluprostranstve R^{n+1}_+ i uglovaØ maksimal~naØ

funkciØ (M u)(x)^{def}= sup{|u(y, t)| : |x − y| < t} prinadleßit prostranstvu L^p(R^n), pri fftom spravedlivo neravenstvo ‖M u‖_Lp 6 C(p, n)‖f‖_Hp . Krome togo, f = lim_{t→0} u(·, t) v prostranstve H^p(R^n), a znaqit, i v prostranstve umerenno rastuwih obobwœnnyæ funkciæ S^′(R^n)

Teorema trivial~na pri p > 1. Sluqaæ p 6 1 netrudno poluqit~, ispol~zuØ teoremu ob atomnom razloßenii prostranstva

H^p(R^n), sm. [5].

22 A. B. ALEKSANDROV

Teorema 5.2. Pust~ β < 1 i 0 < p < +∞. Predpoloßim, qto

Δ_βu = 0 dlØ nekotoroæ gladkoæ funkcii u v R^{n+1}_+ takoæ, qto M u ∈ L^p(R^n). Togda suwestvuet edinstvennaØ obobwœnnaØ funkciØ f ∈ H^p(R^n) takaØ, qto u(x, t) = (P_β(·, t) ∗ f)(x), pri fftom ‖f‖_Hp 6 C(p, n)‖M u‖_Lp. Otmetim, qto teoremy 5.1 i 5.2 pri β = 0 soderßatsØ v stat~e [4]. Dokazatel~stvo teoremy 5.2 v obwem sluqae analogiqno dokazatel~stvu iz [4] v qastnom sluqae β = 0, pri fftom nußno ispol~zovat~ sledu¸wu¸ lemmu dlØ α = n + 1 − β. Lemma 5.3. Pust~ α ∈ R. Predpoloßim, qto α ≠ −2k pri k =

0, 1, 2, . . .. Togda suwestvuet funkciØ ψ ∈ L^∞[1, +∞) takaØ, qto

(i) x^N ψ(x) ∈ L^∞[1, +∞) dlØ N = 1, 2, . . .,

(ii) φ(x)^{def}=^{+∞} ∫ 1 (1 + s^{−2}|x|^2)^{−α/2}ψ(s) ds ∈ S(R^n),

(iii) ∫ Rn^{φ(x) dx = 1.}

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala, qto φ ∈ S(R^n), esli ∫ R^{ψ(s)s2k+α ds = 0 (6)}

pri k = 0, 1, 2, . . .. Zametim, qto esli h – qœtnaØ funkciØ, prinadleßawaØ klassu S(R), to h(|x|) kak funkciØ peremennoæ x ∈ R^n prinadleßit prostranstvu S(R^n). Pofftomu moßno sqitat~, qto

n = 1. Poloßim h(x)^{def}= +∞∫ 1 ψ(s)(1 + s^{−2}x^2)^{−α/2} ds dlØ x ∈ R. ˚sno,

qto h ∈ C^∞(R). Dokaßem teper~, qto h vmeste so vsemi svoimi proizvodnymi stremitsØ v beskoneqnosti k nul¸ bystree l¸- boæ stepeni. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto funkciØ h(1/x) stremitsØ v nule k nul¸ vmeste so vsemi svoimi proizvodnymi. Takim obrazom, ravenstvo h(1/x) = +∞∫ 1 |x|^α(1 + s^2x^2)^{−α/2}s^αψ(s) ds

i formula Teælora vlekut, qto h ∈ S(R), esli vypolneno uslovie (6). VyØsnim teper~, qto oznaqaet uslovie ∫ Rn^{φ(x) dx = 1 v}

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 23 terminah funkcii ψ. Predpoloßim snaqala, qto α > n. Togda v silu teoremy Fubini imeem: ∫ Rn^{φ(x) dx =} ∫ Rn^{(1 + |x|2)−α/2 dx} +∞∫ 1 s^nψ(s) ds. Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda α 6 n. Poloßim N = [(n −

α)/2], gde [a] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla a. PrimenØØ formulu

Teælora, nahodim kofffficienty {c_k}^N_{k=0} takie, qto

F (α, N, x)^{def}= (1 + |x|^2)^{− α2} − N∑ k=0 c_k|x|^{−2k−α} = O(|x|^{−2N−α−2}) pri x → ∞. Predpoloßim snaqala, qto (α − n)/2 ∉ Z. Togda

F (α, N, ·) ∈ L^1(R^n). Krome togo, iz formuly Teælora s ostat-

kom po Lagranßu, primenœnnoæ k funkcii (1 + t)^{−α/2}, sleduet, qto funkciØ F (α, N, ·) znakopostoØnna. Snova primenØØ teoremu Fubini, poluqaem: ∫ Rn^{φ(x) dx =} ∫ Rn +∞∫ 1 F (α, N, x/s)ψ(s) ds dx

= ∫ Rn^{F (α, N, x) dx} +∞∫ 1 s^nψ(s) ds. Esli ße (α − n)/2 ∈ Z, to |x|^εF (α, N, x) ∈ L^1(R^n) pri ε ∈ (0, 2). Teper~ teorema Fubini daœt: ∫ Rn^{|x|εφ(x) dx =} ∫ Rn +∞∫ 1 |x|^εF (α, N, x/s)ψ(s) ds dx

= ∫ Rn^{|x|εF (α, N, x) dx} +∞∫ 1 s^{n+ε}ψ(s) ds. Zametim, qto

lim_{ε→0} ε ∫ Rn^{|x|εF (α, N, x) dx = −cN limε→0 ε} ∫ |x|61 |x|^{ε−n} dx = − 2π^n2 Γ(^n_2 ) c_N .

24 A. B. ALEKSANDROV Krome togo,

lim_{ε→0} 1 ε +∞∫ 1 s^{n+ε}ψ(s) ds = lim_{ε→0} 1 ε +∞∫ 1 (s^{n+ε} − s^n)ψ(s) ds

= +∞∫ 1 s^n(log s)ψ(s) ds. Sledovatel~no, ∫ Rn^{φ(x) dx = − 2π} n 2 Γ(^n_2 ) c_N +∞∫ 1 s^n(log s)ψ(s) ds. Zametim, qto c_N ≠ 0. Takim obrazom, lemma svoditsØ k suwestvovani¸ funkcii ψ : [1, +∞) → R takoæ, qto

(i) ψ(t) = O(t^{−N} ) pri t → +∞ pri l¸bom N > 0,

(ii) ∞∫ 1 ψ(s)s^{2k+α} ds = 0 pri k = 0, 1, 2, . . .,

(iii) ∞∫ 1 ψ(s)s^n ds ≠ 0, esli n ne vstreqaetsØ sredi qisel 2k + α (k = 0, 1, 2, . . .), (iv) ∫ R^{sn(log s)ψ(s) ds ≠ 0, esli n vstreqaetsØ sredi qisel 2k + α} (k = 0, 1, 2, . . .). Suwestvovanie takoæ funkcii ψ horoxo izvestno. � Lemma 5.3 pozvolØet dokazat~ variant teoremy 5.2, ime¸wiæ mesto ne tol~ko pri β < 1 (sm. teoremu 5.4 niße). Poloßim

G_α^{def}= F((1 + |x|^2)^{−α/2}), gde F oboznaqaet preobrazovanie Fur~e

na S^′(R^n), pervonaqal~no opredelØemoe na prostranstve S(R^n) formuloæ (Fφ)(x) = ∫ Rn^{φ(y)e−2πi(x,y) dy.} Izvestno, qto G_α(x) ∼ C(α, n)|x|^{α−n}, α < n, α ≠ 0, −2, −4, . . ., C(n, n) log |x|, α = n, C(α, n), α > n (7)

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 25 pri x → 0, sm. [12]. Krome togo, funkciØ G_α ffksponencial~no bystro stremitsØ k nul¸ v beskoneqnosti, sm. [14]. Zametim, qto esli

f ∈ S^′(R^n), Ff ∈ L^1_{loc}(R^n), (Ff)(x) = O(|x|^N )

pri x → ∞ i G_αFf ∈ L^1(R^n), to my moßem opredelit~ svœrtku

f ∗ t^{α−n}(t^2 + |x|^2)^{− α2}

pri pomowi preobrazovaniØ Fur~e:

f ∗ t^{α−n}(t^2 + |x|^2)^{− α2 def}= F^{−1}((G_α(tx)Ff).

Teorema 5.4. Pust~ α ∈ R, α ≠ −2k pri k = 0, 1, 2, . . .. Pust~ f –

umerenno rastuwaØ obobwœnnaØ funkciØ takaØ, qto Ff ∈ L^1_{loc}(R^n), (Ff)(x) = O(|x|^N ) v okrestnosti beskoneqnosti pri nekotorom N > 0 i G_αFf ∈ L^1(R^n). Opredelim funkci¸ u v R^{n+1}_+ formuloæ

u(x, t)^{def}=^{tα}�^n

(|x|2+t2)^α2 ∗ f. Predpoloßim, qto uglovaØ maksimal~naØ

funkciØ M u prinadleßit prostranstvu L^p(R^n) pri nekotorom p > 0. Togda f ∈ H^p(R^n) i ‖f‖_Hp 6 C(p, n, α)‖M u‖_Lp. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu implikacii

(D)⇒(A) teoremy 11 stat~i [4]. Pust~ ψ – funkciØ, suwestvo-

vanie kotoroæ utverßdaetsØ v lemme 5.3. Poloßim

v(x, t)^{def}= ∞∫ 0 u(x, ts)s^nψ(s) ds. ˚sno, qto M v 6 CM u i v(x, t) = t^{−n}φ(·/t) ∗ f. Sledovatel~no, f ∈ H^p(R^n) i ‖f‖_Hp 6 C(p, n, α)‖M u‖_Lp. � 6. Prostranstva Y^p_α (R^n) i X^p_α(R^n) kak prostranstva obobwœnnyh funkciæ Pust~ f ∈ X_α(R^n). Kaßdu¸ taku¸ funkci¸ my hotim rassmatrivat~ kak obobwœnnu¸ funkci¸ f̆ . DlØ fftogo dostatoqno rassmotret~ sluqaæ funkcii f(x) = f_α(x)^{def}= |x|^{−α}. Zametim, qto funkciØ f_α lokal~no summiruema, esli α < n. Sluqaæ α > n (i daße α ∈ C ) podrobno razobran v [12]. Takim obrazom, my moßem postroit~ vloßenie f → f̆ prostranstva X_α(R^n) v prostranstvo

26 A. B. ALEKSANDROV umerenno rastuwih obobwœnnyh funkciæ S^′(R^n). Otmetim tol~- ko, qto sluqaæ α = n + 2k, gde k = 0, 1, 2, . . ., ØvlØetsØ osobym. V qastnosti, v fftom sluqae ne suwestvuet obobwœnnoæ funkcii f takoæ, qto f odnorodna stepeni −α (to est~ f(·/t) = t^αf pri vseh

t > 0) i sußenie f na R^n \{0} sovpadaet s lokal~no summiruemoæ

v R^n \ {0} funkcieæ |x|^{−α}.

Postroim teper~ sootvetstvu¸wee vloßenie prostranstva

Yα(R^n) v prostranstvo R^n-znaqnyh obobwœnnyh funkciæ S^′(R^n, R^n). Pust~ snaqala α ≠ 1. Zametim, qto Yα(R^n) = {∇f : f ∈ Xα−1(R^n)}. Poloßim ğ^{def}= ∇^˘f v smysle obobwœnnyh funkciæ

dlØ g = ∇f, f ∈ X_{α−1}(R^n). Pust~ teper~ α = 1. DlØ f = ∑_N κ=1 λ_κ^{x−aκ}_{|x−aκ|2} ∈ Y_1(R) poloßim f̆^{def}= ∇ ( ∑_N κ=1 λ_κ log |x − a_κ| ) , gde gradient berœtsØ v smysle teorii obobwœnnyh funkciæ, a_κ ∈ R^n,

λ_κ ∈ R. RazumeetsØ, poslednee opredelenie trebuetsØ tol~ko pri n = 1, poskol~ku kaßdaØ funkciØ prostranstva Y_1(R^n) lokal~no

summiruema, esli n > 2.

Zameqanie. Pust~ f ∈ Xα(R^n). Togda moßno opredelit~ svœrtku

f̆ ∗ φ dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ C∞(Rn), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ ∫ Rn^{|φ(x)|dx(1 + |x|2) α2 < +∞. (8)} Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ funkcii f = f_α. Voz~mœm funkci¸ ψ ∈ C^∞(R^n) s kompaktnym nositelem taku¸, qto ψ = 1 v okrestnosti nulØ. Predstavim funkci¸ f̆ v vide f̆ = ψf̆ +(1−ψ)f̆ . Svœrtka (ψf̆ )∗φ opredelena, poskol~ku ψf̆ – obobwœnnaØ funkciØ s kompaktnym nositelem. Svœrtku ((1 − ψ)f̆ ) ∗ φ dvuh beskoneqno differenciruemyh funkciæ my moßem opredelit~ formuloæ

(((1 − ψ)f̆ ) ∗ φ)(x) = ∫ Rn^{((1 − ψ)f̆ )(y)φ(x − y) dy,} priqœm integral absol¸tno shoditsØ v silu usloviØ (8). Poloßim teper~ f̆ ∗ φ^{def}= (ψf̆ ) ∗ φ + ((1 − ψ)f̆ ) ∗ φ. ˚sno, qto ffto opredelenie ne zavisit ot vybora funkcii ψ. Toqno tak ße my moßem opredelit~ svœrtku f̆_j ∗ φ pri j = 1, 2, . . ., n dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Y_α(R^n) i l¸boæ funkcii φ ∈ C^∞(R^n), udovletvorØ- ¸weæ uslovi¸ (8).

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 27 Napomnim, qto dlØ f = ∑_N κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^α ∈ Xα(R^n) my opre-

delØem funkci¸ ^f (x, t) = ∑_N κ=1 λ_κ 1 (|x − a_κ|^2 + t^2)^{α/2}

. Krome togo,

dlØ f = ∑_N κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^{α+1} (x−a_κ) ∈ Y_α(R^n) my opredelØem funk- ci¸ ^f(x.t)^{def}= (_N ∑ κ=1 λ_κ 1 (|x − a_κ|^2 + t^2)^{(α+1)/2} (x − a_κ), N∑ κ=1 λ_κ t (|x − a_κ|^2 + t^2)^{(α+1)/2} )

def= ( ^f_1, ^f_2, . . ., ^f_{n+1}).

Lemma 6.1. Pust~ α ≠ n + 2k, k = 0, 1, 2, . . .. Predpoloßim, qto

f ∈ Xα(R^n). Togda t^{n−α} (|x|^2 + t^2)^{n−α/2} ∗ f̆ = π^{n/2}Γ((n − α)/2) Γ(n − α/2) ^f (x, t) dlØ l¸bogo qisla t > 0.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ f(x) = |x|^{−α}. Predpoloßim snaqala, qto α < n. Rassmotrim funkci¸ F (x)^{def}=

|x|^{−α}, x ∈ R^{n+1}_+ . �ta funkciØ neotricatel~na i udovletvorØet

uravneni¸ Darbu Δ_βF = 0 pri β = α − n + 1. Sledovatel~no, v silu teoremy 1 stat~i [9] imeet mesto ravenstvo F (x, t) = ∫ Rn^{Pβ(x − y, t) dμ(y), (9)} gde μ – slabyæ predel mer F (x, t) dx pri t → 0, otkuda μ =

|x|^{−α} dx. Takim obrazom, formula (9) daœt trebuemyæ rezul~-

tat pri α < n. Otobraßenie α → |x|^{−α} moßno rassmatrivat~ kak

S^′(R^n)-znaqnu¸ meromorfnu¸ funkci¸ kompleksnoæ peremennoæ,

ime¸wu¸ prostye pol¸sy v toqkah n + 2k pri k = 0, 1, 2, . . ., sm. [12]. Takim obrazom, obwiæ sluqaæ sleduet iz teoremy edinstvennosti dlØ analitiqeskih funkciæ. � Sledstvie 6.2. Pust~ α ≠ n+2k+1, k = 0, 1, 2, . . .. Predpoloßim,

qto f ∈ Y_α(R^n). Togda t^{n+1−α} (|x|^2 + t^2)^{n+1/2−α/2}

∗ f̆_j = π^{n/2}Γ((n + 1 − α)/2) Γ(n + 1/2 − α/2) ^f_j (x, t)

28 A. B. ALEKSANDROV dlØ j = 1, 2, . . ., n i l¸bogo t > 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ α ≠ 1. Togda^˘f = ∇ğ dlØ nekotoroæ funkcii g ∈ X_{α−1}(R^n). PrimenØØ lemmu 6.1 k funkcii f, poluqaem t^{n+1−α} (|x|^2 + t^2)^{n+1/2−α/2} ∗ ğ = π^{n/2}Γ((n + 1 − α)/2) Γ(n + 1/2 − α/2) ^g(x, t). Differenciru¸ ffto ravenstvo po x_j (j = 1, 2, . . ., n), poluqaem trebuemyæ rezul~tat. Sluqaæ α = 1 moßet byt~ poluqen pri pomowi predel~nogo perehoda pri α → 1. � Zameqanie 1. Lemma 6.1 i sledstvie 6.2, koneqno, horoxo izvestny i mogut byt~ dokazany pri pomowi preobrazovaniØ Fur~e (vse neobhodimye dlØ fftogo vyqisleniØ moßno naæti v [12]). Zameqanie 2. Lemma 6.1 i sledstvie 6.2 mogut byt~ perepisany takße sledu¸wim obrazom: P_{α−n+1}(·, t) ∗ f̆ = ^f (·, t) dlØ f ∈ X_α(R^n) i P_{α−n}(·, t) ∗ f̆_j = ^f_j (·, t) dlØ j = 1, 2, . . ., n i f ∈ Y_α(R^n). Kak i vyxe,

P_β(x, t)^{def}=

Γ(^{n+1−β}_2 ) π^n2 Γ(^{1−β}_2 ) t^{1−β} (|x|^2 + t^2)^{n+1}�^β2 , x ∈ R^n, t > 0, no zdes~ ne obØzatel~no β < 1.

B&ol~xaØ qast~ fftogo paragrafa posvØwena odnomernomu sluqa¸. V fftom sluqae vloßenie f → f̆ moßet byt~ opisano pri pomowi funkciæ kompleksnoæ peremennoæ.

Pust~ F_α oboznaqaet vetv~ funkcii (^i_z )^α v poluploskosti C_+ taku¸, qto F_α(1) = 1. Poloßim ~F_α(z)^{def}= (log(−iz))F_α(z) dlØ

z ∈ C + , gde log oboznaqaet glavnu¸ vetv~ logarifma. Pust~ f ∈ Xα(R), f =^{∑N}_{κ=1} λκ^1_{|x−aκ|}α . Togda

f̆^{def}=

(cos πα 2 )^{−1} Re ( lim_{y→0} N∑ κ=1 λ_κF_α(x + iy − a_κ) ) , α − 1 ∉ 2Z,

2(π sin πα 2 )^{−1} Re ( lim_{y→0} N∑ κ=1 λ_κ ~F_α(x + iy − a_κ) ) , α − 1 ∈ 2Z.

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 29

Pust~ teper~ f ∈ Y_α(R), f = ∑_N κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^{α+1} (x − a_κ). Togda

f̆^{def}=

(sin πα 2 )^{−1} Im ( lim_{y→0} N∑ κ=1 λ_κF_α(x + iy − a_κ) ) , α ∉ 2Z

− 2(π cos πα 2 )^{−1} Im ( lim_{y→0} N∑ κ=1 λ_κ ~F_α(x + iy − a_κ) ) , α ∈ 2Z. Vo vseh fftih formulah predely berutsØ v prostranstve umerenno rastuwih obobwœnnyh funkciæ. RazumeetsØ, v fftih formulah net neobhodimosti pri α < 1, poskol~ku X_α(R) ⊂ L^1_{loc}(R) i

Yα(R) ⊂ L^1_{loc}(R) pri α < 1.

Lemma 6.3. Pust~ α > 0, pα < 1. Predpoloßim, qto f ∈ Yα(R)

i f^′ ∈ L^p(R). Togda f(x + h) − f(x) ∈ L^p(R) pri vseh h ∈ R i lim_{h→0} h^{−1}(f(x + h) − f(x)) = f^′ v prostranstve L^p(R).

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy fflementarno, i my ego opuskaem. Analogiqno, imeet mesto sledu¸waØ lemma.

Lemma 6.4. Pust~ α > 0, pα < 1. Predpoloßim, qto f ∈ Xα(R)

i f^′ ∈ L^p(R). Togda f(x + h) − f(x) ∈ L^p(R) pri vseh h ∈ R i lim_{h→0} h^{−1}(f(x + h) − f(x)) = f^′ v prostranstve L^p(R).

Teper~ my pokaßem, qto prostranstva Y^p_α (R) i X^p_α(R) pri opredelœnnyh usloviØh moßno rassmatrivat~ kak prostranstva obobwœnnyh funkciæ.

Teorema 6.5. Pust~ p <^1_α . Togda

(i) ‖f̆‖_Hp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ Y^p_α(R), esli α > 1 i α ≠ 2k pri k = 1, 2, . . ., (ii) ‖f̆‖_Hp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ X^p_α(R), esli α > 2 i α ≠ 2k + 1 pri k = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo. Zametim, qto neravenstvo ‖^˘f‖Hp 6 C(p)‖f‖Lp dlØ vseh f ∈ Y^p_α(R) vleqœt takoe ße neravenstvo dlØ vseh f ∈

X^p_{α+1}(R) v silu lemmy 6.3. Toqno tak ße neravenstvo ‖^˘f‖Hp 6

C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ X^p_α(R) vleqœt takoe ße neravenstvo dlØ

vseh f ∈ Y^p_{α+1}(R) v silu lemmy 6.4. Takim obrazom, dostatoqno dokazat~ tol~ko pervu¸ qast~ teoremy dlØ α ∈ [1, 2)∪(2, 3). Pust~

30 A. B. ALEKSANDROV

f ∈ Y^p_α(R), α > 1, α ≠ 2, 3, 4, . . .. Sledstvie 6.2 v oboznaqeniØh §2

(sm. formulu (3)) daœt: y^{2−α} (x^2 + y^2)^3�^α2 ∗ f̆ (x) = √ π Γ(^{2−α}_2 ) Γ(^{3−α}_2 )

Re ^f (x + iy). (10)

V silu zameqaniØ posle teoremy 2.7 uglovaØ maksimal~naØ funkciØ M ^f prinadleßit prostranstvu L^p(R) i ‖M ^f ‖_Lp 6

C(p, α)‖f‖_Lp . OstaœtsØ vospol~zovat~sØ teoremoæ 5.4. �

DokazannaØ teorema pozvolØet nam rassmatrivat~ prostranstvo Y^p_α (R) pri α > 1 (α ≠ 2k) i prostrantsvo X^p_α(R) pri α > 2 (α ≠ 2k+1) kak prostranstva obobwœnnyh funkciæ klassa H^p(R). Napomnim, qto X^p_α(R) = L^p(R), esli p <^2_α − 1 i α > 1. V fftom sluqae prostranstvo X^p_α(R) ne moßet byt~ vloßeno v prostranstvo obobwœnnyh funkciæ, poskol~ku (X^p_α(R))^∗ = {0}. Zameqanie. Pust~ k – natural~noe qislo. Togda

sup{‖f̆ ‖_Hp : f ∈ Y^p_{2k}(R), ‖f‖_Lp = 1} = +∞ (11)

pri vseh p <^1_{2k} i sup { ‖f̆‖_Hp : f ∈ X^p_{2k−1}(R), ‖f‖_Lp = 1 } = +∞ (12)

pri vseh p <^1_{2k−1}.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem nenulevu¸ funkci¸ f = N∑ κ=1 λ_κ x − a_κ |x − a_κ|^{2k+1} ∈ Y^p_{2k}(R).

Poloßim f_t^{def}=^N ∑ κ=1 λ_κ^{x−taκ} |x−ta_κ|2^k+1 , gde t > 0. ˚sno, qto ft ∈ Y p 2k(R)

pri vseh t > 0 i ‖f_t‖^p_Lp = t^{1−2kp}‖f‖^p_Lp . Zametim, qto ‖f̆‖_Hp >

C‖Hf̆‖_Lp , gde H oboznaqaet preobrazovanie Gil~berta. ˚sno,

qto graniqnye znaqeniØ integrala Puassona obobwœnnoæ funk-

cii Hf̆_t ravny^2_π^N ∑ κ=1 λ_κ log |x − ta_κ| (x − ta_κ)^{2k} poqti vs¸du na R. Takim obra-

zom, ‖f̆_t‖^p_Hp > Ct^{1−2kp} ∫ R | | | | N∑ κ=1 λ_κ log t (x − a_κ)^{2k} + N∑ κ=1 λ_κ log |x − a_κ| (x − a_κ)^{2k} | | | | p dx.

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 31

Sledovatel~no, lim_{t→0} ‖ f̆_t‖_{Hp} ‖f_t‖_Lp = +∞, qto dokazyvaet ravenstvo (11).

Ravenstvo (12) dokazyvaetsØ analogiqno. �

Opredelim operator T_α : Y_α(R) → X_α(R) formuloæ T_α (_N ∑ κ=1 λ_κ x − a_κ |x − a_κ|^{α+1} ) = N∑ κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^α . Teorema 6.6. Pust~ p <^1_α . Togda

(i) ‖T_αf‖_Lp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ Y^p_α(R), esli α > 1 i α ≠ 2k + 1 pri k = 1, 2, . . ., (ii) ‖T^{−1}_α f‖_Lp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ X^p_α(R), esli α > 2 i α ≠ 2k + 2 pri k = 1, 2, . . ..

Dokazatel~stvo. Esli qislo α ne ØvlØetsØ celym, to nußnye nam neravenstva sledu¸t iz teoremy 6.5. Deæstvitel~- no, pust~ f ∈ Y_α(R). Poloßim g^{def}= T_αf. Legko videt~, qto

ğ = C(α)Hf̆, gde H – preobrazovanie Gil~berta. Sledovatel~-

no, ‖T_αf‖_Lp 6 ‖ğ‖_Hp 6 |C(α)|C(p)‖f‖_Lp v silu teoremy 6.5. Tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 6.5, moßno zametit~, qto neravenstvo ‖T_αf‖_Lp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ Y^p_α(R) vleqœt neravenstvo ‖T^{−1}_{α+1}f‖_Lp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ X^p_{α+1}(R) v silu lemmy 6.3. Krome togo, neravenstvo ‖T^{−1}_α f‖_Lp 6 C(p)‖f‖_Lp dlØ vseh

f ∈ X^p_α(R) vleqœt neravenstvo ‖Tα+1f‖Lp 6 C(p)‖f‖Lp dlØ vseh f ∈ Y^p_{α+1}(R) v silu lemmy 6.4. Takim obrazom, dostatoqno ras-

smotret~ sluqaæ α = 2. Pust~ f =^N ∑ κ=1 λ_κ^{x−aκ} |x−a_κ|3 ∈ Y p 2(R). Poloßim

f^{♭ def}=^N ∑ κ=1 λ_κδ^′(x − a_κ), gde δ^′ oboznaqaet proizvodnu¸ δ-funkcii.

Zametim, qto (√ x^2 + y^2 )_{−1} ∗ f^♭(x) = Re ^f (x + iy). �to ravenstvo

ØvlØetsØ pravil~nym analogom ravenstva (10) dlØ α = 2. Teper~, povtorØØ rassußdeniØ iz dokazatel~stva teoremy 6.5, poluqaem

‖f^♭‖_Hp 6 C‖f‖_Lp , otkuda ‖T_2f‖_Lp 6 C‖f‖_Lp dlØ vseh f ∈ Y^p_2(R). �

Napomnim, qto F_α oboznaqaet vetv~ funkcii (^i_z )^α v poluploskosti C_+ taku¸, qto F_α(1) = 1. Oboznaqim qerez Z^p_α zamykanie v prostranstve H^p mnoßestva vseh funkciæ vida f = N∑ κ=1 λ_κF_α(x − a_κ) (gde a_κ, λ_κ ∈ R), prinadleßawih prostranstvu

32 A. B. ALEKSANDROV H^p. ˚sno, qto Z^p_α = {0}, esli αp > 1. Moßno dokazat~, qto Z^p_α = H^p, esli α < 1 i αp < 1.

Teorema 6.6 vleqœt sledu¸wie neravenstva dlØ necelyh α: (i) esli α > 1 i α ≠ k + 1 pri k = 1, 2, . . ., to ‖ Re f‖_Lp 6

C(α, p)‖ Imf‖_Lp dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Z^p_α, (ii) esli α > 2 i α ≠ k + 2 pri k = 1, 2, . . ., to ‖ Im f‖_Lp 6 C(α, p)‖ Re f‖_Lp dlØ l¸boæ funkcii f ∈ Z^p_α.

V konce fftogo paragrafa privedœm nekotorye mnogomernye rezul~taty.

Teorema 6.7. Pust~ n 6 α < n + 1 i^{α−1}_α < p <^n_α . Togda ‖^˘fj‖Hp 6 C(p, α, n)‖f‖_Lp (j = 1, 2, . . ., n) dlØ vseh f ∈ Y^p_α(R^n). Dokazatel~stvo. Zametim, qto M^^fj ∈ L^p(R^n) v silu teoremy 4.5. OstaœtsØ vospol~zovat~sØ teoremoæ 5.2. �

�ta teorema pozvolØet vloßit~ prostranstvo Y^p_α (R^n) v prostranstvo R^n-znaqnyh obobwœnnyh funkciæ.

Opredelim operator T_α : Y_α(R^n) → X_α(R^n) formuloæ T_α (_N ∑ κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^{α+1} (x − a_κ) ) = N∑ κ=1 λ_κ 1 |x − a_κ|^α . Teorema 6.8. Pust~ n < α < n + 1 i^{α−1}_α < p <^n_α . Togda operator

T_α|Y^p_{α(}Rn_) prodolßaetsØ do nepreryvnogo operatora iz prostranstva Y^p_α (R^n) v prostranstvo X^p_α(R^n).

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈Y^p_α(R^n). Poloßim g^{def}= Tαf. Legko proverit~, qto ğ = C(α, n)^n ∑ j=1 R_jf̆_j , esli n < α < n+1. Sledovatel~no, ‖T_αf‖_Lp 6 ‖ğ‖_Hp 6 |C(α, n)|^n ∑ j=1 R_j‖f̆_j ‖_Hp 6 n|C(α, n)|C(p, α, n)‖f‖_Lp v silu teoremy 6.7. � Zameqanie 1. Esli p < 1 i operator Tα|Yp_{α(}Rn_) prodolßaetsØ do nepreryvnogo operatora iz prostranstva Y^p_α (R^n) v prostranstvo X^p_α(R^n), to Y^p_α (R^n) ≠ L^p(R^n, R^n). Esli p < 1 i operator T^{−1}_α |Xp_{α(}Rn_) prodolßaetsØ do nepreryvnogo operatora iz prostranstva X^p_α(R^n) v prostranstvo Y^p_α (R^n), to X^p_α(R^n) ≠ L^p(R^n). Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n). Zametim, qto operator T_α : Y_α(R^n) → X_α(R^n) kommutiruet so

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 33 sdvigami i rastØßeniØmi. Togda i prodolßennyæ operator T_α :

L^p(R^n, R^n) → X^p_α(R^n) ⊂ L^p(R^n) kommutiruet so sdvigami i s ra-

stØßeniØmi. Operatory v prostranstve L^p(R^n) pri p < 1, kommutiru¸wie so sdvigami, byli opisany Oberlinom [11]. Iz fftogo opisaniØ sleduet, qto esli takoæ operator k tomu ße kommutiruet i s rastØßeniØmi, to on skalØrnyæ. Sledovatel~no,

T_α(f_1, f_2, . . . , f_n) =^N ∑ j=1 c_jf_j , i my prihodim k protivoreqi¸. Ana-

logiqnye rassußdeniØ primenimy i dlØ operatora T^{−1}_α . � Zameqanie 2. Esli α 6 n i p < 1, to operator Tα|Yp_{α(}Rn_) ne moßet byt~ prodolßen do nepreryvnogo operatora iz prostranstva Y^p_α (R^n) v prostranstvo X^p_α(R^n).

Dokazatel~stvo. Esli α < n, to dostatoqno vospol~zovat~sØ zameqaniem 1 posle teoremy 6.8 i teoremoæ 2 v §1. Rassmotrim sluqaæ α = n. Zafiksiruem nevyroßdennyæ zamknutyæ kub Q

v prostranstve R^n i nenulevu¸ diskretnu¸ meru μ =^N ∑ κ=1 λ_κδ_{ak} s koneqnym nositelem takim obrazom, qtoby mera μ byla ortogonal~na vsem polinomam stepeni ne vyxe n/p − n, a kuby

a_κ +Q poparno ne peresekalis~. Voz~mœm posledovatel~nost~ po-

loßitel~nyh mer {ν_j}_j¿_1, slabo shodØwu¸sØ k mere 1I_Q dx (gde

1I_Q oboznaqaet harakteristiqesku¸ funkci¸ kuba Q) i taku¸,

qto kaßdaØ mera ν_j imeet koneqnyæ nositel~, leßawiæ v kube Q. Predpoloßim, qto operator T_n|Yp_{n(}Rn_) moßet byt~ prodolßen do nepreryvnogo operatora iz prostranstva Y^p_n (R^n) v prostranstvo X^p_n(R^n). Togda naædœtsØ konstanta C takaØ, qto

‖|x|^{−n} ∗ μ ∗ ν_j‖_Lp 6 C dlØ vseh j > 1, no fftogo ne moßet byt~,

poskol~ku ∫ Q |x − y|^{−n} dy = +∞ dlØ vseh x ∈ Q. � 7. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ i nerexœnnye zadaqi

Pust~ j = 1, 2, . . ., n. Oboznaqim qerez Y_{α,j}(R^n) lineænu¸ oboloqku semeæstva funkciæ {^{xj −aj}_{|x−a|α+1} }_{a∈}Rn. Poloßim Y^p_{α,j}(R^n)^{def}=

Yα,j(R^n) ∩ L^p(R^n). Pust~ Y^p_{α,j}(R^n) oboznaqaet zamykanie mnoße-

stva Y^p_{α,j}(R^n) v prostranstve L^p(R^n).

˚sno, qto Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda Y^p_{α,j}(R^n) = L^p(R^n). Pofftomu dostatoqno rassmotret~ tol~ko sluqaæ j = 1.

34 A. B. ALEKSANDROV

Vopros o ravenstve Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n) (tak ße, kak i vopros o ravenstve X^p_α(R^n) = L^p(R^n)) predstavlØet interes tol~ko, kogda

α > n i p < 1, sm. §1.

Opredelim operator P_j : L^p(R^d, R^d) → L^p(R^d) sledu¸wim obrazom: P_j(f_1, f_2, . . . , f_n) = f_j. Snova my budem rassmatrivat~ tol~ko sluqaæ j = 1.

Legko dokazat~ sledu¸wee utverßdenie (sm. sledstvie 3.5 v stat~e [2]).

Teorema 7.1. Pust~ 0 < p < 1. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkviva-

lentny:

(i) Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n), (ii) P_1(Y^p_α (R^n)) = L^p(R^n), (iii) mnoßestvo P_1(Y^p_α (R^n)) plotno v prostranstve L^p(R^n).

Teorema 7.2. Pust~ n 6 α < 2n + 1. Predpoloßim, qto p < n − 1 α − 1 , α 6 n + 2

2n − α + 1 α − 1 , α > n + 2. Togda Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n).

Shema dokazatel~stva. Xag 1. Pust~ e ∈ R^n i f ∈ Y^p_{α,1}(R^n). Togda L^p-znaqnaØ funkciØ t → f(x + te) prinadleßit prostranstvu

Λ n_{p −α}(R, L^p(R^n)).

Xag 2. FunkciØ t → f(x + te) integriruema v prostranstve

L^p(R^n), esli^n_p − α >^1_p − 1, sm. [15]. Ots¸da sleduet, qto^a ∫ 0 f(x + te) dt ∈ Y^p_{α,1}(R^n) pri vseh a ∈ R, esli p <^{n−1}_{α−1} .

Xag 3. Pust~ F ∈ X^p_{α−1}(R^n). Poloßim e_1 = (1, 0, . . ., 0). Togda

F (x + ae_1) − F (x) =^a ∫ 0 ∂F ∂x1 (x + te) dt. ˚sno, qto^{∂F}_{∂x1} ∈ Y^p_{α,1}(R^n).

Sledovatel~no, F (x + ae_1) − F (x) ∈ Y^p_{α,1}(R^n), esli p <^{n−1}_{α−1} .

Xag 4. Esli p <^{n−1}_{α−1} i X^p_{α−1}(R^n) = L^p(R^n), to Y^p_{α,1}(R^n) =

L^p(R^n).

OstaœtsØ primenit~ teoremy 2 i 3, sm. §1. � Zameqanie 1. Ravenstvo Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n) oqevidnym obrazom vleqœt: Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n). Obratnoe neverno.

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 35 Deæstvitel~no, esli^{α−1}_α 6 p <^{n−1}_{α−1} , to Y^p_α (R^n) ≠ L^p(R^n, R^n) v silu teoremy 4.2 i Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n) v silu teoremy 7.2. Zameqanie 2. Imeet mesto vkl¸qenie X^p_α(R^n) ⊃ Y^p_{α+1,1}(R^n). Sledovatel~no, X^p_α(R^n) ⊃ clos_Lp (_n∑ j=1 Y^p_{α+1,j}(R^n) ) . Dokazatel~stvo osnovano na ravenstve D_1(|x|^{−α})=−αx_1|x|^{−α−2}. Zameqanie 3. Imeet mesto vkl¸qenie closLp^{( n∑}_{j=1} Y^p_{α,j}(R^n)^) ⊃

X^p_{α+1}(R^n).

Dokazatel~stvo osnovano na toßdestve n∑ j=1 D_j ( x_j |x|^{α+1} ) = n − α − 1 |x|^{α+1} . Zameqanie 4. Iz zameqaniæ 2 i 3 sleduet, qto X^p_{α+2}(R^n) ⊂

X^p_α(R^n) i

clos_Lp (^n∑ j=1 Y^p_{α+2,j}(R^n) ) ⊂ clos_Lp (^n∑ j=1 Y^p_{α,j}(R^n) ) . Zameqanie 5. Imeet mesto vkl¸qenie Y^p_{α+2}(R^n) ⊂ Y^p_α (R^n).

Dokazatel~stvo osnovano na toßdestve Δ(|x|^{−α−1}x) = (α + 1)(α + 1 − n)|x|^{−α−3}x. Pust~ α > n. Iz teoremy 1 sleduet suwestvovanie takih qisel

p(α, n), q(α, n) ∈ [0,^n_α ], qto pri p ∈ (0,^n_α )

X^p_α(R^n) = L^p(R^n) ⇐⇒ p < p(α, n) i Y^p_α (R^n) = L^p(R^n, R^n) ⇐⇒ p < q(α, n).

Analogiqno, suwestvuet qislo q_0(α, n) ∈ [0,^n_α ] takoe, qto pri

p ∈ (0,^n_α ) ravenstvo Y^p_{α,1}(R^n) = L^p(R^n) imeet mesto v tom i tol~ko

v tom sluqae, kogda p < q_0(α, n). Zadaqa 1. Naæti p(α, n), q(α, n) i q0(α, n).

36 A. B. ALEKSANDROV

Otmetim, qto 1. q_0(α, 1) = q(α, 1).

2. q_0(α, n) > q(α, n). �to sleduet iz teoremy 7.1. 3. p(α, n) >^{2n}_α − 1 (teorema 3). V qastnosti, p(n, n) = 1. 4. p(n + 1, n) 6 q(n, n) (zameqanie 8.8 v stat~e [2]). 5. q(α, 1) = 0 pri α > 1 (teorema 8). 6. q(α, n) 6^{α−1}_α (teorema 4.2). 7. q_0(α + 1, 1) 6 p(α, 1) (zameqanie 2). 8. p(α + 1, 1) 6 q_0(α, 1) (zameqanie 3). 9. q(α + 2, n) 6 q(α, n) (zameqanie 5). Sledu¸wiæ vopros svØzan s teoremoæ 6.6.

Vopros 1. Naskol~ko suwestvenny usloviØ α ≠ 2k +1 i α ≠ 2k +2 v teoreme 6.6? V qastnosti, verno li, qto ‖ ‖ ‖ N∑ κ=1 λ_κ sgn x (x − a_k)^2 ‖ ‖ ‖_{Lp} 6 C(p) ‖ ‖ ‖ N∑ κ=1 λ_κ (x − a_k)^2 ‖ ‖ ‖_{Lp} pri p <^1_2 , gde λ_κ, a_κ ∈ R?

Zametim, qto protivopoloßnoe neravenstvo (s drugoæ konstantoæ C(p)) ‖ ‖ ‖ N∑ κ=1 λ_κ (x − a_k)^2 ‖ ‖ ‖_{Lp} 6 C(p) ‖ ‖ ‖ N∑ κ=1 λ_κ sgn x (x − a_k)^2 ‖ ‖ ‖_{Lp} imeet mesto v silu teoremy 6.6 (i) dlØ α = 2.

Vopros 2. Qto dolßno sootvetstvovat~ teoreme 2.1 v mnogomernom sluqae?

Nakonec, sformuliruem vopros, otnosØwiæsØ k gradientam N - ogo porØdka ∇^N U . Kal~deron i Zigmund (sm. [3]) dokazali, qto funkciØ |∇^N U |^p ØvlØetsØ subgarmoniqeskoæ pri p >^{n−1}_{n−1+N} dlØ l¸boæ garmoniqeskoæ funkcii U ot n + 1 vewestvennoæ peremennoæ.

Vopros 3. Qto ØvlØetsØ analogom fftogo rezul~tata Kal~derona– Zigmunda dlØ funkciæ U , udovletvorØ¸wih uravneni¸ Darbu

Δ_βU = 0?

Teorema 4.1 otveqaet na fftot vopros pri N = 1. Odnako, uße pri N = 2 vopros ostaœtsØ otkrytym daße v odnomernom sluqae.

APPROKSIMACI˚ ˚DRAMI M. RISSA 37

Literatura

1. A. B. Aleksandrov, ApproksimaciØ racional~nymi funkciØmi i analog teoremy M. Rissa o soprØßennyh funkciØh dlØ prostranstva L^p pri

p 2 (0, 1). — Mat. sb. 107 (149), No. 1 (1978), 3–19.

2. A. B. Aleksandrov, P. P. Kargaev, Klassy Hardi garmoniqeskih v poluprostranstve funkciæ. — Algebra i analiz 5, No. 2 (1993), 1–73.

3. A. P. Calderón, A. Zygmund, On higher gradients of harmonic functions. Studia Math. 24 (1964), 211–226.

4. C. Fefferman, E. M. Stein, Hp spaces of several variables. — Acta Math. 129, Nos. 3–4 (1972), 137–193.

5. J. García-Cuerva, J. L. Rubio de Francia, Weighted norm inequalities and related topics. North-Holland Publishing Co., Amsterdam (1985).

6. M. G. Goluzina, Ob odnoæ teoreme edinstvennosti. — Vestnik SPbGU Ser. 1, No. 1 (1987), 109–111.

7. V. P. Havin, Princip neopredelennosti dlØ odnomernyh potencialov M. Rissa. — DAN SSSR 264, No. 3 (1982), 559–563.

8. V. P. Havin, B.Jöricke, The uncertainty principle in harmonic analysis. — Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3) 28, Springer-Verlag, Berlin (1994).

9. P. P. Kargaev, O poloßitel~nyh rexeniØh uravneniØ Darbu Δu =

(α � 1)y�^1∂u/∂y, α > 0, v poluprostranstve y > 0. — Algebra i ana-

liz 8, No. 3 (1996), 125–150.

10. E. M. Landis, UravneniØ vtorogo porØdka fflliptiqeskogo i paraboliqeskogo tipov. Nauka, Moskva (1971).

11. D. M. Oberlin, Translation-invariant operators on Lp(G), 0 < p < 1. II. — Canad. J. Math. 29, No. 3 (1977), 626–630.

12. S. G. Samko, A. A. Kilbas, O. I. Mariqev, Integraly i proizvodnye drobnogo porØdka i nekotorye ih priloßeniØ. Nauka i tehnika, Minsk (1987).

13. A. I. Sergeev, Teoremy edinstvennosti i approksimaciØ dlØ odnomernyh potencialov M. Rissa. — Vestnik SPbGU, Ser. 1, No. 3 (1994), 45–53.

14. E. M. Steæn, SingulØrnye integraly i differencial~nye svoæstva funkciæ. Mir, Moskva (1973).

15. P. Turpin, L. Waelbroeck, Intégration et fonctions holomorphes dans les espaces localement pseudo-convexes. — C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A–B 267 (1968), 160–162.

Aleksandrov A. B. Approximation by M. Riesz’s kernels in L^p for p < 1. Let α > 0. We consider the linear span X_α(R^n) of scalar Riesz’s kernels {^1_{|x−a|α} }_{a∈}Rn and the linear span Y_α(R^n) of vector Riesz’s kernels {^1_{|x−a|α+1} (x − a)}_{a∈}Rn. We deal with the following questions.

1. When is the intersection X_α(R^n) ∩ L^p(R^n) dense in L^p(R^n)?

38 A. B. ALEKSANDROV 2. When is the intersection Y_α(R^n)∩L^p(R^n, R^n) dense in L^p(R^n, R^n)?

Postupilo 20 i¸nØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN