Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

A. V. Vasin OB ODNOM NEOBHODIMOM USLOVII DL˚ INTERPOL˚CII FUNKCI˚MI KLASSA LIPXICA

§1. Vvedenie

V svoeæ rabote 1979 g. [1] Dyn~kin dal opisanie interpolØcionnyh mnoßestv dlØ analitiqeskih klassov Lipxica A_α. Okazalos~, qto graniqnymi interpolØcionnymi mnoßestvami E ⊂ T ØvlØ¸tsØ poristye mnoßestva. Uslovie poristosti vpervye po- Øvilos~ v rabote Kotoqigova [2] i oznaqaet sledu¸wee: dlØ l¸- boæ dugi I ⊂ TnaædetsØ soizmerimaØ s neæ duga J ⊂ I, svobodnaØ ot toqek mnoßestva E. Esli neobhodimost~ usloviØ poristosti proØvlØetsØ neposredstvenno vvidu neravenstva Iensena, to dokazatel~stvo dostatoqnosti ispol~zuet tak nazyvaemoe neravenstvo Dyn~kina, ffkvivalentnoe uslovi¸ poristosti: ∃ c, α > 0 ∀I ⊂ T ∑ |J_k|^1�^α 6 c|I|^1�^α, (1)

gde summa beretsØ po dugam J_k, smeßnym s E : ∪J_k = I \ E i dugi J_k poparno ne pereseka¸tsØ. Neravenstvo (1) daet vozmoßnost~ opredelit~ vnexn¸¸ funkci¸ g ∈ A_α s nulØmi na E i, krome togo, taku¸, qto log |g| ∈ BMO. Vo vseh izvestnyh dokazatel~stvah dostatoqnosti vnexnØØ funkciØ s fftimi svoæstvami igraet opredelØ¸wu¸ rol~.

Pri rasprostranenii rezul~tatov ob interpolØcii na slabye moduli nepreryvnosti (takie kak ω(x) = (log 1 x )�1_) okazalos~,

qto podhodØwih analogov dlØ neobhodimyh i blizkih k nim dostatoqnyh usloviæ net.

V nastoØweæ zametke my pred¨Øvim neobhodimoe uslovie, kotoroe po forme predstavlØet soboæ neravenstvo Dyn~kina.

§2. Osnovnoæ rezul~tat

Pust~ Λ_ω(G) – prostranstvo funkciæ klassa Lipxica s modulem nepreryvnosti ω, ‖f‖_ω = inf { c : |f(z_1) − f(z_2)| 6 ω(|z_1 − z_2| : 39

40 A. V. VASIN

z_1, z_2 ∈ G } . Modul~ ω sqitaem vognutym vozrasta¸wim, regulØrnym. D – ediniqnyæ krug, T – ediniqnaØ okrußnost~, dlØ mnoßestva E ⊂ T pust~ ρ(x) = dist(x, E). A_ω(D ) – podprostranstvo v Λ_ω(D ), sostoØwee iz analitiqeskih funkciæ.

Opredelenie. Mnoßestvo E ⊂ TinterpolØcionnoe dlØ ω, esli

A_ω(D ) | | |_E = Λω(E). Teorema. Pust~ E – interpolØcionnoe dlØ ω mnoßestvo, togda

naædutsØ takie c, α > 0, qto ∑ |I_k| ω^α(I_k) 6 c |I| ω^α(I) , (2)

gde I \ E = ∪I_k.

Pri ω(x) = x^β poluqim neravenstvo Dyn~kina. DlØ slabogo modulØ nepreryvnosti uslovie (2) po forme sil~nee, qem A^1- uslovie Makenhaupta [3] dlØ vesa 1 ω^α(ρ) , no na samom dele ffkvivalentno emu.

Dokazatel~stvo (sleduØ [1, s. 116]). Pust~ K – oblast~, ogra-

niqennaØ dugoæ I ⊂ T i geodeziqeskoæ J ⊂ D, toqka z_0 takova, qto ∫ I dν_{z0} = ∫ J dν_{z0} dlØ garmoniqeskoæ mery na ∂K = I ∪ J otnositel~no z_0 (z_0 – “centr” oblasti K). Ocenim normu funkcii f(z) = 1 z − z_0 v Λ_ω(E):

|f(z_1) − f(z_2)| =

|z_1 − z_2| |z_1 − z_0| |z_2 − z_0| 6 c ω(|z_1 − z_2|) |I|ω(|I|) , otkuda ‖f‖_ω 6 c/(|I|ω(I)). Pust~ h ∈ A_ω(D ) interpoliruet f, togda ‖h‖_ω 6 c/(|I|ω(I)). Opredelim g(z) = 1 − (z − z_0)h, togda funkciØ g ravna 0 na E i g(z_0) = 1, krome togo g(z) 6 c_1 ω(ρ(z)) ω(I) na I i |g(z)| 6 c_2 na J. FunkciØ log |g| subgarmoniqeskaØ v K, pofftomu

0 = log |g(z_0)| 6 ∫ ∂K log |g|dν_{z0} = ∫ I + ∫ J .

OB ODNOM NEOBHODIMOM USLOVII 41

OcenivaØ, vyvodim

0 6 log c2 · |νz_0(J)| +^∑_k^∫_I k log c_1 ω(ρ) ω(I) d|ν_{z0}| 6 log c2 · |νz_0(J)| +^∑_k log c1^{ω(Ik )}_{ω(I)}^|νz_0(Ik)^|.

Na duge I iz geometriqeskih soobraßeniæ | |ν_{z0} (I_k) | | ≍ |I^k| |I| , pofftomu log 1 c 6^∑ log^{ω(Ik)}_{ω(I)} ·^{|Ik|}_{|I|} , qto i daet logarifmiqesku¸ ocenku vida BLO: 1 |I| ∑ log 1 ω(I_k) I_k 6 c + log 1 ω(I) . (3)

Iz neravenstva (3) poluqim, qto ω(I) 6 cω(~I), (4) gde ~I – samaØ bol~xaØ iz svobodnyh dug na I. �to i est~ uslovie poristosti, kogda ω(x) = x^β. V obweæ situacii iz (3) sleduet, qto log 1 ω(ρ) ∈BLO (BLO – klass funkciæ ograniqennoæ nißneæ oscillØcii), a po teoreme Dßona–Nirenberga [3] dlØ nekotorogo α > 0 poluqim A^1-uslovie Makenhaupta dlØ 1 ω^α(ρ) : ∑ |I_k| ω^α(I_k) 6 c |I| ω^α(~I) , gde ~I – naibol~xaØ svobodnaØ duga v I. Okonqatel~nyæ vid neravenstva (2) poluqim, primenØØ (4).

Avtor nadeetsØ, qto poluqennoe uslovie ØvlØetsØ blizkim k dostatoqnomu, qto proverØetsØ, po kraæneæ mere, dlØ Ødra Ko- xi 1 z − z_0 . Avtor vyraßaet blagodarnost~ A. M. Kotoqigovu za poleznye konsul~tacii.

42 A. V. VASIN

Literatura

1. E. M. Dyn~kin, Mnoßestva svobodnoæ interpolØcii dlØ klassov Gel~- dera. — Mat. sbornik 109(151), No. 1(5) (1979), 107–128.

3. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ analitiqeskimi funkciØmi, gladkimi vplot~ do granicy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 30 (1972), 167–169.

3. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. Mir, M. (1984).

Vasin A. V. On a condition necessary for interpolation by functions in the Lipschitz class.

For the weak modulus of continuity and the corresponding Lipschitz class, a necessary condition for interpolation by analytic functions is given in the form of Dyn’kin’s inequality.

Postupilo 25 oktØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet vodnyh kommunikaciæ