Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

M. F. Gamal~

OB ODNOM KLASSE C·0-SȷATI`: GIPERINVARIANTNYE PODPROSTRANSTVA I SPLETAıWIE OPERATORY

§1. Vvedenie

V rabote rassmatrivaetsØ odin klass C_{·0}-sßatiæ, ØvlØ¸wiæsØ obobweniem klassa C_{·0}-sßatiæ s koneqnymi defektami. Kak izvestno, dlØ C_{·0}-sßatiæ T s d_T < ∞ byla postroena ßordanova model~ [1]. S ispol~zovaniem ßordanovoæ modeli byla opisana rexetka giperinvariantnyh podprostranstv takogo sßatiØ T : ffta rexetka izomorfna rexetke giperinvariantnyh podprostranstv ego ßordanovoæ modeli i poroßdaetsØ prostranstvami vida Ker φ(T ) i Ran φ(T ), gde φ ∈ H^∞ [2,3]. Dalee, ßordanova model~ byla postroena dlØ bolee xirokogo klassa C_{·0}-sßatiæ, qem C_{·0}-sßatiØ s koneqnymi defektami [4]. V fftoæ rabote s ispol~- zovaniem ßordanovoæ modeli proverØetsØ, qto rezul~taty rabot [2,3] o giperinvariantnyh prostranstvah verny i dlØ takih sßatiæ.

RassmatrivaetsØ takße sledu¸wiæ vopros. DlØ dostatoqno xirokogo klassa C_{·0}-sßatiæ izvestno, qto esli odno iz nih ØvlØetsØ kvaziaffinnym preobrazovaniem drugogo, to deformaciØ, spleta¸waØ ffti sßatiØ, daet izomorfizm rexetok ih invariantnyh podprostranstv. Odnako, daße esli ffti sßatiØ kvazipodobny, obratnyæ izomorfizm moßet ne zadavat~sØ nikakoæ spleta¸weæ deformacieæ [4]. No, kak budet pokazano v fftoæ rabote, on moßet byt~ postroen pri pomowi semeæstva spleta¸wih operatorov, soglasovannyh s ishodnoæ deformacieæ.

Takße dlØ C_{·0}-sßatiæ, ime¸wih ßordanovu model~, vyqislØetsØ harakteristika disc, svØzannaØ s rexetkoæ invariantnyh

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI N02-01-00264 i “Veduwie nauqnye xkoly” N 2266.2003.1. 48

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 49 podprostranstv i primenØ¸waØsØ v teorii upravleniØ. O harakteristike disc sm. [5].

Vse rassmatrivaemye gil~bertovy prostranstva predpolaga- ¸tsØ separabel~nymi. Operatorom zdes~ vsegda nazyvaetsØ lineænoe ograniqennoe otobraßenie, podprostranstvom — lineænoe zamknutoe podmnoßestvo gil~bertova prostranstva. Operator, deæstvu¸wiæ meßdu gil~bertovymi prostranstvami, nazyvaetsØ deformacieæ, esli on imeet nulevoe Ødro i plotnyæ obraz. Simvolami Ker i Ran oboznaqa¸tsØ Ødro i zamykanie obraza operatora.

Pust~ T — operator, deæstvu¸wiæ v prostranstve H. Simvolom Lat T oboznaqaetsØ rexetka invariantnyh podprostranstv operatora T : Lat T = {E ⊂ H : T E ⊂ E}. Simvolom μ_T = μ(T ) oboznaqaetsØ kratnost~ spektra operatora T , t.e. naimen~xaØ razmernost~ vosproizvodØwego podprostranstva: μ_T = min{dim E : ⋁_∞ n=0 T^nE = H}. Operator T nazyvaetsØ sßatiem, esli ‖T ‖ 6 1. Sßatie T nazyvaetsØ absol¸tno nepreryvnym, esli ego unitarnaØ qast~ absol¸tno nepreryvna ili deæstvuet na prostranstve {0}. DlØ absol¸tno nepreryvnogo sßatiØ T opredeleno funkcional~noe isqislenie na prostranstve Hardi H^∞ v ediniqnom kruge [6, III.2]. Absol¸tno nepreryvnoe sßatie T prinadleßit klassu C_0 (T ØvlØetsØ C_0-sßatiem, T ∈ C_0), esli suwestvuet funkciØ φ ∈ H^∞, φ ≢ 0, takaØ, qto φ(T ) = O. Minimal~nym annulØtorom C_0- sßatiØ T nazyvaetsØ vnutrennØØ funkciØ φ, φ ∈ H^∞, takaØ, qto φ(T ) = O i ψ/φ ∈ H^∞ dlØ l¸boæ funkcii ψ iz H^∞, dlØ kotoroæ ψ(T ) = O. O C_0-sßatiØh sm. [6,7].

Naibol~xiæ obwiæ vnutrenniæ delitel~ semeæstva funkciæ {f_i}_i, f_i ∈ H^∞, oboznaqaetsØ simvolom ⋀ i f_i. Pust~ 1 6 ν 6 ∞, poloßim H^2_ν = ∑_ν n=1 ⊕H^2. Odnostoronniæ sdvig S_ν kratnosti ν — ffto operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ z v prostranstve H^2_ν , μ(S_ν ) = ν.

Pust~ T , R — operatory v prostranstvah H i, sootvetstvenno, K. SleduØ [7], simvolom I(T, R) budem oboznaqat~ mnoßestvo operatorov, deæstvu¸wih iz H v K i spleta¸wih T i R: I(T, R) = {X : H → K, XT = RX}. Operator T nazyvaetsØ kvaziaffinnym preobrazovaniem operatora R, esli mnoßestvo I(T, R) soderßit deformaci¸, oboznaqenie: T ≺ R. Operatory T i R nazyva¸tsØ kvazipodobnymi,

50 M. F. GAMAL^ esli T ≺ R i R ≺ T , oboznaqenie: T ∼ R [6, gl. II; 7, gl. I]. Pust~

X ⊂ I(T, R), E – podprostranstvo prostranstva H. Poloßim JX =^⋁_{X∈} X^{XE.} Pust~ θ ∈ H^∞, θ – vnutrennØØ funkciØ. Operator T_θ deæstvuet v prostranstve K_θ = H^2 ⊖θH^2 po formule T_θf = P_θzf, f ∈ K_θ, gde P_θ – ortogonal~nyæ proektor iz H^2 na K_θ. ȷordanovym operatorom klassa C_0 nazyvaetsØ operator vida J_0 = ∑_∞ n=1 ⊕T_{θn} , gde θ_n ∈ H^∞, θ_n vnutrennie, θ_{n+1} delit θ_n dlØ vseh n ¿ 1; vozmoßno, θ_n ≡ 1 dlØ n, bol~xih nekotorogo n_0. VsØkoe C_0-sßatie kvazipodobno edinstvennomu ßordanovu operatoru klassa C_0, nazyvaemomu ego ßordanovoæ model~¸ [7, III.5]. Pust~ C_0-sßatie T imeet ßordanovu model~ J_0 = ∑_∞ n=1 ⊕T_{θn} , govorØt, qto C_0-sßatie T obladaet svoæstvom (P), esli ⋀_∞ n=1 θ_n = 1 [7, VII.1.9]. Kratnost~ spektra μ(J_0) ravna qislu slagaemyh v summe J_0 = ∑_∞ n=1 ⊕T_{θn} , otliqnyh ot O, to est~ qislu funkciæ θ_n, otliqnyh ot toßdestvennoæ edinicy.

Sßatie T v gil~bertovom prostranstve H prinadleßit klassu C_{·0} (T ØvlØetsØ C_{·0}-sßatiem, T ∈ C_{·0}), esli T^{∗n}x −−−→_{n→∞} 0 dlØ

l¸bogo x iz H. Sßatie T prinadleßit klassu C_{00} (T ØvlØetsØ C_{00}-sßatiem, T ∈ C_{00}), esli T ∈ C_{·0} i T^∗ ∈ C_{·0}. Sßatie T prinadleßit klassu C_{10}, esli T ∈ C_{·0} i dlØ l¸bogo x ∈ H, x ≠ 0, posledovatel~nost~ {T^nx}^∞_{n=1} ne stremitsØ k nul¸.

Defektami sßatiØ T nazyva¸tsØ qisla d_T = dim(I − T^∗T )H i d_T ∗ = dim(I − T T^∗)H. Esli T ∈ C_{·0}, to d_T 6 d_T ∗ .

VsØkoe sßatie T klassa C_{·0} imeet triangulØci¸ vida T = ( T_0 ∗ 0 T_1 ) , (*)

gde T_0 — sßatie klassa C_{00}, T_1 — sßatie klassa C_{10} [6, II.4].

Budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ iz [4]:

C_{·0}(C_0, fin) = {T : T – sßatie klassa C_{·0}, T_0 ∈ C_0 i T_1 ≺ S_k, k < ∞, gde T_0 i T_1 opredeleny v (∗)},

C_{·0}(C_0 (P), fin) = {T ∈ C_{·0}(C_0, fin): T_0 obladaet svoæstvom (P)}.

Teorema 1.1. [4, §4]. Pust~ T ∈ C·0(C0, fin), T0 i T1 opredeleny v

(∗), T_1 ≺ S_k, k < ∞. Togda suwestvu¸t operatory X_1, X_2 ∈ I(T, R), Y_1, Y_2 ∈ I(R, T ) i funkcii δ_1, δ_2 ∈ H^∞ takie, qto δ_1 ∧δ_2 = 1, X_iY_i = δ_i(T_0 ⊕ S_k), Y_iX_i = δ_i(T ), i = 1, 2.

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 51

Teorema 1.2 [4, teoremy 0.1 i 0.2]. Pust~ T ∈ C·0(C0 (P), fin), T0

i T_1 opredeleny v (∗), J_0 — ßordanova model~ C_0-sßatiØ T_0, T_1 ≺ S_k, k < ∞, J = J_0 ⊕S_k . Togda T ≺ J i dlØ l¸boæ deformacii X, X ∈ I(T, J), otobraßenie J_X : Lat T → Lat R ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok invariantnyh podprostranstv.

Esli T_0 – C_{·0}-sßatie, 1 6 ν 6 ∞, to μ(T_0 ⊕ S_ν ) = μ(T_0) + ν [8]. Iz teoremy 1.1 sleduet, qto esli T ∈ C_{·0}(C_0, fin), to μ(T ) < ∞ togda i tol~ko togda, kogda μ(T_0) < ∞.

§2. Giperinvariantnye podprostanstva

V fftom paragrafe snaqala budut dokazany obwie utverßdeniØ o giperinvariantnyh podprostranstvah; rezul~taty o C_{·0}- sßatiØh poluqatsØ v kaqestve sledstviæ.

Pust~ T – operator v prostranstve H. Simvolom {T }^′ oboznaqaetsØ kommutant operatora T – ffto mnoßestvo vseh operatorov v prostranstve H, perestanovoqnyh s T , on ØvlØetsØ algebroæ, zamknutoæ v slaboæ operatornoæ topologii. Rexetka giperinvariantnyh podprostranstv Lat{T }^′ operatora T – ffto mnoßestvo vseh podprostranstv prostranstva H, invariantnyh dlØ vseh operatorov iz {T }^′: Lat{T }^′ = {E ⊂ H : ∀A ∈ {T }^′ AE ⊂ E}. Esli T – absol¸tno nepreryvnoe sßatie, to dlØ l¸boæ funkcii φ iz H^∞ imeem: Ran φ(T ), Ker φ(T ) ∈ Lat{T }^′. Budem nazyvat~ rexetku Lat{T }^′ “prostoæ,” esli ona poroßdaetsØ kak (polnaØ) rexetka prostranstvami vida Ran φ(T ), Ker φ(T ), gde φ ∈ H^∞.

Lemma 1 [6, II.5.1; 7, IV.2.7; 2]. Kvazipodobie sohranØet netrivi-

al~nost~ rexetok giperinvariantnyh podprostranstv. Imenno, esli operatory T i R kvazipodobny, E ∈ Lat{T }^′, E ≠ {0}, H, to J_{I(T,R)}E ≠ {0}, K. Lemma 2. Pust~ T , R – absol¸tno nepreryvnye sßatiØ, {δi}i ⊂

H^∞, ∧_i δ_i = 1, {X_i}_i ⊂ I(T, R), {Y_i}_i ⊂ I(R, T ), X_iY_i = δ_i(R), Y_iX_i = δ_i(T ). Togda J_{{Xi }i} = J_{I(T,R)}, J_{{Yi}i} = J_{I(R,T )}, J_{{Xi }i} J_{{Yi}i} = id_{Lat{R}}′ , J_{{Yi}i} J_{{Xi }i} = id_{Lat{T }}′ . Dokazatel~stvo. Pust~ E ∈ Lat{T }^′. Imeem: J_{{Xi}i} J_{{Yi}i} E = ⋁ i,j Y_jX_iE ⊃ ⋁ i Y_iX_iE = ⋁ i δ_i(T )E = ⋁ i δ_i(T |_E )E = E

52 M. F. GAMAL^ (poslednee ravenstvo verno, tak kak ∧_i δ_i = 1, sm. [9], [10] ili [11]). S drugoæ storony, J_{{Yi}i} J_{{Xi }i} E ⊂ J_{I(R,T )}J_{I(T,R)}E = ∨_{Y ∈I(R,T )} X∈I(T,R) Y XE ⊂ E, tak kak Y X ∈ {T }^′. Itak, J_{{Yi}i} J_{{Xi}i} = J_{I(R,T )}J_{I(T,R)} = id_{Lat{T }}′ . Teper~ pokaßem, qto J_{{Xi}i} E = J_{I(T,R)}E dlØ l¸bogo E ∈ Lat{T }^′. Poloßim F = J_{{Xi}i} E i F = J_{I(T,R)}E. Oqevidno, qto F ⊂ F i E = J_{I(R,T )}F. Pofftomu F = J_{{Xi }i} J_{I(R,T )}F = ∨_i ∨_{Y ∈I(R,T )} X_iY F ⊃ ∨_i X_iY_iF = F. • Lemma 3 (sm. [3]). Pust~ T , R – absol¸tno nepreryvnye sßatiØ,

X ⊂ I(T, R), i pust~ J = JX : Lat{T }^′ → Lat{R}^′ – izomorfizm

rexetok. Togda J Ran φ(T ) = Ran φ(R), J Ker φ(T ) = Ker φ(R) dlØ l¸boæ funkcii φ iz H^∞.

Sledstvie. V usloviØh lemmy 3 rexetki Lat{T }^′ i Lat{R}^′ ØvlØ-

¸tsØ “prostymi” ili net odnovremenno.

Dokazatel~stvo lemmy 3. Pust~ φ ∈ H^∞. UtverßdeniØ

J Ran φ(T ) = Ran φ(R) i J Ker φ(T ) ⊂ Ker φ(R) legko sledu- ¸t iz spleta¸wih svoæstv operatorov iz X. Dalee, tak kak Ker φ(R) ∈ Lat{R}^′, a J – izomorfizm, to suwestvuet podprostranstvo E ∈ Lat{T }^′ takoe, qto J E = Ker φ(R). Tak kak J Ker φ(T ) ⊂ J E, to Ker φ(T ) ⊂ E. S drugoæ storony, clos φ(T )E ∈ Lat{T }^′ i J clos φ(T )E = ∨_{X∈}XXφ(T )E = ∨_{X∈}Xφ(R)XE =

clos φ(R)J E = clos φ(R) Ker φ(R) = {0}, otkuda clos φ(T )E = {0}, t.e. E ⊂ Ker φ(T ). •

Dokazatel~stvo sledstviØ. Snaqala otmetim tot oqevidnyæ

fakt, qto J^{−1} Ran φ(R) = Ran φ(T ) i J^{−1} Ker φ(R) = Ker φ(T ) dlØ l¸boæ funkcii φ iz H^∞. Pust~ rexetka Lat{T }^′ – “prostaØ”. �to znaqit, qto l¸boæ fflement E rexetki Lat{T }^′ poluqaetsØ iz fflementov vida Ran φ(T ) i Ker φ(T ) pod deæstviem operaciæ vzØtiØ verhneæ i nißneæ graneæ (zamykaniØ lineænoæ oboloqki i pereseqeniØ). Pust~ F ∈ Lat{R}^′. Tak kak J – izomorfizm, to suwestvuet prostranstvo E ∈ Lat{T }^′ takoe, qto F = J E. Tak kak J sohranØet operacii vzØtiØ verhneæ i nißneæ graneæ i perevodit fflementy vida Ran φ(T ), Ker φ(T ) v fflementy vida Ran φ(R),

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 53

Ker φ(R), zakl¸qaem, qto F prinadleßit rexetke, poroßdennoæ fflementami vida Ran φ(R), Ker φ(R). Itak, esli rexetka Lat{T }^′ – “prostaØ”, to rexetka Lat{R}^′ – “prostaØ”. DlØ dokazatel~- stva obratnogo utverßdeniØ nado zamenit~ J na J^{−1}. •

Lemma 4. Pust~ T , R – absol¸tno nepreryvnye sßatiØ, pust~

Lat{T }^′ i Lat{R}^′ – “prostye” rexetki, pust~ X ⊂ I(T, R) i

J = JX : Lat T → Lat R

– izomorfizm rexetok invariantnyh podprostranstv sßatiæ T i R. Togda J : Lat{T }^′ → Lat{R}^′ – izomorfizm rexetok giperinvariantnyh podprostranstv sßatiæ T i R.

Dokazatel~stvo. Toqno tak ße, kak v dokazatel~stve lemmy 3,

proverØem, qto J Ran φ(T ) = Ran φ(R), J Ker φ(T ) = Ker φ(R), φ ∈ H^∞. PrimenØØ rassußdeniØ iz dokazatel~stva sledstviØ lemmy 3, ubeßdaemsØ, qto J Lat{T }^′ = Lat{R}^′. •

Zameqanie. V svØzi s lemmami 3 i 4 avtor sqitaet umestnym

napomnit~ primer D. A. Herrero [12]. Imenno, suwestvuet C_0- sßatie T , takoe, qto rexetki Lat{T }^′ i Lat{J}^′, gde J – ßordanova model~ dlØ T , ØvlØ¸tsØ “prostymi” i ne izomorfny drug drugu: Lat{T }^′ sostoit iz pØti fflementov, a Lat{J}^′ – iz qetyreh.

Lemma 5 (sm. [7, VII.1.23]). Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 4,

pust~ Y ⊂ I(R, T ) i

JY : Lat R → Lat T

– izomorfizm rexetok. Togda JX i JY – vzaimno obratnye izomorfizmy rexetok Lat{T }^′ i Lat{R}^′.

Dokazatel~stvo. Pust~ E ∈ Lat{T }^′, togda E poluqaetsØ iz ffle-

mentov vida Ran φ(T ) i Ker φ(T ), φ ∈ H^∞, pod deæstviem operaciæ vzØtiØ verhneæ i nißneæ graneæ. Tak kak JX Ran φ(T ) = Ran φ(R) i JX Ker φ(T ) = Ker φ(R), φ ∈ H^∞, to JXE poluqaetsØ iz fflementov takogo ße vida i pod deæstviem teh ße operaciæ, qto i E (s zamenoæ T na R). Analogiqnoe utverßdenie verno dlØ JY i l¸bogo F ∈ Lat{R}^′. PolagaØ F = JXE, poluqaem JYJXE = E. •

Pereædem k giperinvariantnym podprostranstvam C_{·0}-sßatiæ.

54 M. F. GAMAL^

Lemma 6. Pust~ 1 6 ν 6 ∞, T0 − C0-sßatie i T = T0 ⊕ Sν . Esli

Lat{T_0}^′ – “prostaØ” rexetka, to Lat{T }^′ – “prostaØ” rexetka.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez K0 prostranstvo, v koto-

rom deæstvuet T_0, i qerez m – minimal~nyæ annulØtor C_0- sßatiØ T_0. Oqevidno, qto Ker m(T ) = ( K_0 0 ) . Otmetim, qto

Lat{T }^′ ⊂ Lat{T_0}^′ ⊕ Lat{S_ν }^′ [13] i Lat{S_ν }^′ = {ωH^2_ν , ω – vnu-

trennØØ funkciØ}. Dalee, esli A ∈ {T }^′, to A = ( A_0 B 0 A_1 ) , gde

A_0 ∈ {T_0}^′, A_1 ∈ {S_ν }^′ i B ∈ I(S_ν , T_0).

Pust~ E ∈ Lat{T }^′, togda E = ( E ωH^2_ν ) , gde E ∈ Lat{T_0}^′, ω –

vnutrennØØ funkciØ ili ω ≡ 0. DlØ l¸bogo A ∈ {T }^′ imeem: AE = ( A_0 B 0 A_1 ) ( E ωH^2_ν ) = ( A_0E + BωH^2_ν A_1ωH^2_ν ) ⊂ E, BωH^2_ν = Bω(S_ν )H^2_ν = ω(T_0 )BH^2_ν .

Tak kak A_0E ⊂ E, zakl¸qaem, qto ω(T_0)BH^2_ν ⊂ E dlØ l¸bogo B ∈ I(S_ν , T_0).

Pokaßem, qto ⋁ B∈I(S_ν ,T0) BH^2_ν = K_0.

Pust~ D – gil~bertovo prostranstvo, Θ ∈ H^∞(D → D) – harakteristiqeskaØ funkciØ sßatiØ T_0, K_Θ = H^2(D) ⊖ ΘH^2(D). Togda T_0 unitarno ffkvivalentno svoemu model~nomu operatoru T_Θ , deæstvu¸wemu v prostranstve K_Θ [6, 7], i dokazyvaemoe ravenstvo ffkvivalentno ravenstvu ⋁ B∈I(S_ν ,TΘ) BH^2_ν = K_Θ .

Dalee,

I(S_ν , T_Θ) = {B_Φ, Φ ∈ H^∞(C^ν → D), gde B_Φ h = P_ΘΦh, h ∈ H^2_ν },

P_Θ – ortogonal~nyæ proektor iz H^2(D) na K_Θ [6, VI.3.6; 7, V.1.24]. Pust~ {e_n}^ν_{n=1} i {d_m}^M_{m=1} – ortonormirovannye bazisy prostranstv C^ν i D, pust~ Φ_{nm} – postoØnnaØ funkciØ, takaØ, qto

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 55

Φ_{nm}e_n = d_m, Φ_{nm}e_j = 0 pri j ≠ n. Togda^μ ⋁ m=1 Φ_{nm}H^2_ν = H^2(D), pofftomu ⋁ B∈I(S_ν ,TΘ) BH^2_ν ⊃ μ⋁ m=1 B_{Φnm} H^2_ν = μ⋁ m=1 P_ΘΦ_{nm}H^2_ν = P_ΘH^2(D) = K_Θ .

Teper~ imeem:

Ran ω(T_0) = clos ω(T_0)K_0 = clos ω(T_0) ⋁ B∈I(S_ν ,T0) BH^2_ν = ⋁ B∈I(S_ν ,T0) ω(T_0)BH^2_ν ⊂ E.

Itak,

Lat{T }^′ = { ( E ωH^2_ν ) , gde E ∈ Lat{T_0}^′,

funkciØ ω vnutrennØØ ili ω ≡ 0, Ran ω(T_0) ⊂ E } . Pofftomu, esli E ∈ Lat{T }^′, to E = ( E ωH^2_ν ) = ( E 0 ) ∨ Ran ω(T ). Dalee, pust~ φ ∈ H^∞, togda, oqevidno, Ker φ(T ) = ( Ker φ(T_0 ) 0 ) , Ran φ(T ) = ( Ran φ(T_0) φH^2_ν ) , pofftomu ( Ran φ(T_0) 0 ) = Ran φ(T )∩ ( K_0 0 ) = Ran φ(T )∩Ker m(T ). Takim obrazom, prostran-

stva vida ( Ran φ(T_0) 0 ) i ( Ker φ(T_0 ) 0 ) , φ ∈ H^∞, prinadleßat rexetke, poroßdennoæ prostranstvami vida Ran φ(T ) i Ker φ(T ), gde φ ∈ H^∞.

Teper~ ispol~zuem to, qto rexetka Lat{T_0}^′ – “prostaØ”. Pust~ E = ( E ωH^2_ν ) ∈ Lat{T }^′, togda E ∈ Lat{T_0}^′ i E = ( E 0 ) ∨ Ran ω(T ). Tak kak E poluqaetsØ iz prostranstv vida

Ran φ(T_0) i Ker φ(T_0), φ ∈ H^∞, pod deæstviem operaciæ vzØtiØ

56 M. F. GAMAL^

verhneæ i nißneæ graneæ, to ( E 0 ) poluqaetsØ iz prostranstv

vida ( Ran φ(T_0) 0 ) i ( Ker φ(T_0) 0 ) , φ ∈ H^∞, pod deæstviem teh

ße operaciæ, a ffti poslednie prostranstva prinadleßat rexetke, poroßdennoæ prostranstvami vida Ran φ(T ) i Ker φ(T ),

φ ∈ H^∞. Takim obrazom, prostranstvo ( E 0 ) , a s nim i pro-

stranstvo E, prinadleßat rexetke, poroßdennoæ prostranstvami vida Ran φ(T ) i Ker φ(T ), φ ∈ H^∞. •

Teorema 2.1. Pust~ T ∈ C·0(C0, fin), T0 opredeleno v (∗), i pust~

Lat{T_0}^′ – “prostaØ” rexetka. Togda Lat{T }^′ – “prostaØ” rexet- ka. Teorema 2.2. Pust~ T , R ∈ C·0(C0 (P), fin), X ∈ I(T, R), X – de-

formaciØ. Togda J_X : Lat{T }^′ → Lat{R}^′ – izomorfizm rexetok.

Teorema 2.1 neposredstvenno vytekaet iz teoremy 1.1, lemm 2 i 6 i sledstviØ lemmy 3, teorema 2.2 – iz [7, IV.2.5 i VII.1.23], teorem 1.2 i 2.1, sledstviØ lemmy 3 i lemmy 4.

§3. Izomorfizmy rexetok invariantnyh podprostranstv i spleta¸wie operatory Pust~ T i R – absol¸tno nepreryvnye sßatiØ, X ∈ I(T, R).

Horoxo izvestno, qto esli suwestvu¸t operator Y , Y ∈ I(R, T ), i vnexnØØ funkciØ ρ, ρ ∈ H^∞, takie, qto XY = ρ(R) i Y X = ρ(T ), to otobraßenie J_X : Lat T → Lat R

ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok invariantnyh podprostranstv sßatiæ T i R. Takße legko videt~, qto esli T , R i X takovy, qto suwestvu¸t semeæstvo operatorov {Y_i}_i ⊂ I(R, T ) i semeæstvo funkciæ {δ_i}_i ⊂ H^∞, takie, qto ∧_i δ_i = 1, XY_i = δ_i(R) i Y_iX = δ_i(T ) dlØ vseh i, to J_X takße ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok Lat T i Lat R (sm. [9, 10] i ssylki tam, [11]). V fftom paragrafe budet pokazano, qto v nekotoryh sluqaØh ime¸t mesto obratnye utverßdeniØ.

Teorema 3.1. Pust~ T ∈ C·0(C0 (P), fin), J – ßordanova model~

sßatiØ T , X ∈ I(T, J), X – deformaciØ. Togda suwestvu¸t semeæ-

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 57 stvo operatorov {Y_i}_i ⊂ I(J, T ) i semeæstvo funkciæ {δ_i}_i ⊂ H^∞, takie, qto ∧_i δ_i = 1, XY_i = δ_i(J) i Y_iX = δ_i(T ).

Esli μ_T < ∞, to semeæstvo {Y_i}_i moßno vybrat~ sostoØwim iz dvuh operatorov.

Teorema 3.2. Pust~ T – C0-sßatie so svoæstvom (P), m – ego

minimal~nyæ annulØtor, J – ego ßordanova model~, X ∈ I(T, J), X – deformaciØ. Togda suwestvu¸t semeæstvo operatorov {Y_i}_i ⊂ I(J, T ) i semeæstvo funkciæ {δ_i}_i ⊂ H^∞ takie, qto ∧_i δ_i ∧ m = 1,

XY_i = δ_i(J) i Y_iX = δ_i(T ).

Esli μ_T < ∞, to suwestvuet operator Y , Y ∈ I(J, T ), i funkciØ δ, δ ∈ H^∞, takie, qto δ ∧ m = 1, XY = δ(J) i Y X = δ(T ).

Zameqanie. V dokazatel~stve teorem 3.1 i 3.2 ispol~zuetsØ

to, qto dlØ l¸boæ deformacii X, X ∈ I(T, J), otobraßenie J_X : Lat T → Lat J ØvlØetsØ izomorfizmom rexetok ([7, VII.1.21] i teorema 1.2).

Dokazatel~stvo teorem 3.1 i 3.2. Pust~ sßatie T deæstvuet v

prostranstve H, pust~ J =^∞ ∑ n=1 ⊕T_{θn} ⊕ S_k, gde θ_n ∈ H^∞, θ_{n+1} delit

θ_n dlØ vseh n,^∞ ⋀ n=1 θ_n = 1, k < ∞. Poloßim H_n = X^{−1}K_{θn} , T_n =

T |_{Hn} dlØ vseh n, H_∗ = X^{−1}H^2_k, T_∗ = T |_{H∗} , X_n = X|_{Hn} : H_n → K_{θn} dlØ vseh n, X_∗ = X|_{H∗} : H_∗ → H^2_k .

Tak kak J_X ØvletsØ izomorfizmom rexetok Lat T i Lat J, to dlØ l¸bogo E ∈ Lat J imeem clos X(X^{−1} E) = E, pofftomu X_n i X_∗ – deformacii. Oqevidno, qto X_n ∈ I(T_n, T_{θn} ) i X_∗ ∈ I(T_∗, S_k).

Tak kak T_{θn} – C_0-sßatie, a T_n ≺ T_{θn} , to T_n i T_{θn} kvazipodobny (sm. [6, III.4.6; 7, III.2.1]), pofftomu suwestvuet Y_n – deformaciØ, Y_n ∈ I(T_{θn} , T_n). Tak kak X_nY_n ∈ {T_{θn} }^′ i X_nY_n – deformaciØ, to suwestvuet funkciØ φ_n, φ_n ∈ H^∞, takaØ, qto X_nY_n = φ_n(T_{θn} ) i φ_n ∧ θ_n = 1 [7, III.1]. Horoxo izvestno (sm., naprimer [9, 10]), qto suwestvuet t_n ∈ C takoe, qto (φ_n + t_nθ_n) ∧ θ_1 = 1. Poloßim ψ_n = φ_n + t_nθ_n, togda

X_nY_n = ψ_n(T_{θn} ) i ψ_n ∧ θ_1 = 1.

Dalee, po teoreme 2.4 iz [4], suwestvu¸t Y_∗ ∈ I(S_k, T_∗) i ψ_∗ ∈ H^∞ takie, qto X_∗Y_∗ = ψ_∗(S_k) i ψ_∗ ∧ θ_1 = 1.

58 M. F. GAMAL^ Pust~ 1 6 N < ∞, poloßim ξ_{N,n} = θ_{N +1} ψ_∗^N ∏ m=1 m≠n ψ_n, n ¿ 1, ξ_{N,∗} =

θ_{N +1}^N ∏ m=1 ψ_n, rassmotrim operator

Z_N : ∞∑ n=1 ⊕K_{θn} ⊕ H^2_k → H, zadannyæ sledu¸wim obrazom: Z_N |_{Kθn} = Y_nξ_{N,n}(T_{θn} ), 1 6 n 6 N, Z_N |_{Kθn} = O, n > N, Z_N |_H2_k = Y_∗ξ_{N,∗}(S_k). Pokaßem, qto XZ_N = (θ_{N +1} Δ_N )(J), gde Δ_N = ψ_∗ N∏ n=1 ψ_n. Pust~ f_n ∈ K_{θn} , 1 6 n < ∞, h ∈ H^2_k. Togda Z_N (_∞∑ n=1 f_n + h ) = N∑ n=1 Z_N f_n + Z_N h i (XZ_N ) (_∞∑ n=1 f_n + h ) = N∑ n=1 X_nY_nξ_{N,n}(T_{θn} )f_n + X_∗Y_∗ξ_{N,∗}(S_k)h

= N∑ n=1 (ψ_nξ_{N,n})(T_{θn} )f_n + (ψ_∗ξ_{N,∗})(S_k )h

= N∑ n=1 (θ_{N +1} Δ_N )(T_{θn} )f_n + (θ_{N +1} Δ_N )(S_k)h.

S drugoæ storony,

(θ_{N +1} Δ_N )(J) (_∞∑ n=1 f_n + h ) = ∞∑ n=1 (θ_{N +1} Δ_N )(T_{θn} )f_n +(θ_{N +1} Δ_N )(S_k )h,

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 59 no, tak kak θ_n delit θ_{N +1} dlØ n > N , to (θ_{N +1} Δ_N )(T_{θn} ) = 0 dlØ n > N , i ravenstvo XZ_N = (θ_{N +1} Δ_N )(J) dokazano.

Dalee, po teoreme 2.4 iz [4] suwestvu¸t V_N ∈ I(S_k, T_∗) i η_N ∈ H^∞ takie, qto

X_∗V_N = η_N (S_k) i η_N ∧ Δ_N = 1.

Rassmotrim operator

W_N : ∞∑ n=1 ⊕K_{θn} ⊕ H^2_k → H, zadannyæ sledu¸wim obrazom: W_N | ∞P n=1 ⊕K_{θn} = O, WN |_H2_k = VN θ1(Sk). Legko videt~, qto XW_N = (η_N θ_1)(J).

Poloßim

{Y_i}_i = {Z_N }^∞_{N =1} ∪ {W_N }^∞_{N =1}, {δ_i}_i = {θ_{N +1} Δ_N }^∞_{N =1} ∪ {η_N θ_1}^∞_{N =1}.

Imeem: XY_i = δ_i(J), pokaßem, qto Y_i ∈ I(J, T ) i Y_iX = δ_i(T ). V samom dele, XY_iJ = δ_i(J)J = Jδ_i(J) = JXY_i = XT Y_i, otkuda X(Y_iJ − T Y_i) = 0, i, tak kak Ker X = {0}, zakl¸qaem, qto Y_iJ = T Y_i, to est~ Y_i ∈ I(J, T ). Takße imeem: XY_iX = δ_i(J)X = Xδ_i(T ), otkuda X(Y_iX − δ_i(T )) = 0 i Y_iX = δ_i(T ).

Ostalos~ proverit~, qto ∧_i δ_i = 1. DlØ fftogo snaqala pokaßem, qto θ_{N +1} Δ_N ∧ η_N θ_1 = θ_{N +1} .

Deæstvitel~no, θ_{N +1} Δ_N ∧ η_N θ_1 = θ_{N +1} (Δ_N ∧ η_N (θ_1/θ_{N +1} )), a tak kak, po postroeni¸, Δ_N ∧ η_N = 1 i Δ_N ∧ θ_1 = 1, poluqaem trebuemoe ravenstvo. Pust~ teper~ α = ∧_i δ_i, togda α delit θ_{N +1} dlØ

vseh N ¿ 1, sledovatel~no, α delit^∞ ⋀ N =1

θ_{N +1} , a po uslovi¸ teo-

remy^∞ ⋀ N =1

θ_{N +1} = 1, sledovatel~no, α = 1. PervaØ qast~ teoremy

3.1 dokazana.

Predpoloßim teper~, qto v usloviØh teoremy 3.1 μ_T < ∞. Togda suwestvuet N < ∞ takoe, qto θ_n ≡ 1 dlØ vseh n > N . V kaqestve operatorov {Y_i}_i voz~mem operatory Z_N i W_N . Kak bylo

60 M. F. GAMAL^ pokazano, θ_{N +1} Δ_N ∧ η_N θ_1 = θ_{N +1} , a v sootvetstvii s vyborom N spravedlivo ravenstvo θ_{N +1} = 1.

DlØ dokazatel~stva teoremy 3.2 sleduet rassmotret~ semeæstvo operatorov {Z_N }^∞_{N =1} , a v sluqae μ_T < ∞ – operator Z_N ,

gde N = μ_T . Imeem: (^∞⋀ N =1

θ_{N +1} Δ_N ) ∧ θ_1 =^∞ ⋀ N =1

(θ_{N +1} Δ_N ∧ θ_1) = ∞⋀ N =1

θ_{N +1} (Δ_N ∧ (θ_1/θ_{N +1} )) =^∞ ⋀ N =1

θ_{N +1} = 1, a v sluqae μ_T < ∞ ime-

em θ_{N +1} Δ_N ∧ θ_1 = Δ_N ∧ θ_1 = 1. Tak kak m = θ_1, trebuemye usloviØ vypolneny. •

§4. Kratnost~ spektra i harakteristika disc

V fftom paragrafe vyqislØetsØ kratnost~ spektra i harakteristika disc dlØ sßatiæ klassa C_{·0}(C_0, fin), u kotoryh C_0-qast~ otliqna ot nulØ. Sluqaæ, kogda C_0-qast~ takogo sßatiØ ravna nul¸, to est~ kogda sßatie ØvlØetsØ kvaziaffinnym preobrazovaniem odnostoronnego sdviga koneqnoæ kratnosti, rassmotren v [4, zameqanie 2.6].

Napomnim opredelenie harakteristiki disc (sm. [5]). Pust~ T – operator v prostranstve H, simvolom Cyc T budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh koneqnomernyh vosproizvodØwih podprostranstv operatora T : Cyc T = {E ⊂ H : dim E < ∞, ∞⋁ n=0 T^nE = H}. Na mnoßestve Cyc T zadadim funkci¸ f_T sledu¸wim obrazom: f_T (E) = min{dim E : E ∈ Cyc T, E ⊂ E}, E ∈ Cyc T. Togda disc T^{def}= sup{f_T (E) : E ∈ Cyc T }.

Esli μ_T = ∞, to disc T^{def}= ∞.

Oqevidno, qto μ_T 6 disc T .

Dokaßem prostoe, no poleznoe utverßdenie.

Lemma 7. Pust~ T i R – operatory, X ∈ I(T, R), JX : Lat T →

Lat R – izomorfizm rexetok i μ_T < ∞. Togda disc T 6 disc R.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim prostranstva, v kotoryh deæstvu-

¸t operatory T i R, qerez H i K.

OB ODNOM KLASSE C�0–SȷATI` 61 Pokaßem, qto f_T (E) = f_R(XE) dlØ l¸bogo prostranstva E ∈ Cyc T . Togda

disc R = sup{f_R(F ) : F ∈ Cyc R} ¿ sup{f_R(XE) : E ∈ Cyc T }

= sup{f_T (E) : E ∈ Cyc T } = disc T.

Tak kak X – deformaciØ, to dlØ l¸bogo E ∈ Cyc T imeem: XE ∈ Cyc R i dim E = dim XE; oqevidno, qto esli E ⊂ E, to XE ⊂ XE. Pust~ E ∈ Cyc T , F ∈ Cyc R i F ⊂ XE. Poloßim E = X^{−1}F , togda, oqevidno, E ⊂ E, dim E = dim F i XE = F . Pokaßem, qto E ∈ Cyc T . Deæstvitel~no, J_X (_∞⋁ n=0 T^nE ) = ∞⋁ n=0 XT^nE = ∞⋁ n=0 R^nF = K, s drugoæ storony, J_X H = K, i, tak kak J_X – biekciØ, zakl¸qaem,

qto H =^∞ ⋁ n=0 T^nE. • Napomnim, qto dlØ C_0-sßatiØ T_0 i qisla ν, 1 6 ν 6 ∞, verny sledu¸wie ravenstva: μ(T_0 ⊕ S_ν ) = μ(T_0) + ν [8]; esli T_0 ≠ O, to disc(T_0 ⊕ S_ν ) = μ(T_0) + ν [5, sledstvie 19].

Teorema 4.1. Pust~ T ∈ C·0(C0, fin), T0 i k opredeleny v (∗), i

pust~ T_0 ≠ O. Togda μ_T = disc T = μ(T_0) + k.

Dokazatel~stvo. Iz teoremy 1.1 sleduet, qto μT < ∞ togda i

tol~ko togda, kogda μ_{T0} < ∞. Esli μ_{T0} = ∞, utverßdenie teoremy oqevidno. Esli μ_{T0} < ∞, to T_0 obladaet svoæstvom (P) i moßno primenit~ teoremu 1.2 i lemmu 7. Imeem: μ(T_0 ⊕ S_k) 6 μ_T 6 disc T 6 disc(T_0 ⊕ S_k) = μ(T_0 ⊕ S_k). •

Literatura

1. B. Sz.-Nagy, Diagonalization of matrices over H1. — Acta Sci. Math. 38 (1976),

223–238.

2. M. Uchiyama, Hyperinvariant subspaces for contractions of class C�0. — Hokkaido

Math. J., 6 (1977), 260–272.

3. P. Y. Wu, The hyperinvariant subspace lattice of a contraction of class C�0. —

Proc. Amer. Math. Soc. 72 (1978), 527–530.

4. M. F. Gamal~, C�0-sßatiØ: ßordanova model~ i rexetki invariantnyh podprostranstv. — Algebra i analiz, 15, No. 5 (2003), 198–227.

5. N. K. Nikolskii and V. I. Vasjunin, Control subspaces of minimal dimensions,

unitary and model operators. — J. Operator Theory, 10 (1983), 307–330.

62 M. F. GAMAL^

6. B. Sekefal~vi-Nad~, Q. FoØx, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~- bertovom prostranstve. Mir, M. (1970).

7. H. Bercovici, Operator theory and arithmetic in H1. — AMS, Math. Surveys and

Monographs 26 (1988).

8. P. Y. Wu, C�0-contractions: cyclic vectors, commutants and Jordan models. — J.

Operator Theory, 5 (1981), 53–62.

9. V. V. Kapustin, Refleksivnost~ operatorov: obwie metody i kriteriæ dlØ poqti izometriqeskih sßatiæ. — Algebra i analiz 4 (1992), no.2, 141–160.

10. V. V. Kapustin, A. V. Lipin, Operatornye algebry i rexetki invariantnyh podprostranstv I,II. — Zapiski nauqn. semin. LOMI, 178 (1989), 23–56, 190 (1991), 110–147.

11. M. F. Gamal~, Rexetki invariantnyh podprostranstv kvaziaffinnyh preobrazovaniæ odnostoronnego sdviga koneqnoæ kratnosti. — Zap. nauqn. semin. POMI, 290 (2002), 27–32.

12. D. A. Herrero, Quasisimilarity does not preserve the hyperlattice. — Proc. Amer.

Math. Soc. 65 (1977), 80–84.

13. J. B. Conway and P. Y. Wu, The splitting of A(T1 � T2) and related questions. —

Indiana Univ. Math. J., 26 (1977), 41–56.

Gamal’ M. F. On a class of C_{·0}-contractions: hyperinvariant subspaces and intertwining operators.

A class of C_{·0}-contractions that is a generalization of the class of C_{·0}-contractions with finite defect indices is considered. The results of [2,3] for C_{·0}-contractions with finite defect indices are generalized: the lattices of hyperinvariant subspaces of such contraction T is isomorphic to that of its Jordan model and is generated by subspaces of the form Ker φ(T ) and Ran φ(T ), where φ ∈ H^∞. The form of the inverse to an isomorphism of the invariant subspace lattices given by an intertwining quasiaffinity is also studied. Next, for C_{·0}-contractions in question, the quantity disc related to the lattice of invariant subspaces is computed.

Postupilo 13 sentØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: gamal@pdmi.ras.ru