Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

E. S. Dubcov

OBRATNA˚ TEOREMA FATU DL˚ GLADKIH MER

1. Vvedenie

Rassmotrim vewestvennu¸ borelevsku¸ meru μ na R^n. Napomnim, qto integral Puassona mery μ zadaetsØ na poluprostranstve R^{n+1}_+ s pomow~¸ ravenstva u(x, y) = c_n ∫ Rn^{y(‖x − t‖2 + y2) n+12 dμ(t), x ∈ Rn, y > 0,} gde c_n – poloßitel~naØ normirovoqnaØ konstanta.

KlassiqeskaØ teorema Fatu utverßdaet, qto iz differenciruemosti mery μ v toqke ξ ∈ R^n moßno sdelat~ vyvody o povedenii funkcii u(x, y) pri (x, y) → (ξ, 0). Qtoby sformulirovat~ toqnye rezul~taty, napomnim sootvetstvu¸wie opredeleniØ. Pust~ |E| oboznaqaet meru Lebega mnoßestva E ⊂ R^n. Pri

ξ ∈ R^n i h > 0 ravenstvo Q_h(ξ) = {x ∈ R^n : |x_j − ξ_j | < h/2, j = 1, 2, . . ., n} zadaet kub s centrom ξ i dlinoæ rebra h > 0. Simvol Q_h budet ispol~zovat~sØ dlØ kuba, centr kotorogo ne zadan Øvno.

ProizvodnaØ mery μ v toqke ξ i simmetriqnaØ proizvodnaØ sootvetstvenno opredelØ¸tsØ ravenstvami

Dμ(ξ) = lim ξ∈Q_h , h→0 μ(Q_h) |Q_h| , D_{sym}μ(ξ) = lim_{h→0} μ(Q_h(ξ)) |Q_h(ξ)| pri uslovii, qto ukazannye predely suwestvu¸t.

Napomnim, qto ugol Xtol~ca s verxinoæ ξ ∈ R^n i rastvorom

α ∈ (0, +∞) zadaetsØ ravenstvom Δ_α(ξ) = {(x, y) ∈ R^{n+1}_+ : |x − ξ| <

Rabota podderßana grantom dlØ molodyh kandidatov nauk PD 02-1.1-7 Ministerstva obrazovaniØ RF. 90

OBRATNA˚ TEOREMA FATU 91 αy}. Esli lim (x,y)→(ξ,0) (x,y)∈Δ_α(ξ) u(x, y) = L dlØ vseh α > 0, to po opredeleni¸ v toqke ξ funkciØ u imeet nekasatel~nyæ predel L. V fftom sluqae budem ispol~zovat~ zapis~ lim_{(x,y)→>(ξ,0)} u(x, y) = L. Teorema Fatu. Pust~ u oboznaqaet integral Puassona mery μ i

L ∈ R._{1) Esli Dμ = L, to lim(x,y)→>(ξ,0) u(x, y) = L.}

2) Esli D_{sym}μ = L, to lim_{y→0+} u(ξ, y) = L.

ObratnaØ teorema Fatu. DlØ n = 1 L. L¸mis [4] pokazal,

qto poloßitel~nost~ mery μ ØvlØetsØ tauberovym usloviem, pri kotorom verny utverßdeniØ, obratnye k teoreme Fatu. V sluqae simmetriqnoæ proizvodnoæ U. Rudin [5] dokazal rezul~tat L. L¸misa dlØ neskol~kih peremennyh. Dalee, ȷ. Brossar i L. Xeval~e [1] poluqili obwie usloviØ, pri kotoryh imeet mesto obratnaØ teorema Fatu. V qastnosti, ukazannym uslovi- Øm udovletvorØ¸t poloßitel~nye mery. Nakonec, H. Karmona i H. Donaære [2] dokazali obratnu¸ teoremu Fatu dlØ mer Zigmunda na R. Takie mery, voobwe govorØ, ne udovletvorØ¸t usloviØm Brossara–Xeval~e.

Mery Zigmunda. Kuby Qh(ξ) i Qh(η) nazyva¸tsØ sosednimi,

esli |ξ_p − η_p| = h dlØ nekotorogo indeksa p i ξ_j = η_j pri j ≠ p.

Opredelenie. VewestvennaØ borelevskaØ mera μ na R^n nazyva-

etsØ meroæ Zigmunda, esli suwestvuet konstanta C > 0 takaØ, qto |μ(Q_+) − μ(Q_−)| 6 C|Q_+| dlØ vseh sosednih kubov Q_+, Q_− ⊂ R^n.

V odnomernom sluqae H. Karmona i H. Donaære [2] dokazali, v qastnosti, sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 1. Pust~ μ – vewestvennaØ mera Zigmunda na R^n.

Togda sledu¸wie svoæstva ffkvivalentny.

(i) D_{sym}μ(ξ) = +∞; (ii) Dμ(ξ) = +∞;

(iii) lim_{y→0+} u(ξ, y) = +∞;

92 E. S. DUBCOV

(iv) lim_{(x,y)→>(ξ,0)} u(x, y) = +∞.

Niße fftot fakt budet dokazan dlØ vseh razmernosteæ n ∈ N. Dalee, pri n = 1 H. Karmona i H. Donaære [2] dokazali, qto teorema Fatu polnost~¸ obratima dlØ malyh mer Zigmunda. VtoraØ cel~ nastoØweæ raboty – pokazat~, qto takaØ teorema verna dlØ vseh razmernosteæ n ∈ N.

Po opredeleni¸ mera Zigmunda nazyvaetsØ maloæ, esli

lim_{h→0} μ(Q_+) − μ(Q_−) |Q_+| = 0,

gde Q_+ i Q_− – proizvol~nye sosednie kuby s dlinoæ rebra h.

Predloßenie 2. Pust~ ξ ∈ R^n i pust~ μ — malaØ mera Zigmunda

na R^n. Togda suwestvovanie odnoæ iz sledu¸wih veliqin vleqet

suwestvovanie ostal~nyh i ih ravenstvo. (1) D_{sym}μ(ξ); (2) Dμ(ξ);

(3) lim_{y→0+} u(ξ, y); (4) lim_{(x,y)→>(ξ,0)} u(x, y). 2. Vspomogatel~nye rezul~taty

RegulØrnoæ kalibrovoqnoæ funkcieæ budem nazyvat~ neubyva¸- wu¸ ograniqennu¸ funkci¸ ω : (0, ∞) → (0, ∞) taku¸, qto funkciØ ω(t)/t^{1−ε} ubyvaet pri nekotorom ε > 0.

Po opredeleni¸ vewestvennaØ mera μ na R^n nazyvaetsØ ωmeroæ Zigmunda, esli suwestvuet poloßitel~naØ konstanta C takaØ, qto |μ(Q_+) − μ(Q_−)| ≤ Cω ( |Q_+|^{1/n} ) |Q_+| dlØ vseh par sosednih kubov Q_+, Q_− ⊂ R^n. Odnim iz kl¸qevyh xagov v dal~neæxih rassußdeniØh budet implikaciØ (a) ⇒ (b) v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3 ([3]). Rassmotrim vewestvennu¸ meru μ na R^n i regu-

lØrnu¸ kalibrovoqnu¸ funkci¸ ω. Pust~ u oboznaqaet garmoniqeskoe prodolßenie mery μ. Togda sledu¸wie svoæstva ravnosil~ny.

(a) μ ØvlØetsØ ω-meroæ Zigmunda.

(b) Suwestvuet poloßitel~naØ konstanta C > 0 takaØ, qto

y|∇u(x, y)| ≤ Cω(y) dlØ vseh toqek (x, y) ∈ R^{n+1}_+ .

OBRATNA˚ TEOREMA FATU 93 Bezuslovno, sformulirovannyæ rezul~tat primen&im k meram Zigmunda. Sledu¸wee nabl¸denie pokazyvaet, qto teorema 3 takße moßet byt~ ispol~zovana pri izuqenii malyh mer Zigmunda.

Lemma 4. Predpoloßim, qto funkciØ φ : (0, ∞) → (0, ∞) ogra-

niqena i φ(0+) = 0. Togda suwestvuet regulØrnaØ kalibrovoqnaØ funkciØ ω : (0, ∞) → (0, ∞) takaØ, qto ω(0+) = 0 i ω(x) > φ(x) dlØ vseh x > 0.

Dokazatel~stvo. 1. Postroenie stupenqatoæ maßoranty. Obo-

znaqim I_0 = [1, ∞) i I_j = [2^{−j}, 2^{−j+1}), j ∈ N. Pri x ∈ I_j poloßim

Φ(x) = sup{φ(t) : t ∈ I_j }. Takim obrazom, Φ(0+) = 0 i Φ(x) > φ(x)

pri x > 0. Vvedem vspomogatel~noe oboznaqenie

J = {j > 0 : funkciØ Φ imeet razryv v toqke 2^{−j}}.

2. RegulØrizaciØ. Poloßim ω(x) = Φ(x) pri x > 2^{−j1}, gde j_1 – minimal~nyæ fflement mnoßestva J. Dal~neæxie postroeniØ vypolnim po indukcii.

Na (k + 1)-m xage predpoloßim, qto dlØ nekotorogo j_k ∈ J funkciØ ω(x) uße opredelena pri x > 2^{−jk} i ω(2^{−jk} ) = Φ(2^{−jk} ). Vyberem konstantu c_k taku¸, qto Φ(2^{−jk} ) = c_k2^{−jk/2}. Prodolßim grafik funkcii ω(x) vlevo ot toqki 2^{−jk} , dvigaØs~ po grafiku funkcii c_k √ x. Esli Φ(x) 6 c_k √ x dlØ vseh x ∈ (0, 2^{−jk} ], to postroenie funkcii ω zaverxeno. Inaqe dvißenie po grafiku funkcii c_k √ x zaverxaetsØ v blißaæxeæ toqke pereseqeniØ s grafikom funkcii Φ(x). S fftogo momenta i do blißaæxeæ (sleva) toqki vida 2^{−j}, j ∈ J, po opredeleni¸ ω(x) sovpadaet s Φ(x). Nakonec, poloßim j_{k+1} = j. Indukcionnyæ perehod zaverxen.

DlØ zaverxeniØ rassußdeniØ otmetim, qto qastnoe ω(x)/ √ x ubyvaet, tak kak posledovatel~nost~ c_k vozrastaet. �

3. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1. Implikacii (ii) ⇒ (i) i (iv) ⇒

(iii) oqevidny. Dokaßem implikaci¸ (iii) ⇒ (ii).

Zafiksiruem toqku ξ ∈ R^n i rassmotrim kub Q = Q_h ⊂ R^n takoæ, qto ξ ∈ Q. Primenim formulu Grina k garmoniqeskim

94 E. S. DUBCOV funkciØm u(x, y) i y v parallepipede Q × [ε, h] ⊂ R^{n+1}_+ . Poluqaem | | | ∫ Q u(x, ε) dx − ∫ Q u(x, h) dx | | | 6 | | | ∫ Q h ∂u ∂n (x, h) dx | | | + | | | ∫ Q ε ∂u ∂n (x, ε) dx | | |

+ | | | | ∫ ∂Q×[ε,h] y ∂u ∂n (x^′, y) dΣ(x^′, y) | | | | , (G) gde x^′ ∈ ∂Q i dΣ oboznaqaet sootvetstvu¸wu¸ poverhnostnu¸ meru.

UstremlØØ ε k nul¸, s pomow~¸ teoremy 3 nahodim | | |μ(Q) − ∫ Q u(x, h) dx | | | 6 Ch^n. Dalee, svoæstvo (b) iz teoremy 3 garantiruet, qto |u(x, h) − u(ξ, h)| 6 C pri x ∈ Q. Sledovatel~no, |μ(Q) − u(ξ, h)h^n| 6 Ch^n, inymi slovami, | | | μ(Q) |Q| − u(ξ, h) | | 6 C. Takim obrazom, (iii) ⇒ (ii). Otmetim, qto izloßennoe rassußdenie takße pokazyvaet, qto (ii) ⇒ (iii).

Nakonec, dokaßem implikaci¸ (i) ⇒ (iv). Zafiksiruem α > 0 i kub Q = Q_h(ξ) ⊂ R^n. Predpoloßim, qto |x − ξ| < αh. PovtorØØ rassußdeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve implikacii (iii) ⇒ (ii), poluqaem | | μ(Q) |Q| − u(x, h) | | 6 C(α). Takim obrazom, (i) ⇔ (iv). �

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2. V silu predloßeniØ 1 moßno

predpolagat~, qto rassmatrivaemye predely koneqny. Implikacii (2) ⇒ (1) i (4) ⇒ (3) oqevidny, a svoæstva (1) ⇒ (3) i (2) ⇒ (4) vypolneny v silu teoremy Fatu. Itak, dokaßem implikaci¸ (3) ⇒ (2).

OBRATNA˚ TEOREMA FATU 95 Zafiksiruem toqku ξ ∈ R^n i rassmotrim kub Q = Q_h ⊂ R^n takoæ, qto ξ ∈ Q. UstremlØØ ε k nul¸ v ocenke (G), s pomow~¸ lemmy 4 i teoremy 3 poluqaem μ(Q) − ∫ Q u(x, h) dx = ∘(h^n) pri h → 0. DlØ x ∈ Q v silu svoæstva (b) imeem u(x, h) − u(ξ, h) = ∘(1) pri h → 0. Takim obrazom,

lim_{h→0} ( μ(Q) |Q| − u(ξ, h) ) = 0,

qto zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ. �

Literatura

1. J. Brossard et L. Chevalier, Problème de Fatou ponctuel et dérivabilité des mesures. — Acta Math. 164, No. 3–4 (1990), 237–263.

2. J. J. Carmona and J. J. Donaire, The converse of Fatou’s theorem for Zygmund measures. — Pacific J. Math. 191, No. 2 (1999), 207–222.

3. E. Doubtsov and A. Nicolau, Symmetric and Zygmund measures in several variables. — Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 52, No. 1 (2002), 153–177. 4. L. H. Loomis, The converse of the Fatou theorem for positive harmonic functions. — Trans. Amer. Math. Soc. 53 (1943), 239–250.

5. W. Rudin, Tauberian theorems for positive harmonic functions. — Nederl. Akad. Wetensch. Indag. Math. 40, No. 3 (1978), 376–384.

Dubtsov E. S. The converse of the Fatou theorem for smooth measures.

We prove the converse of the Fatou theorem for small Zygmund measures defined on the Euclidean space.

Postupilo 1 sentØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ed@ED8307.spb.edu