Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

E. KorotØev, A. Kucenko

OBRATNA˚ ZADAQA DL˚ DISKRETNOGO PERIODIQESKOGO OPERATORA XR´DINGERA 1.Vvedenie

V rabote izuqa¸tsØ izospektral~nye mnoßestva dlØ diskretnogo (N + 1)-periodiqeskogo operatora Xrœdingera. Pri malyh neqœtnyh potencialah izospektral~nye mnoßestva v osnovnom sostoØt iz 2^{N+1}2 fflementov, a pri bol~xih potencialah iz (N + 1)! fflementov. Bolee togo, v rabote dana asimptotika kraœv zon spektra fftogo operatora v sluqae bol~xih po norme potencialov i v sluqae malyh po norme neqœtnyh potencialov.

Rassmotrim periodiqeskiæ operator Xrœdingera

(Ly)_n = y_{n−1} + y_{n+1} + q_ny_n, n ∈ Z, y ∈ l^2(Z).

Zdes~ potencial {q_n}^∞_{n=−∞} est~ vewestvennaØ (N +1)-periodiqeskaØ posledovatel~nost~, q_{n+N +1} = q_n, n ∈ Z. Vvedœm prostranstvo potencialov q ≡ {q_n}^{N +1}_1 ∈ Q ≡ { q ∈ R^{N +1} :^{N +1∑}_1 qn = 0^},

‖q‖^2 = N +1∑

n=1 q^2_n.

(1.1)

Horoxo izvestno, qto spektr operatora L absol¸tno nepreryven i sostoit iz (N +1)-æ zony σ_n = σ_n(q) = [λ^+_n , λ^−_{n+1}], n = 0, 1, . . . , N , gde λ^±_n = λ^±_n (q) kraØ zon i λ^+_0 < λ^−_1 6 λ^+_1 < . . . < λ^−_N 6 λ^+_N < λ^−_{N +1} . �ti zony otdeleny drug ot druga lakunami γ_n = γ_n(q) = (λ^−_n , λ^+_n ) dliny |γ_n| ¿ 0. Lakuny mogut byt~ vyroßdennymi: |γ_n| = 0.

Vvedœm fundamental~nye rexeniØ φ_n(λ, q) i ϑ_n(λ, q), n ∈ Z, uravneniØ

y_{n−1} + y_{n+1} + q_ny_n = λy_n, λ ∈ C , n ∈ Z, (1.2)

s naqal~nymi usloviØmi φ_0(λ, q) ≡ ϑ_1(λ, q) ≡ 0, φ_1(λ, q) ≡ ϑ_0(λ, q) ≡ 1. 96

OBRATNA˚ ZADAQA 97 FunkciØ Δ(λ, q) = φ_{N +2} (λ, q) + ϑ_{N +1}(λ, q) nazyvaetsØ funkcieæ LØpunova dlØ operatora L. Vidno, qto Δ, φ_n i ϑ_n, n ¿ 1, ØvlØ- ¸tsØ polinomami ot (λ, q) ∈ C^{N +1} . Spektr operatora L nahoditsØ po formule σ(q) = {λ ∈ R: |Δ(λ, q)| 6 2}, i zametim qto (−1)^{N +1−n}Δ(λ^±_n , q) = 2, n = 0, . . . , N + 1.

Vvedœm parametry, kotorye okazyva¸tsØ oqen~ udobnymi dlØ opisaniØ povedeniØ spektra pri razliqnyh potencialah. DlØ kaßdogo n = 1, . . . , N naædœtsØ toqka λ_n = λ_n(q) ∈ [λ^−_n , λ^+_n ] takaØ, qto Δ^′(λ_n, q) = 0, Δ^{′′}(λ_n, q) ≠ 0, (−1)^{N +1−n}Δ(λ_n, q) ¿ 2. (1.3)

Zdes~ i niße my budem ispol~zovat~ oboznaqenie (^′) = ∂/∂λ. Opredelim otobraßenie h : Q → R^N, h(q) = {h_n(q)}^N_1 po formule

Δ(λ_n, q) = 2(−1)^{N +1−n} cosh h_n, h_n ¿ 0. (1.4)

Po dannym h odnoznaqno vosstanavlivaetsØ funkciØ LØpunova Δ, kotoraØ opredelØet spektr σ. �to znaqit, qto h, Δ, σ nahodØtsØ drug s drugom vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii, to est~ σ(q) = σ(p) ⇔ h(q) = h(p) ⇔ Δ(·, q) ≡ Δ(·, p). (1.5) Otobraßenie h est~ nekotoryæ analog otobraßeniØ Marqenko– Ostrovskogo v sluqae nepreryvnogo operatora Xrœdingera (sm. [1]). Vvidu takoæ tesnoæ svØzi so spektrom, vaßnym voprosom predstavlØetsØ izuqenie “osobennosteæ” i oblasteæ lokal~nogo i global~nogo izomorfizma otobraßeniØ h.

Polinom Δ imeet razloßenie

Φ(q) = {ϕ_n(q)}^N_1 ,

Δ(λ, q) = λ^{N +1} + ϕ_1(q)λ^{N−1} + ϕ_2(q)λ^{N−2} + . . . + ϕ_N (q)

(1.6)

dlØ nekotoryh polinomov ϕ_n(q), q ∈ Q. Togda opredelitel~ proizvodnoæ Frexe det d_qΦ(q) – toße polinom. Vvedœm mnoßestvo

S = {q ∈ Q : det d_qΦ(q) = 0}. (1.7)

OkazyvaetsØ, qto poverhnost~ S sostoit iz “osobennosteæ” otobraßeniØ h.

98 E. KOROT˚EV, A. KUCENKO

Predloßenie 1.1. Opredelitel~ det dqh ne raven nul¸ togda i

tol~ko togda, kogda q ∉ S. Bolee togo, esli q ∉ S, to h_n(q) > 0 dlØ vseh n.

Bol~xie po norme potencialy. PervaØ teorema budet pokazy-

vat~ povedenie granic zon spektra i asimptotiku dlin fftih zon pri bol~xih po norme potencialah. Oboznaqim qerez M_n predstavlenie gruppy perestanovok S_n razmernosti n v prostranstve (n × n)-matric:

M_n = {M_ω : M_ωq = {q_{ω(j)}}^n_{j=1}, ω ∈ S_n, q ∈ R^n}. (1.8)

Teorema 1.2. Pust~ p ∈ Q i p1 6 p2 6 . . . 6 pN +1 . Predpoloßim,

qto p_{n−1} < p_n < p_{n+1} dlØ nekotorogo n, 2 6 n 6 N ili p_1 < p_2, n = 1, ili p_N < p_{N +1}, n = N + 1. Togda pri q = M p, M ∈ M_n verny sledu¸wie asimptotiki pri t → +∞: λ^+_{n−1}(tq) = p_nt − ( 1 p_n − q_{m−1} + 1 p_n − q_{m+1} ) t^{−1} + O(t^{−2}),

p_n = q_m,

(1.9)

|σ_n(tq)| = λ^−_n (tq)−λ^+_{n−1}(tq) = 4t^{−N} ∏ j≠n |p_j −p_n|^{−1} +O(t^{−N−1}). (1.10)

Teper~ posmotrim na povedenie poverhnosti S pri bol~xih po norme potencialah.

Teorema 1.3. Predpoloßim, qto ε = inf_{n≠m} |qm − qn| > 0 dlØ neko-

torogo q ∈ Q. Togda tq ∉ S dlØ l¸bogo t >^4_{N !}

(_3 2ε )_N . Dalee budem iskat~ oblasti global~nogo izomorfizma dlØ otobraßeniØ h. Vvedœm mnoßestva Z_ε = {q ∈ Q: ‖q‖ < 1, inf_{n≠m} |q_n − q_m| > ε}, Z^0_ε = {q ∈ Z_ε : q_1 < . . . < q_{N +1}}, ε > 0.

(1.11)

Togda Z_ε = ⋃ ω∈S_N+1 Z_ε(ω), gde Z_ε(ω) = M_ω Z^0_ε , M_ω ∈ M_{N +1} (sm.

(1.8)). Mnoßestva Z_ε(ω) otkryty, vypukly i nepusty pri 0 < ε < N^{− 32} . Takße vvedœm mnoßestvo Z_{t,ε}(ω) = {p = sq : q ∈ Z_ε(ω), s > t}. (1.12)

OBRATNA˚ ZADAQA 99

Teorema 1.4. (i) DlØ l¸bogo ω ∈ SN +1 , l¸bogo 0 < ε < N^{− 3}2 su-

westvuet takoe t > 0, qto otobraßenie h : Z_{t,ε}(ω) → h(Z_{t,ε}(ω)) ØvlØetsØ vewestvennym analitiqeskim izomorfizmom.

(ii) DlØ l¸bogo h^∗ ∈ R^N suwestvuet takoe t > 0, qto poluprØmaØ {h^∗ + s · 1_0, s > t} soderßitsØ v h(Q) i kaßdaØ toqka fftoæ poluprØmoæ imeet v toqnosti (N +1)! proobrazov v Q. Zdes~ 1_0 = (1, . . . , 1).

Na osnovanii izloßennyh faktov i ih dokazatel~stv moßno pokazat~, qto pri bol~xih potencialah vsØ poverhnost~ S asimptotiqeski sosredotoqena v koniqeskoæ okrestnosti kaßdoæ iz ploskosteæ {q ∈ Q : q_i = q_j, i ≠ j}. Na beskoneqnosti ffti okrestnosti razbiva¸t Q na (N + 1)! oblasteæ global~nogo izomorfizma dlØ otobraßeniØ h. Pri fftom obraz kaßdoæ iz fftih oblasteæ primerno odin i tot ße, v tom smysle qto σ(q) ≈ σ(M q), M ∈ M_{N +1} dlØ q ∈ Z_{t,ε}(ω), ω ∈ S_{N +1} pri bol~xih t. V punkte (ii) posledneæ teoremy daœtsØ qastiqnoe opisanie obraza.

Malye po norme neqœtnye potencialy. Opredelim prostran-

stvo neqœtnyh potencialov

Q^{odd} = {q ∈ R^{N +1} : q_{N +2−n} = −q_n, n = 1, . . . , N }, N + 1 = 2k, k ∈ N. (1.13)

Vvedœm ortonormirovannyæ bazis e_m i koordinaty q̂_m v prostranstve Q^{odd}:

e_m = 2^{− δk,m}2 √ k { sin (2n − 1)mπ 2k }_{2k} n=1 ,

q = k∑ m=1 q̂_me_m, q ∈ Q^{odd},

(1.14)

zdes~ δ – simvol Kronekera. V sluqae q ∈ Q^{odd} my imeem h_{k−n}(q) = h_{k+n}(q), n = 1, . . . , k − 1. Pofftomu moßno sqitat~, qto h : Q^{odd} → R^k, vzØv h = {h_n}^k_1 . Dalee pri q ∈ Q^{odd} vse ϕ_{2n} toßdestvenno ravny nul¸, i moßno sqitat~, qto Φ : Q^{odd} → R^k (sm. (1.6)). VzØv proizvodnu¸ Frexe takogo otobraßeniØ d_qΦ, poloßim S = {q ∈ Q^{odd} : det d_qΦ(q) = 0} (sm. (1.7)). V itoge dlØ novyh h i S v sluqae q ∈ Q^{odd} osta¸tsØ vernymi utverßdenie (1.5) i predloßenie 1.1.

100 E. KOROT˚EV, A. KUCENKO

PervaØ teorema daœt asimptotiku h i granic spektral~nyh lakun operatora L pri malyh q ∈ Q^{odd}. Rezul~tat zapisan dlØ pervyh k lakun, dlØ ostal~nyh ße λ^±_{k−n}(q) = −λ^±_{k+n}(q), 1 6 n 6 k − 1, q ∈ Q^{odd}.

Teorema 1.5. Pri 1 6 n 6 k imeet mesto asimptotika

(λ^±_n (q) + 2 cos πn 2k )^2 = 2^{δk,n} 4k q̂^2_n + O(‖q‖^3), ‖q‖ → 0, (1.15)

h^2_n(q) = 2^{δk,n} k 4 sin^{2 πn}_{2k} q̂^2_n + O(‖q‖^4), ‖q‖ → 0, (1.16)

zdes~ δ – simvol Kronekera.

Zameqatel~no to, qto kaßdaØ koordinata spektral~nyh dannyh v otdel~nosti asimptotiqeski vedœt sebØ nezavisimo i pozvolØet primerno “naæti” sootvetstvu¸wu¸ koordinatu potenciala.

Vvedœm mnoßestvo potencialov s odinakovym spektrom Iso(q) = {p ∈ Q^{odd} : σ(q) = σ(p)}. (1.17)

Teorema 1.6. Pust~ q ∈ Q^{odd} i q̂n ≠ 0 dlØ vseh n = 1, . . . , k. Togda

suwestvuet takoe t_0 = t_0(q) > 0, qto p ∉ S i #Iso(p) = 2^k dlØ kaßdogo p ∈ (0, t_0q).

To est~ moßno pokazat~, qto okolo toqki 0 listy poverhnosti S asimptotiqeski vedut sebØ kak ortogonal~nye drug drugu ploskosti {q ∈ Q^{odd} : q̂_n = 0}, n = 1, . . . , k. Na beskoneqnosti ße v sluqae neqœtnyh potencialov verny rezul~taty, analogiqnye teoreme 1.4. Razliqie v povedenii nabl¸daetsØ i v koliqestve fflementov mnoßestva Iso, okolo toqki 0 ono v osnovnom sostoit iz 2^k fflementov, a na ∞ v osnovnom iz 2^kk! fflementov.

Literatura

1. V. A. Marqenko, Operatory Xturma–LiuvillØ i ih priloßeniØ. Naukova dumka, Kiev (1977).

2. P. van Moerbeke, The spectrum of Jacobi matrices. — Invent. Math. 37, No. 1 (1976), 45–81.

3. Y. Last, On the measure of gaps and spectra for discrete 1D Schrodinger operators. — Comm. Math. Phys. 149, No. 2 (1992), 347–360.

4. E. Korotyaev, I. Krasovsky, Spectral estimates for periodic Jacobi matrices. — Comm. Math. Phys. 234, No. 3 (2003), 517–532.

5. L. Perkolab, An inverse problem for a periodic Jacobi matrix. — Teor. Funk.

Funk. Anal. Prilozh. 42 (1984), 107–121.

OBRATNA˚ ZADAQA 101 Korotyaev E., Kutsenko A. Inverse problem for the discrete periodic Schrödinger operator.

We study the isospectral sets for the discrete 1D Schrödinger operator

on Zwith a N+1 periodic potential. We show that for small odd poten-

tials the isospectral set consists of 2^{(N +1)/2} elements, while for the large potentials the isospectral set consists of (N + 1)! elements. Moreover, the asymptotics of the end of the spectrum of the Schrödinger operator for small (and large) potentials are determined.

Postupilo 20 aprelØ 2004 g.

Institut für Mathematik, Humboldt Universität zu Berlin, Germany E-mail: ek@mathematik.hu-berlin.de

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet,

Institut für Mathematik, Universität Potsdam E-mail: kucenko@math.uni-potsdam.de