Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

A. A. Mekler

O POLUGRUPPE MODUL˚RNYH FUNKCI` S OPERACIE` INVOLıCII

Zametka posvØwena nekotorym svoæstvam kvazivypuklyh funkciæ i ih kompoziciæ. Funkcii predpolaga¸tsØ zadannymi na nekotorom otrezke I, soderßawem 0 ili ∞; v qastnosti, I moßet byt~ poloßitel~noæ poluos~¸ R_+.

Opredelenie 1. Poloßitel~naØ funkciØ ϕ(t), t ∈ I, nazyvaetsØ

kvazivognutoæ, esli i ona i dvoæstvennaØ s neæ funkciØ ϕ^⊥(t) := t/ϕ(t) vozrasta¸t.

Kvazivognutye funkcii igra¸t vaßnu¸ rol~ v teorii approksimacii (moduli nepreryvnosti), v interpolØcii lineænyh operatorov (konstrukciØ Kal~derona–Lozanovskogo), v teorii operatorov (norma operatorov rastØßeniØ i indeksy Boæda) i v izuqenii geometriqeskih svoæstv simmetriqnyh (perestanovoqno invariantnyh) prostranstv izmerimyh funkciæ, zadannyh na odnom i tom ße otrezke I s obyqnoæ meroæ Lebega.

Tak kak vdali ot 0 i ∞ vse takie funkcii ffkvivalentny, interesno lix~ ih povedenie vblizi fftih kraænih toqek. Bolee togo, vvodØ preobrazovanie ϕ −→ ψ s pomow~¸ formuly

ψ(u) = uϕ(1/u), my vsegda moßem svesti izuqenie svoæstv funk-

cii ϕ vblizi ∞ k izuqeni¸ sootvetstvu¸wih svoæstv funkcii ψ vblizi nulØ (ili naoborot). Pofftomu v dal~neæxem my zanimaemsØ lix~ kvazivognutymi funkciØmi na otrezke I = [0, 1].

Napomnim, qto dve funkcii F i G nazyva¸tsØ ffkvivalentnymi (zapis~ F ∼ G), esli oni opredeleny na odnom mnoßestve Q i suwestvuet postoØnnaØ c ≥ 1 takaØ, qto c^{−1}G(t) ≤ F (t) ≤ cG(t) pri vseh t ∈ Q.

VsØkaØ poloßitel~naØ vozrasta¸waØ vognutaØ funkciØ na intervale I budet i kvazivognutoæ. S drugoæ storony, horoxo izvestno (sm., naprimer, [1]), qto vsØkaØ kvazivognutaØ funkciØ ϕ ffkvivalentna vozrasta¸weæ vognutoæ, naprimer, svoeæ naimen~- 121

122 A. A. MEKLER xeæ vognutoæ maßorante ^ϕ,

^ϕ(t) = sup {_n∑ i=1 λ_iϕ(t_i) : λ_i ≥ 0, i = 1, . . . , n; n∑ i=1 λ_i = 1, n∑ i=1 λ_i · t_i = t, n ≥ 1 } . Moßno dokazat~ (sm. [1]), qto ϕ(t) 6 ^ϕ(t) 6 2ϕ(t), t ∈ I.

Vo mnogih simmetriqnyh prostranstvah E (naprimer, v prostranstvah Orliqa, Lorenca ili Marcinkeviqa, sm. [1]) vyqislenie normy operatora rastØßeniØ D_sf(t) = f(t/s) svoditsØ k analizu norm funkciæ D_sχ_{[0,u]} (gde χ_{[0,u]}(t) – harakteristiqeskaØ funkciØ otrezka [0, u]), a toqnee, – k ocenkam veliqiny

sup_{u∈I}^{ϕ(s·u)}_{ϕ(u)} kak funkcii ot s. Zdes~ ϕ(t) = ϕ_E (u) = ‖χ_{[0,u]}‖_E – tak

nazyvaemaØ fundamental~naØ funkciØ simmetriqnogo prostranstva E (sm. [1]). Fundamental~naØ funkciØ vsegda kvazivognuta [1]; rabotaØ nad stat~eæ, avtor preßde vsego imel v vidu vnesti nekotoryæ vklad v izuqenie povedeniØ vblizi nulØ takih neubyva¸wih funkciæ.

Vse rassmotrennye niße tipy takogo povedeniØ oqevidnym obrazom budut ustoæqivy otnositel~no ffkvivalentnosti ∼. Pofftomu bez poteri obwnosti my v dal~neæxem ograniqimsØ funkciØmi s dopolnitel~nymi svoæstvami, dela¸wimi rabotu s nimi udobnoæ.

Opredelenie 2. VognutaØ funkciØ ψ, ψ(0) = 0, ψ(1) = 1, nazy-

vaetsØ modulØrnoæ funkciæ Marcinkeviqa (kratko, M -funkcieæ), esli kak ψ, tak i funkciØ ψ^⊥(t) :=^t_{ψ(t)} , 0 < t ≤ 1, ψ^⊥(0) = 0, strogo vozrasta¸t i nepreryvny v nule.

Oboznaqim mnoßestvo vseh M -funkciæ qerez M. Sleduet podqerknut~, qto vsØkaØ funkciØ ψ ∈ M udovletvorØet neravenstvam r · ψ(t) ≤ ψ(r · t); 0 ≤ t, r ≤ 1 (1) (sm., naprimer, [1]), kotorye vaßny dlØ dal~neæxego.

Vvedem klassy

P_r = { ψ ∈ M : lim_{s→0} lim sup_{t↓0}^{ψ(s · t)}_{ψ(t)} < 1^},

O POLUGRUPPE MODUL˚RNYH FUNKCI` 123

P^r = { ψ ∈ M : lim_{s→0} lim sup_{t↓0}^{s · ψ(t)}_{ψ(s · t)} < 1^},

P^{(0)} = { ψ ∈ M : lim_{n→∞} lim sup_{t↓0}^{ψ(t)}_{ψ(t/n)} < ∞^},

P^{(1)} = { ψ ∈ M : lim_{n→∞} lim sup_{t↓0}^{nψ(t/n)}_{ψ(t)} < ∞^},

a takße, imeØ v vidu primer ψ(t) = t^α, α ∈ [0, 1], rassmotrim semeæstvo

P_α = { ψ ∈ M : lim sup_{t↓0}^{ψ(s · t)}_{ψ(t)} ∼ s^{α}}, 0 ≤ α ≤ 1.

(V sluqae α = 0 polagaem 0^0 = 0.)

Zameqanie. Vse ffti klassy vaßny, naprimer, po sledu¸wim

priqinam.

1. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [1]), qto ψ ∈ P_r (ψ ∈ P^r) togda i tol~ko togda, kogda prostranstvo Marcinkeviqa M_ψ (prostranstvo Lorenca Λ_ψ), poroßdennoe funkcieæ ψ, obladaet vaßnym dlØ interpolØcii svoæstvom Hardi–Littlvuda (ego moßno vyrazit~ tak:^{ψ(t)}_t ∈ M_ψ; sootvetstvenno,^{ψ(t)}_t ∈ Λ_ψ). 2. Iz [2, 3] sleduet, qto ψ ∈ P^{(1)} togda i tol~ko togda, kogda singulØrnaØ qast~ prostranstva, dvoæstvennogo s M_ψ, izomorfna prostranstvu s additivnoæ normoæ.

3. Teorema A (sm. [4]). Pust~ φ – M -funkciØ, a α ∈ [0, 1]. Sledu-

¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) φ ∈ P_α.

(ii) Suwestvuet M -funkciØ ψ ∼ φ, kotoraØ regulØrno izmenØet-

sØ v nule s pokazatelem α (sm., naprimer, [5]). Poslednee oznaqaet, qto lim_{t↓0} ψ(s · t)/ψ(t) = s^α pri vseh s ∈ [0, 1]. Nam ponadobØtsØ neskol~ko prostyh utverßdeniæ.

Lemma 1. Esli ψ – M -funkciØ, to ψ ∈ Pr (ψ ∈ P^r ) togda i tol~ko

togda, kogda lim inf_{t↓0}^{ψ(2t)}_{ψ(t)} >1 (sootvetstvenno, lim sup_{t↓0}^{ψ(2t)}_{ψ(t)} <2).

Dokazatel~stvo. �to nemedlenno vytekaet iz sootnoxeniæ ψ(st) ψ(t) = ψ(st) ψ(^{st}_2 ) · ψ(^{st}_2 ) ψ(t) ≤ ψ(st) ψ(^{st}_2 ) · ψ(^t_2 ) ψ(t) , vypolnØ¸wihsØ dlØ l¸byh s, t ∈ (0, 1]. �

124 A. A. MEKLER

Lemma 2. Verny ravenstva P^{(i)} = Pi, i = 0, 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ c > 1 – takaØ postoØnnaØ, qto c^{−1}s ≤

lim sup_{t↓0}^{ψ(st)}_{ψ(t)} ≤ cs, 0 ≤ s ≤ 1. DlØ zadannogo n ≥ 1 voz~mem s ≥ n.

Togda v silu (1) imeem

lim sup t↓0 nψ(t/n) ψ(t) ≤ lim sup_{t↓0} ψ(s^{−1}t) s^{−1}ψ(t) ≤ c, otkuda P_1 ⊂ P^{(1)}. Obratnoe vkl¸qenie spravedlivo po tem ße priqinam. �

PolugruppovaØ struktura na mnoßestve M

Pust~ U (x, y), x > 0, y > 0 – neotricatel~naØ odnorodnaØ funkciØ, vognutaØ po otdel~nosti otnositel~no x i y. Togda

U (x, y) = yU (x/y, 1), gde funkciØ U (t, 1) vognuta i, sledovatel~no,

kvazivognuta. SleduØ A. P. Kal~deronu [6] i G. ˚. Lozanovskomu [7], dlØ podhodØweæ banahovoæ pary (E_0, E_1) rexetok moßno opredelit~ promeßutoqnoe prostranstvo U (E_0, E_1), kotoroe moßno snabdit~ normoæ banahovoæ rexetki:

U (E_0, E_1) = { x ∈ E_0 + E_1 : ‖x‖ = = inf{λ, |x| 6 λU (x_0, x_1), x_i ∈ E_i, ‖x_i‖_{Ei} 6 1, i = 0, 1} } . DlØ pary (L_1, L_∞) prostranstvo E := U (L_1, L_∞) budet simmetriqnym s fundamental~noæ funkcieæ ϕ_E (t) = U (t, 1).

Primeniv konstrukci¸ Kal~derona–Lozanovskogo ewe raz k pare (E, L_∞) s drugoæ funkcieæ V (x, y) togo ße tipa, poluqim novoe simmetriqnoe prostranstvo F = V (E, L_∞) =

V (U (L_1, L_∞), L_∞) = W (L_1, L_∞). Zdes~ W (x, y) = V (U (x, y), y) i W (t, 1) = V (U (t, 1), 1). Sledovatel~no, fundamental~naØ funkciØ ϕ_F (t) sovpadaet s ϕ_V (ϕ_U (t)).

�to zameqanie opravdyvaet izuqenie sledu¸weæ polugruppovoæ operacii na M: ψ ∘ φ(t) = ψ(φ(t)), t ∈ I. PonØtno, qto (M, ∘) – deæstvitel~no polugruppa. V dal~neæxem qerez ψ, φ oboznaqa¸tsØ ee fflementy.

O POLUGRUPPE MODUL˚RNYH FUNKCI` 125

Teorema 3. I. ψ ∘ φ ∈ Pr togda i tol~ko togda, kogda ψ ∈ Pr, φ ∈ P_r. II. ψ ∘ φ ∈ P_1 togda i tol~ko togda, kogda ψ ∈ P_1, φ ∈ P_1.

Dokazatel~stvo. I. Predpoloßim, qto ψ ∈ Pr, φ ∈ Pr . Togda

naædutsØ qisla ε ∈ (0, 1) i δ ∈ (0, 1/2] takie, qto ψ(2t) ≥ (1+ε)ψ(t) i φ(2t) ≥ (1 + ε)φ(t) pri 0 ≤ t ≤ δ. PrimenØØ (1) k ψ, vidim, qto ψ ( φ(2t) ) ≥ ψ ( (1 + ε)φ(t) ) ≥ (1 + ε)^2ψ ( φ(t) ) pri t ∈ [0, δ], tak qto ψ ∘ φ ∈ P_r po lemme 1.

Obratno, pust~ ψ ∘ φ ∈ P_r. Predpoloßim, qto^{φ(2tn)}_{φ(tn)} ↓ 1 dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti {t_n} ⊂ (0, 1/2], t_n ↓ 0. Togda iz (1) poluqaem sledu¸wee sootnoxenie dlØ ψ: 1 ≤ (ψ ∘ φ)(2t_n) (ψ ∘ φ)(t_n) = ψ (_{φ(2tn)} φ(t_n) · φ(tn) ) ψ ( φ(t_n) ) ≤ φ(2t^n) φ(t_n) ↓ 1,

a ffto protivoreqit lemme 1. Predpoloßim teper~, qto^{ψ(2tn)}_{ψ(tn)} ↓ 1 dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti {t_n} ⊂ (0, 1/2], t_n ↓ 0. Tak kak M -funkciØ φ strogo vozrastaet, to suwestvuet obratnaØ funkciØ φ^{−1}, kotoraØ pri fftom vypukla na [0, 1]. Pofftomu, esli poloßit~ s_n = φ^{−1}(2t_n)/2, to v silu monotonnosti obeih funkciæ ψ i φ dlØ kaßdogo n ≥ 1 imeem 1 ≤ (ψ ∘ φ)(2s_n) (ψ ∘ φ)(s_n) = ψ(2t_n) ψ ( φ(^φ �1_{(2tn)2} ) ) ≤ ψ(2t^n) ψ ( φ(φ^{−1}(t_n))

) = ψ(2t^n) ψ(t_n) ↓ 1. �to snova protivoreqit lemme 1. Tem samym dokazano pervoe utverßdenie.

II. V silu (1), zdes~ nußdaetsØ v proverke lix~ pravoe neravenstvo v sootnoxenii ffkvivalentnosti, opredelØ¸wem klass

P_1. Predpoloßim, qto ψ, φ ∈ P_1, t.e. lim sup_{t↓0}^{ψ(st)}_{ψ(t)} ≤ c · s,

lim sup_{t↓0}^{φ(st)}_{φ(t)} ≤ c · s, s ∈ [0, 1], c > 1. Togda dlØ kaßdogo fik-

sirovannogo s ∈ [0, 1] i kaßdogo ε ∈ (0, 1) suwestvuet qislo

δ = δ(s, ε) > 0 takoe, qto^{ψ(st)}_{ψ(t)} ≤ c · (1 + ε) · s,^{φ(st)}_{φ(t)} ≤ c · (1 + ε) · s pri 0 < t ≤ δ. Poskol~ku funkciØ φ nepreryvna v nule, neravenstva

126 A. A. MEKLER

0 < φ(t) ≤ δ toße vypolnØ¸tsØ pri l¸bom t, 0 < t ≤ δ_0 ≤ δ, tak

qto iz (1) i monotonnosti funkcii ψ poluqaetsØ (ψ ∘ φ)(st) = ψ ( φ(st) φ(t) φ(t) ) ≤ c · (1 + ε) · ψ ( s · φ(t) ) ≤ c^2 · (1 + ε)^2 · s · (ψ ∘ φ)(t)

vsØkiæ raz, kogda 0 < t ≤ δ_0. Ots¸da

lim sup t↓0 (ψ ∘ φ)(st) (ψ ∘ φ)(t) ≤ c · (1 + ε)^2 · s.

Znaqit, ψ ∘ φ ∈ P_1.

Predpoloßim teper~, qto ψ ∘ φ ∈ P_1. Togda dlØ nekotoroæ postoØnnoæ c > 1 vypolnØetsØ sledu¸wee: dlØ kaßdogo s ∈ (0, 1] suwestvuet qislo δ = δ(s) takoe, qto neravenstva ψ ( φ(s · t) ) ≤ c · s · ψ ( φ(t) ) vypolnØ¸tsØ dlØ vsØkogo t, 0 ≤ t ≤ δ(s).

Esli predpoloßit~, qto φ /∈ P_1, to moßno posledovatel~no vybrat~ qisla s_o, t_o ∈ (0, 1] tak, qtoby s_o ≤ c^{−2}, t_o ≤ δ(s_o) i

φ(s_o · t_o) > c^2 · s_o · φ(t_o). Poskol~ku funkciØ ψ strogo monotonna,

neravenstvo (1) daet v fftom sluqae cs_oψ ( φ(t_o) ) ≥ ψ ( φ(s_ot_o) ) = = ψ ( φ(s_ot_o) φ(t_o) φ(t_o) ) > ψ ( c^2s_oφ(t_o) ) ≥ c^2s_oψ ( φ(t_o) ) . Protivoreqie.

Esli ße ψ /∈ P_1, to suwestvuet qislo s_o ∈ (0, 1) takoe, qto

lim sup_{t↓0}^{ψ(so·t)}

s_o·ψ(t) > c. Vyberem to ∈ (0, δ(so)) tak, qtoby ψ(s_o·t_o) s_o·ψ(t_o) > c. StrogaØ monotonnost~ nepreryvnoæ i vognutoæ funkcii φ pozvolØet nam poloßit~ t_1 =^φ �1_{(so·to)} s_o . Tak kak dlØ M -funkcii φ

neravenstvo^{φ(t)}_t ≥ 1 oqevidnym obrazom vypolnØetsØ dlØ vsØkogo t ∈ [0, 1], to

t_1 = s_o · t_1 s_o ≤ φ(s_o · t_1) s_o = s_o · t_o s_o = t_o, tak qto t_1 ∈ (0, δ(s_o)). No tak kak obe M -funkcii ψ i φ monotonny,

O POLUGRUPPE MODUL˚RNYH FUNKCI` 127 poluqaem c ≥ ψ ( φ(s_ot_1) ) s_o · ψ ( φ(t_1)

) = ψ(s^o · t^o) s_o · ψ ( φ(t_1) ) ≥ ψ(s^o · t^o) s_o · ψ ( φ(t_o) ) > c – protivoreqie. �

Sledstvie 4. Oboznaqim Pr = M\Pr , P1 = M\P1. Togda ψ∘φ ∈ Pr

(ψ ∘ φ ∈ P_1) v tom i tol~ko tom sluqae, esli po kraæneæ mere odna

iz M -funkciæ ψ ili φ soderßitsØ v P_r (sootvetstvenno, v P_1).

Zameqanie. Sledstvie 4 interesno s toqki zreniØ stat~i [8],

v kotoroæ bylo dokazano, qto na prostranstve Marcinkeviqa

M_ψ suwestvuet singulØrnyæ simmetriqnyæ funkcional togda i

tol~ko togda, kogda ψ ∈ P_r.

Teorema 5. I. Vkl¸qenie ψ ∘ φ ∈ P^r vypolneno, esli po kraæneæ

mere odna iz M -funkciæ ψ i φ soderßitsØ v P^r .

II. ψ ∘ φ ∈ P_0 togda i tol~ko togda, kogda po kraæneæ mere odna

iz M -funkciæ ψ i φ soderßitsØ v P_0.

Dokazatel~stvo. I. Predpoloßim, qto ψ ∈ P^r , a φ – proizvol~-

naØ M -funkciØ, i pokaßem, qto ψ ∘ φ ∈ P^r . Poskol~ku strogo vozrasta¸waØ i nepreryvnaØ M -funkciØ φ obratima i φ(0) = 0, my moßem poloßit~ φ^{−1}(s) = 2t. Neravenstva (1) dlØ φ i monotonnost~ M -funkcii ψ da¸t

lim sup t↓0 ψ ( φ(2t) ) ψ ( φ(t) ) = lim sup_{s↓0} ψ(s) ψ ( φ(^φ �1_{(s)2} ) ) ≤

≤ lim sup_{s↓0} ψ(s) ψ (_{φ(φ}�_{1(s))} 2 ) = lim sup_{s↓0} ψ(s) ψ(^s_2 ) < 2. Takim obrazom, ψ ∘ φ ∈ P^r v silu lemmy 1. Teper~ predpoloßim, qto φ ∈ P^r , a ψ – proizvol~naØ M -funkciØ, i dokaßem, qto ψ∘φ ∈

P^r . Iz lemmy 1 vyvodim, qto lim sup_{t↓0}^{φ(2t)}_{φ(t)} := a ∈ [1, 2). Esli ε

takovo, qto a + ε < 2, to suwestvuet δ = δ(ε), 0 < δ < 1/2, dlØ kotorogo pri 0 < t < δ verny ocenki (ψ ∘ φ)(2t) (ψ ∘ φ)(t) = ψ (_{φ(2t)} φ(t) φ(t) ) ψ ( φ(t) ) ≤ ψ ( (a + ε)φ(t) ) ψ ( φ(t) ) ≤ (a + ε),

128 A. A. MEKLER otkuda lim sup_{t↓0}^{(ψ∘φ)(2t)}_{(ψ∘φ)(t)} < 2. Snova primenima lemma 1.

Zameqanie. Byvaet tak, qto ψ ∘ φ ∈ P^r i, tem ne menee, ψ /∈ P^r , φ /∈ P^r . II. V silu monotonnosti M -funkciæ nam nado proverit~ lix~ levoe neravenstvo v otnoxenii ffkvivalentnosti, opredelØ¸wem klass P_0. Pust~ ψ ∈ P_0, t.e. suwestvuet postoØnnaØ c > 1 takaØ, qto lim sup_{t↓0}^{ψ(st)}_{ψ(t)} ≥ c^{−1}. Tak kak M -funkciØ φ nepreryvna v nule, v silu formuly (1) dlØ φ i monotonnosti funkcii ψ poluqaem

c^{−1} ≤ lim sup_{t↓0} ψ ( s · φ(t) ) ψ ( φ(t) ) ≤ lim sup_{t↓0} ψ ( φ(s · t) ) ψ ( φ(t) ) , t.e. ψ∘φ ∈ P_0. Pust~ teper~ φ ∈ P_0, t.e. dlØ nekotoroæ postoØnnoæ

c > 1 i l¸bogo qisla s ∈ (0, 1) naædetsØ posledovatel~nost~ {t_n = t_n(s)} ↓ 0 takaØ, qto^{φ(stn)}_{φ(tn)} ≥ c^{−1}, n ≥ 1. Zafiksiruem qislo s, 0 < s < 1. Iz monotonnosti i iz formuly (1) dlØ ψ poluqaem (ψ ∘ φ)(st_n) (ψ ∘ φ)(t_n) = ψ (_{φ(stn)} φ(t_n) φ(tn) ) ψ ( φ(t_n) ) ≥

≥ ψ ( c^{−1}φ(t_n) ) ψ ( φ(t_n) ) ≥ c^{−1} ψ ( φ(t_n) ) ψ ( φ(t_n) ) = c^{−1}, n ≥ 1, t.e. ψ ∘ φ ∈ P_0.

Obratno, predpoloßim, qto ψ ∘φ ∈ P_0. Esli verny oba sootnoxeniØ ψ /∈ P_0, φ /∈ P_0, to suwestvu¸t posledovatel~nosti u_n ↓ 0 i v_n ↓ 0 takie, qto lim n→∞ lim sup t↓0 ψ(u_nt) ψ(t) = lim_{n→∞} lim sup_{t↓0} φ(v_nt) φ(t) = 0.

Bolee togo, moßno napisat~ lim n→∞ lim sup t↓0 ψ(s_nt) ψ(t) = lim_{n→∞} lim sup_{t↓0} φ(s_nt) φ(t) = 0 = lim_{n→∞} s_n,

gde s_n := min(u_n, v_n), n ≥ 1.

O POLUGRUPPE MODUL˚RNYH FUNKCI` 129 Voz~mem proizvol~noe qislo ε > 0 i zafiksiruem posledovatel~no s_{nε} i v_ε tak, qtoby pri n ≥ n_ε, 0 < v ≤ v_ε vypolnØlos~ neravenstvo^{ψ(sn·v)}_{ψ(v)} ≤ ε. Poskol~ku M -funkciØ φ nepreryvna v nule i φ(0) = 0, moßno vybrat~ m_ε > n_ε i u_ε < v_ε tak, qtoby pri m ≥ m_ε i 0 < u ≤ u_ε vypolnØlis~ neravenstva^{φ(sm·u)}_{φ(u)} ≤ s_{nε} ,

φ(u) ≤ v_ε. V silu monotonnosti funkcii ψ, pri fftih m i u imeem (ψ ∘ φ)(s_m u) (ψ ∘ φ)(u) = ψ (_{φ(smu)} φ(u) φ(u) ) ψ ( φ(u) ) ≤ ψ ( s_{nε} φ(u) ) ψ ( φ(u) ) ≤ ε.

Takim obrazom, lim_{n→∞} lim sup_{t↓0}^{(ψ∘φ)(snt)}_{(ψ∘φ)(t)} = 0 vopreki uslovi¸

ψ ∘ φ ∈ P_0. �

KompoziciØ i dvoæstvennost~ dlØ klassov ffkvivalentnosti

Rassmotrim faktor-prostranstvo M prostranstva M po otnoxeni¸ ffkvivalentnosti ∼. Klass ffkvivalentnosti, soderßawiæ M -funkci¸ ψ, oboznaqim qerez Ψ. Oqevidno, qto kompozicii dvuh poparno ffkvivalentnyh funkciæ sami ffkvivalentny, pofftomu na M moßno vvesti strukturu polugruppy: esli Ψ, Φ ∈ M, oboznaqim qerez Ψ ∘ Φ (edinstvennyæ) fflement mnoßestva M, soderßawiæ ψ ∘ φ dlØ nekotoryh ψ ∈ Ψ, φ ∈ Φ.

DlØ proizvol~noæ kvazivognutoæ funkcii ξ oboznaqim qerez

ξ_∗ naimen~xu¸ vognutu¸ maßorantu ^ξ^⊥ dlØ ξ^⊥. Oqevidno, qto ξ_{∗∗} := (ξ_∗)_∗ ∼ ξ; oqevidno takße , qto ψ_∗ ∈ M vsØkiæ raz, kogda

ψ ∈ M. Funkci¸ ψ∗ budem nazyvat~ M -funkcieæ, dvoæstvennoæ

s ψ.

Pust~ Ψ – proizvol~nyæ fflement mnoßestva M i pust~ ψ ∈ Ψ. Poskol~ku ψ_{∗∗} ∼ ψ, otobraßenie ψ → ψ_∗ oqevidnym obrazom prodolßaetsØ do otobraßeniØ Ψ → Ψ_∗ na mnoßestve M, gde qerez

Ψ_∗ oboznaqim klass ffkvivalentnosti, soderßawiæ ψ_∗, dlØ pro-

izvol~noæ funkcii ψ ∈ Ψ. Klass Ψ_∗ nazyvaetsØ dvoæstvennym dlØ Ψ (v M). Otobraßenie Ψ −→ Ψ_∗, razumeetsØ, ØvlØetsØ invol¸cieæ na M.

Podmnoßestvo P ⊂ M nazyvaetsØ M -svoæstvom, esli P = ⋃ ψ∈P Ψ (v M). M -svoæstvo P_∗ = ⋃ ψ∈P Ψ_∗ nazyvaetsØ dvoæstven-

nym s P. ˚sno, qto P_{∗∗} = P.

130 A. A. MEKLER

Teorema 6. Mnoßestva Pr i P^r , a takße mnoßestva Pα i P1−α,

0 ≤ α ≤ 1 – dvoæstvennye po otnoxeni¸ drug k drugu M -svoæstva.

Bolee togo, dlØ vsØkogo α, 0 ≤ α ≤ 1, spravedlivy vkl¸qeniØ P_α ⊂ P_r (pri α ≠ 0) i P_α ⊂ P^r (pri α ≠ 1).

Dokazatel~stvo. Dvoæstvennost~ meßdu Pr i P^r horoxo izvest-

na (sm., naprimer, [1]). Esli ψ ∼ φ, to prostranstva Marcinkeviqa, poroßdennye fftimi M -funkciØmi, sovpada¸t po sostavu fflementov: M_ψ = M_φ. Tak kak svoæstvo P_r dlØ ψ ffkvivalentno vkl¸qeni¸^{ψ(t)}_t ∈ M_ψ, vidim, qto funkcii ψ i φ mogut prinadleßat~ ili net mnoßestvu P_r tol~ko vmeste. Takim obrazom, P_r ØvlØetsØ M -svoæstvom; iz dvoæstvennosti meßdu P_r i P^r vytekaet, qto i P^r – M -svoæstvo.

Vse mnoßestva P_α, 0 ≤ α ≤ 1, ØvlØ¸tsØ M -svoæstvami, poskol~ku, oqevidnym obrazom, oni zamknuty otnositel~no ffkvivalentnosti.

Esli ψ ∈ P_α dlØ nekotorogo α, 0 ≤ α ≤ 1, to funkciØ φ, regulØrno menØ¸waØsØ v nule s pokazatelem α, suwestvovanie kotoroæ garantiruetsØ teoremoæ A, ffkvivalentna funkcii ψ, tak qto φ^⊥ ∼ ψ^⊥. S drugoæ storony,

lim_{t↓0} φ^⊥(s · t) φ^⊥(t) = s · lim_{t↓0} φ(t) φ(s · t) = s^{1−α}, tak qto verny ffkvivalentnosti ψ^⊥ ∼ ψ_∗ ∼ φ_∗ ∼ φ^⊥. Sledovatel~- no, ψ_∗ ∈ P_{1−α}.

Teper~ v silu opredeleniæ M -svoæstv P_r, P^r i P_α, 0 ≤ α ≤ 1, vkl¸qeniØ P_α ⊂ P_r (pri α ≠ 0) i P_α ⊂ P^r (pri α ≠ 1) srazu sledu¸t iz teoremy A. �

Zameqanie. Vkl¸qenie P^{(1)} ⊂ Pr (ffkvivalentnoe vkl¸qeni¸

P_1 ⊂ P_r v silu lemmy 2) bylo otmeqeno v [3].

Bylo by interesno naprØmu¸ (s pomow~¸ kakoæ-nibud~ formuly) svØzat~ kompozici¸ i dvoæstvennost~ v M.

Literatura

1. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. M. Semenov, InterpolØciØ lineænyh operatorov. M. Nauka, 1978.

2. G. ˚. Lozanovskiæ, O predstavlenii lineænyh funkcionalov v prostranstvah Marcinkeviqa. — IzvestiØ VUZov, Matematika 1 (1978), 43–53.

O POLUGRUPPE MODUL˚RNYH FUNKCI` 131 3. ı. A. Abramoviq, O polu-M-prostranstvah de `onga i ih primenenii k prostranstvam Marcinkeviqa. — Funkc. analiz, Meßvuz. sbornik nauqn. trudov, Ul~Ønovsk (1979), 3–10.

4. E. V. Abakumov, A. A. Mekler, A concave regularly varying leader for equiconcave functions. — J. Math. Anal. Appl. 187 (1994), 943–951.

5. N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels, Regular Variations. Cambridge University Press, Cambridge (1987).

6. A. P. Calderon, Spaces between L1 and L1, and the theorem of Marcinkiewicz.

— Studia Math. 26 (1966), 273–295.

7. G. ˚. Lozanovskiæ, O banahovyh strukturah Kal~derona. — Dokl. AN SSSR 172, No. 5 (1967), 1018–1020.

8. P. G. Dodds, B. de Pagter, E. M. Semenov, F. A. Sukochev, Symmetric functionals and singular traces. — Positivity 2 (1998), 47–75.

Mekler A. A. On a semigroup of Marcinkiewicz modulars with involution.

The set M of all concave Marcinkiewicz modulars on [0, 1] is a semigroup with respect to the usual composition of functions. It is established that some properties of modulars (which are of importance in interpolation and in general Banach space theory) distinguish subsets of M that form ideals of the semigroup. These ideals turn out to be in a natural duality relation, which is also studied.

Postupilo 20 noØbrØ 2004 g.

Johnsbacher Weg 18, 01279, Dresden, FRG E-mail: alexandre.mekler@freenet.de