Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

N. A. Xirokov

ZAMEQANIE O MAKSIMUME MODUL˚ ANALITIQESKO` FUNKCII NA GRANICE

DlØ funkcii f, nepreryvnoæ na ediniqnoæ okrußnosti T, i dugi I ⊂ T poloßim M_f (I) = max_I |f|. V dannoæ zametke my nahodim, qto meßdu veliqinami M_f (I) i M_f (J) pri I ⊂ J ⊂ T dlØ nekotoryh klassov analitiqeskih funkciæ imeetsØ zavisimost~.

Preßde vsego zametim, qto dlØ mnogih klassov funkciæ nikakoæ zavisimosti net. Naprimer, esli I æ≠J, to v disk-algebre C_A vseh analitiqeskih v ediniqnom kruge D i nepreryvnyh v zamykanii D funkciæ moßno naæti takie funkcii f_0, qto veliqina M_{f0} (I) skol~ ugodno mala, a M_{f0} (J) = ‖f_0‖_{CA} . Esli my rassmatrivaem na Tdvustoronnie klassy Gœl~dera H^α(T), to Øsno, qto ime¸tsØ funkcii f_1 ∈ H^α(T), dlØ kotoryh f_1|_I ≡ 0, M_{f1} (J) > 0. Edinstvennoe, qto moßno utverßdat~ dlØ dvustoronnih klassov Gœl~dera, naprimer, pri |J_0| = 2|I_0|, |I| – dlina dugi I, I_0 i J_0 ime¸t obwu¸ seredinu, qto

M_{f1} (J_0) 6 M_{f1} (I_0) + C_{f1} |I_0|^α.

Esli M_f (I_0) 6 C_f |I_0|^α (naprimer, esli 0 < α < 1) i f(z_0 ) = 0, to M_f (J_0) 6 C_f |I_0|^α, i ffto edinstvennoe ograniqenie na M_f (J_0).

SituaciØ menØetsØ, kogda my rassmatrivaem analitiqeskie klassy Gœl~dera. Poloßim

v_f (I) = log^α ( |I|^α M_f (I) + 2 ) , f ∈ C(T), I ⊂ T. (1) Harakteristika v_f (I) velika pri M_f (I) malom v sravnenii s |I|^α.

Oboznaqim analitiqeskiæ klass Gœl~dera qerez Λ^α. Dalee dlØ kratkosti dlØ dug J i I, |J| = C|I|, ime¸wih obwu¸ seredinu, budem ispol~zovat~ oboznaqenie J = CI.

Teorema 1. Pust~ f ∈ Λ^α, ‖f‖Λα = 1. Suwestvuet postoØnnaØ 149

150 N. A. XIROKOV C_0(α), zavisØwaØ lix~ ot α takaØ, qto

M_f (2I) 6 C_0(α) |I|^α + M_f (I) v_f (I)

. (2)

Iz opredeleniØ (1) vidno, qto pri M_f (I) ¿ |I_0|^α veliqina v_f (I) ograniqena i togda ocenka (2) ne uluqxaet ocenki v dvuhstoronnem klasse H^α(T). Esli ße, naprimer, M_f (I_0) 6 exp(−1/|I_0|^t), 0 < t < 1, to s nekotoroæ postoØnnoæ c_1 = c_1(α, f), vypolneno M_f (2I_0) 6 c_1|I_0|^{(1+t) α}. OkazyvaetsØ, dalee, qto ocenka (2) v opredelennom smysle neuluqxaema.

Teorema 2. Pust~ α > 0, {Vn}^∞_{n=0} – proizvol~naØ posledovatel~-

nost~, V_n > 0, V_n → +∞, g(t) – poloßitel~naØ ubyva¸waØ funkciØ na (0, 2π] takaØ, qto lim_{t→+0}t^αg(t) = 0. (*)

Togda suwestvu¸t funkciØ f_0 ∈ Λ^α, postoØnnye c_2 > 0 i mnoßestvo diz¨¸nktnyh dug {I_{n,l}}^∞_{n,l=0} okrußnosti Ttakie, qto v_{f0} (I_{n,l}) = V_ng(|I_{n,l}|), n, l = 0, 1, . . ., (3) i M_{f0} (2I_{n,l}) ¿ c_2 |I_{n,l}|^α v_{f0} (I_{n,l}) , n, l = 0, 1, . . .. (4) Zameqanie. Summiruemost~ funkcii log |f0| na okrußnosti T

vleqet, qto moßet suwestvovat~ lix~ koneqnoe koliqestvo diz¨- ¸nktnyh dug I_{n,l} takih, qto max_{In,l} |f_0| 6 exp(−c_3/|I_{n,l}|), qto vleklo by v_{f0} (I_{n,l}) ¿ c_4/|I_{n,l}|^α, pofftomu uslovie (∗), naloßennoe na funkci¸ g, neuluqxaemo pri postroenii primera so svoæstvami (3) i (4).

Dokazatel~stvo teoremy 1. Primenim teoremu 1 iz [1, gl. 1].

Iz nee sleduet, qto suwestvuet postoØnnaØ c_5(α), ne zavisØwaØ ot funkcii f i toqki z i takaØ, qto esli f ∈ Λ^α, ‖f‖_Λα = 1, z ∈ D, z ≠ 0, I(z) = {e^{iθ} : |θ − arg z| 6 π(1 − |z|)}, Mf (z) = max_{I(z)} |f| i M_f (z) ¿ (1 − |z|)^α, to ∫ T | | log | |M^f (z) f(ξ) ‖ ‖ 1 − |z|^2 |ξ − z|^2 |dξ| 6 c_5(α). (5)

ZAMEQANIE O MAKSIMUME MODUL˚ 151 Voz~mem toqku z_0 ∈ 2I taku¸, qto |f(z_0 )| = max_{2I} |f|^{def}= M , i pust~ z_1 = (1 − M^{1/ α})z_0. Togda (1 − |z_1|)^α = M 6 M_f (z_1), pofftomu (5) vleqet neravenstvo ∫ I log ( 2M |f(ξ)| ) · M^{1/ α} |ξ − z_1|^2 |dξ| 6 c^′(α). (6) Pust~ max_I |f| = m, togda^M_{|f (ξ)|} ¿^M_m pri ξ ∈ I, |ξ −z_1| 6 2|I|+M^{1/ α}, i iz (6) nahodim log 2M m · M^{1/ α} · |I| (M^{1/ α} + 2|I|)^2 6 c_6(α). (7)

Esli M ¿ c_7(α)|I|^α s nekotoroæ postoØnnoæ c_7(α) (skaßem, pri 0 < α 6 1 moßno vzØt~ c_7(α) = 2 ·

(_3 2 )_α ), to m ¿ c_8(α) · |I|^α v silu togo, qto ‖f‖_Λα = 1, i togda sootnoxenie (2) vypolneno. Esli ße M < c_7(α) · |I|^α, to (7) vleqet neravenstvo log 2M m · M^{1/ α} 6 c_8(α)|I| ili log 2M m · ( M m )_{1/ α} 6

c_8(α) ( |I|^α m )_{1/ α} , M m ( log 2M m )_α 6 c_9(α)· |I|^α m . (8)

Pust~ t =^M_m ¿ 1. Togda rassmotrenie funkcii x · (log 2x)^α privodit k zakl¸qeni¸, qto iz ocenki t·(log 2t)^α 6 B pri t ¿ 1 sleduet, qto t 6 c^{′′}(α)B/ log^α(B + 2), pofftomu (8) vleqet M m 6 c10(α) ·^{|I|α/m} log^α(2 + |I|^α/m) qto i daet (2). Teorema 1 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Vyberem qisla εn,l > 0 tak, qtoby

vypolnØlis~ sootnoxeniØ ∞∑ n,l=0 V^{1/ α}_n g^{1/ α}(ε_{n,l}) · ε_{n,l} < ∞, (9) ∞∑ n,l=0 ε^{1/2}_{n,l} < π 2 , (10) ∞∑ n,l=0 ε^{1/2}_{n,l} log ε_{n,l} < ∞ . (11)

152 N. A. XIROKOV �to vozmoßno v silu usloviØ (∗) v uslovii teoremy 2. Pomestim, pol~zuØs~ sootnoxeniem (10), na duge {e^{iθ} : 0 6 θ 6 π} takie diz¨¸nktnye dugi 2J_{n,l}, qto |J_{n,l}| = ε^{1/2}_{n,l} (12) i toqka {1} ØvlØetsØ ih edinstvennoæ toqkoæ sguweniØ.

Pust~ dugi I_{n,l} ime¸t tu ße seredinu, qto i J_{n,l}, i |I_{n,l}| = ε_{n,l}. V dal~neæxem postroenii budem polagat~ 0 < α < 1; sluqaæ

α ¿ 1 trebuet neskol~ko bolee trudnyh tehniqeskih detaleæ,

odnako ne otliqaetsØ principial~no.

Opredelim sledu¸wu¸ neotricatel~nu¸ funkci¸ φ(z) pri

z ∈ T. Esli 2J = {e^{iθ} : θ0 6 θ 6 θ1} – blißaæxaØ iz dug {2Jn,l} k

toqke {−1}, to polagaem Γ = {e^{iθ} : 2π ¿ θ ¿ θ_1 } i φ(z) = (θ − θ_0)^{2 α}(2π − θ)^{2 α}, esli z ∈ Γ; (13) esli z ∈ I_{n,l}, to polagaem

φ(z) = m_{n,l}, gde log^α ( ε_{αn,l} m_{n,l} + 2 ) = V_ng(ε_{n,l}); (14)

esli I_{n,l} = {e^{iθ} : s_1 6 θ 6 s_2}, J_{n,l} = {e^{iθ} : σ_1 6 θ 6 σ_2}, to pri z = e^{iθ} ∈ J_{n,l} \ I_{n,l} pust~ φ(z) = log^α 2 y^α + m log^α (_{yα} m + 2

), (15) gde y = min(|θ − s_1|, |θ − s_2|), m = m_{n,l}. (16) Nakonec, esli γ = {e^{iθ} : 0 6 θ 6 θ_0}, to mnoßestvo γ \^∞ ⋃ n,l=0 J_{n,l} sostoit iz diz¨¸nktivnyh dug λ_ν, priqem funkciØ φ opredelena na koncah vseh dug λ_ν. Polagaem teper~

φ(z) − lineænaØ funkciØ ot θ, z = e^{iθ}, pri z ∈ λ_ν interpoliru¸waØ znaqeniØ funkcii φ na koncah λ_ν . (17) Teper~ iz usloviæ (9)–(12) i postroeniØ (13)–(17) sleduet, qto ∫ T^{log φ(z)|dz| > −∞. (18)}

ZAMEQANIE O MAKSIMUME MODUL˚ 153 Krome togo, φ ∈ H^α(T) (imenno v fftom meste ispol~zuetsØ predpoloßenie 0 < α < 1; dlØ α ¿ 1 funkci¸ φ trebuetsØ opredelit~ s gladkost~¸ H^α vne dug I_{n,α}, qto nosit tehniqeskiæ harakter). Pofftomu po teoreme 1 v [1, glava 1], vnexnØØ v D funkciØ f_0, dlØ kotoroæ |f_0(z)| = φ(z), z ∈ T, (19)

suwestvu¸waØ v silu (18), budet prinadleßat~ klassu Λ^α, esli dlØ nee budet provereno vypolnenie s nekotoroæ postoØnnoæ c_5(α) usloviØ (5) dlØ vsØkoæ toqki z ∈ D, takoæ, qto M_f (z) ¿ (1 − |z|)^α. Proverka netrivial~nyh sluqaev fftogo usloviØ v silu predpoloßeniØ (11) i punktov (13) i (17) postroeniØ funkcii φ(z) svedetsØ k rassmotreni¸ sluqaØ z ∈ J_{n,l}; pri fftom naibolee suwestvennyæ vklad v integral (5) vnov~ v silu (11) dast integrirovanie po toæ ße duge J_{n,l}.

Dalee, opredelenie (15) i fflementarnye deæstviØ s integralami po dugam J_{n,l} \ I_{n,l} dadut ocenku (5) bez principial~nyh trudnosteæ. Osnovnoe obstoØtel~stvo, v kotorom uqityvaetsØ sootnoxenie meßdu M (CI_{n,l}) i M (I_{n,l}), svØzano s integralom po duge I_{n,l}^{def}= {e^{iθ} : τ_0 6 θ 6 τ_1} v predpoloßenii, qto

1 − |z| = ( max τ0−y6θ6τ1+y φ(e^{iθ}))^{1/ α} = c_{11}(α) y log (_{yα} m_{n,l} + 2 )^{def}= ν(y), (20)

arg z = τ_0 − y ili arg z = τ_1 + y, y^α ¿ m_{n,l}. (21)

Pust~ m_{n,l} = m, ε_{n,l} = ε. V predpoloßeniØh (20), (21) pri y ¿ ε nahodim ∫ I_{n,l} | | log | | M^{f0} (z) f_0(ζ) ‖ ‖ 1 − |z|^2 |ζ − z|^2 |dζ| 6 c · log ν^α(y) m · ν(y) ε y^2

, (22)

a pri ε ¿ y ¿ m^{1/ α}, sootvetstvenno, ∫ I_{n,l} | | log | | M^{f0} (z) f_0(ζ) ‖ ‖ · 1 − |z|^2 |ζ − z|^2 |dζ| 6 c log ν^α(y) m · ν(y) y . (23)

Poskol~ku ν(y) 6 cy,^{ν(y)}_y 6 c/ log (_yα m ) , iz (22) sleduet, qto log ν^α(y) m · ν(y) y · ε y 6 c log^{yα}_m ·^1_{log y}α_m ·^ε_y 6 c, (24)

154 N. A. XIROKOV a iz (23) – qto log ν^α(y) m · ν(y) y 6 c log^{yα}_m ·^1_{log y}α_m = c. (25)

Ocenki (24) i (25) pokazyva¸t ograniqennost~ osnovnogo vklada v integral (5) dlØ |f_0(z)| = φ(z), qto i dokazyvaet teoremu 2.

Literatura

1. N. A. Shirokov, Analytic functions smooth up to the boundary. — Lecture Notes

in Mathematics, 1312 (1988).

N. A. Shirokov. Remark about the maximum of the modulus of an analytic function on the boundary.

Let Λ^α be the analytic Hölder class in the unit disc D . For f ∈ Λ^α and I ⊂ ∂D , let M_f (I) = max_I |f|. Assume that I, J are arcs such that |J| = 2|I|, J and I have common middle point. Then M_f (J) 6 C(α, f) |I|^α + M_f (I) log^α (_{|I|α} M_f (I) + 2 ) . It is proved that this estimate cannot be improved.

Postupilo 6 sentØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet