Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 316, 2004 g.

V. Bargaqev

NEKOTORYE SVO`STVA NEZAVISIMYH OTNOSITEL^NO MINIMUMA SEME`STV I GRUPP PERESTANOVOK

1. Vvedenie

PonØtie nezavisimyh otnositel~no minimuma semeæstv perestanovok bylo vvedeno i izuqalos~ v rabotah [1], [2] i [4]. Ego poØvlenie bylo motivirovano tem faktom, qto takie mnoßestva neobhodimy dlØ postroeniØ ffffektivnogo algoritma fil~tracii “poqti odinakovyh” stranic sredi ogromnogo qisla dokumentov v seti internet.

Podobnye ponØtiØ nemnogo v drugom kontekste takße poØvlØlis~ v drugih rabotah (ssylki moßno naæti v [4]). Pozdnee, nezavisimosti otnositel~no minimuma bylo naædeno primenenie pri derandomizacii algoritmov rexeniØ NP-polnyh zadaq ([3], [11]).

Napomnim osnovnye opredeleniØ iz [2]. V fftoæ stat~e my budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: [n] oboznaqaet mnoßestvo {1, . . ., n}; S_n oboznaqaet simmetriqesku¸ gruppu deæstvu- ¸wu¸ na [n]. DlØ perestanovki π ∈ S_n i mnoßestv X, Y ⊆ [n] budem pisat~ π(X) < π(Y ) esli neravenstvo π(x) < π(y) vypolnØetsØ dlØ l¸byh x ∈ X i y ∈ Y . DlØ mnoßestva X ⊆ [n] opredelim rang fflementa x ∈ X sledu¸wim obrazom: rank(x, X) := |{x^′ ∈ X : x^′ 6 x}|. DlØ sobytiØ A, ind(A) oznaqaet indikator fftogo sobytiØ, to est~ ind(A) = 1 esli A vypolnØetsØ i ind(A) = 0 v protivnom sluqae.

Opredelenie ([2], [4]). Semeæstvo perestanovok F ⊆ Sn nazy-

vaetsØ nezavisimym po k otnositel~no minimuma (sokrawenno k-NOM) esli dlØ l¸bogo nepustogo X ⊆ [n], takogo qto |X| 6 k,

Rabota qastiqno podderßana fondom INTAS (grant No. 2000-447). 30

NEKOTORYE SVO`STVA 31 i dlØ l¸bogo x ∈ X pri sluqaænom vybore perestanovki π ∈ F v sootvetstvii s zadannym veroØtnostnym raspredeleniem Pr_F vypolnØetsØ

Pr_F (min(π(X)) = π(x)) = 1 |X| . (1)

Esli zadannoe na F raspredelenie ravnomerno, to semeæstvo nazyvaetsØ nesmewennym. V protivnom sluqae semeæstvo nazyvaetsØ smewennym.

˚sno, qto uslovie min(π(X)) = π(x) moßet byt~ perepisano kak:

rank(π(x), π(X)) = 1.

Voznikaet estestvennyæ vopros o svoæstvah semeæstv F, udovletvorØ¸wih

rank(π(x), π(X)) = l

dlØ kakogo-to l. Vo vtorom paragrafe podrobno izuqaetsØ fftot vopros. V qastnosti, pokazyvaesØ, qto takoe obobwennoe ponØtie ffkvivalentno ishodnomu. V tret~em paragrafe privoditsØ konstrukciØ, pozvolØ¸waØ poluqit~ (k + 1)-NOM semeæstva iz k-NOM semeæstv dlØ l¸bogo neqetnogo k. Kak sledstvie, my uluqxaem izvestnu¸ verhn¸¸ ocenku na minimal~nyæ razmer 4-NOM semeæstv. Sluqaæ k-NOM grupp predstavlØet otdel~nyæ interes (sm., naprimer, [10], [7], [6], [5]). V qetvertom paragrafe my prodolßaem izuqenie svoæstv nazavismyh otnositel~no minimuma grupp, uluqxaØ nekotorye rezul~taty iz [7].

2. Nezavisimost~ otnositel~no minimuma i l-yæ minimum

Sledu¸waØ lemma nezavisimo poØvilas~ v rabotah [12] i [8]:

Lemma 2.1 ([12], [8]). Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ k-NOM semeæ-

stvom. Pust~ X, Y ⊆ [n], X ∩ Y = ∅, |X| + |Y | 6 k − 1 i z ∈ [n] \ (X ∪ Y ). Togda

Pr_F (π(X) < π(z) < π(Y )) = |X|! · |Y |! (|X| + |Y | + 1)! .

32 V. BARGAQEV

Prostym sledstviem fftoæ lemmy ØvlØetsØ tot fakt, qto nezavisimost~ otnositel~no minimuma ffkvivalentna nezavisimosti otnositel~no maksimuma. Na samom dele, verno bolee obwee utverßdenie:

Lemma 2.2. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom, X ⊆ [n], |X| 6 k, x ∈ X i l ∈ [|X|]. Togda Pr_F (rank(π(x), π(X)) = l) = 1 |X| . (2)

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 2.1 nemedlenno sleduet

Pr_F (rank(π(x), π(X)) = l) = = ∑ Y ⊆X\{x},|Y |=l−1 Pr_F (π(Y ) < π(x) < π((X \ Y ) \ {x})) =

= ∑ Y ⊆X\{x},|Y |=l−1 (l − 1)!(|X| − l)! |X|! = 1 |X| .

�

V qastnosti, poloßiv l = |X|, my poluqaem, qto nezavisimost~ otnositel~no minimuma vleqet nezavisimost~ otnositel~- no maksimuma. Qastnyæ sluqaæ predyduweæ lemmy dlØ k = n byl opublikovan v [4].

Teper~ pokaßem, qto lemma 2.2 moßet byt~ obrawena v sledu¸wem smysle:

Teorema 2.1. Pust~ F ⊆ Sn i k ∈ [n]. Predpoloßim, qto dlØ

l¸bogo nepustogo X ⊆ [n], takogo qto |X| 6 k, i l¸bogo x ∈ X suwestvuet l = l(x, X) 6 |X|, takoæ qto vypolnØetsØ (2). Togda F ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom.

My dokazyvaem fftu teoremu indukcieæ po k. Sluqaæ k = 1 oqeviden, potomu qto l¸boe semeæstvo ØvlØetsØ 1-NOM. Indukcionnyæ perehod osuwestvlØetsØ v lemme 2.3.

Lemma 2.3. Pust~ k > 1 i F ⊆ Sn ØvlØetsØ (k − 1)-NOM semeæ-

stvom. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo X ⊆ [n], takogo qto |X| = k, i l¸bogo x ∈ X suwestvuet l = l(x, X) 6 k, takoæ qto vypolnØetsØ (2). Togda F ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom.

NEKOTORYE SVO`STVA 33

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem mnoßestvo X ⊆ [n], takoe qto

|X| = k. PrimenØØ lemmu 2.4 (dokazyvaemu¸ niße), poluqim, qto p_i = Pr_F (rank (π(x), π(X)) = i) = 1 k + c(−1)^{i+1} ( k − 1 i − 1 )

dlØ nekotorogo c ∈ R. Po predpoloßeni¸ lemmy p_l =^1_k , sledovatel~no, c = 0 i p_1 =^1_k , a znaqit, F ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom. Lemma 2.3 i teorema 2.1 dokazany. �

Lemma 2.4. Pust~ k > 1, a F ⊆ Sn ØvlØetsØ (k − 1)-NOM semeæ-

stvom. Zafiksiruem mnoßestvo X ⊆ [n], takoe qto |X| = k, a takße x ∈ X. Opredelim

p_i := Pr_F (rank (π(x), π(X)) = i)

dlØ kaßdogo i ∈ [k]. Togda suwestvuet konstanta c ∈ R, takaØ qto p_i = 1 k + c(−1)^{i+1} ( k − 1 i − 1 )

dlØ vseh i ∈ [k].

Dokazatel~stvo. Sperva dlØ kaßdogo i ∈ [k] opredelim sluqaæ-

nu¸ peremennu¸ M_i : F → {0, 1} sledu¸wim obrazom:

M_i(π) := ind(rank(π(x), π(X)) = i).

Sledovatel~no, p_i est~ matematiqeskoe oßidanie E(M_i). DlØ kaßdogo t ∈ [k] opredelim drugu¸ sluqaænu¸ peremennu¸ S_t : F →

R:_{St(π) := ∑} Y ⊆X\{x}, |Y |=t−1 ind(π(x) = min π(X \ Y )).

Zafiksiruem π ∈ F i vyberem qislo j ∈ [k], takoe qto j =

rank(π(x), π(X)), to est~

M_j (π) = 1 i M_i(π) = 0 pri i ≠ j. (3)

Poloßim Z = {z ∈ X : π(z) < π(x)}. Zametim, qto |Z| = j − 1. Legko videt~, qto dlØ proizvol~nogo mnoßestva Y ⊆ X \ {x}

34 V. BARGAQEV ravenstvo π(x) = min(π(X \Y )) vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda Z ⊆ Y . Iz fftogo sleduet, qto dlØ l¸bogo t

S_t(π) = ∑ Y ⊆X\{x}, |Y |=t−1 ind(Z ⊆ Y ) = ( k − j t − j ) . (4)

Zdes~ my sqitaem, qto (_{k−j} t−j ) = 0 pri t < j.

Ispol~zuØ (3), perepixem uravnenie (4) v sledu¸wem vide:

S_t(π) = k∑ i=1 ( k − i t − i ) M_i(π). Sledovatel~no,

E(S_t) = k∑ i=1 ( k − i t − i ) p_i. (5)

S drugoæ storony, po opredeleni¸ S_t, pri t > 1 vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo:

E(S_t) = ∑ Y ⊆X\{x}, |Y |=t−1 E(ind(π(x) = min π(X \ Y ))) =

= ∑ Y ⊆X\{x}, |Y |=t−1 Pr(π(x) = min π(X \ Y )) = ( k − 1 t − 1 ) 1 k − t + 1 , (6) potomu qto |X \ Y | = k − t + 1 6 k − 1 i F ØvlØetsØ (k − 1)-NOM semeæstvom. KombiniruØ (5) i (6), poluqim sledu¸wu¸ sistemu iz (k−1) lineænyh uravneniæ s k (vewestvennymi) neizvestnymi: k∑ i=1 ( k − i t − i ) p_i = ( k − 1 t − 1 ) 1 k − t + 1 , t = 2, . . ., k. (7) Neposredstvennym vyqisleniem, moßno ubedit~sØ, qto p_i =^1_k ØvlØetsØ rexeniem sistemy (7). Analogiqno proverØetsØ, qto p_i = (−1)^{i+1} (_{k−1} i−1 ) ØvlØetsØ rexeniem odnorodnoæ sistemy sootvetstvu¸weæ (7).

Zametim, qto pri udalenii pervogo stolbca iz matricy kofffficientov sistemy (7) poluqaetsØ nißnØØ treugol~naØ matrica s edinicami na glavnoæ diagonali. Ots¸da sleduet, qto

NEKOTORYE SVO`STVA 35 prostranstvo rexeniæ sistemy (7) odnomerno, a znaqit, kaßdoe rexenie sistemy moßet byt~ predstavleno v vide p_i = 1 k + c(−1)^{i+1} (_{k−1} i−1 ) dlØ nekotorogo c ∈ R, qto i trebovalos~ dokazat~. �

3. Nezavisimost~ po k otnositel~no minimuma i nezavisimost~ po k + 1 otnositel~no minimuma V fftom paragrafe my ustanavlivaem svØz~ meßdu k-NOM semeæstvami i (k + 1)-NOM semeæstvami dlØ neqetnyh k.

Teorema 3.1. Pust~ k neqetno, a F ⊆ Sn ØvlØetsØ k-NOM semeæ-

stvom. Togda F ØvlØetsØ (k + 1)-NOM semeæstvom togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh X ⊆ [n], takih qto |X| = k +1, i dlØ kaßdogo x ∈ X vypolnØetsØ ravenstvo

Pr_F (π(x) = min π(X)) = Pr_F (π(x) = max π(X)) . (8)

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto esli F ØvlØetsØ (k + 1)-NOM semeæ-

stvom, to ravenstvo (8) vypolnØetsØ, tak kak nezavisimost~ otnositel~no minimuma ffkvivalentna nezavisimosti otnositel~- no maksimuma. Takim obrazom, vtoraØ qast~ teoremy (“tol~ko togda”) dokazana. Teper~ zafiksiruem mnoßestvo X, takoe qto |X| = k + 1, x ∈ X i poloßim:

p_{min} = Pr_F (π(x) = min π(X)) , p_{max} = Pr_F (π(x) = max π(X)) .

Poskol~ku k neqetno, iz lemmy 2.4 sleduet, qto dlØ nekotorogo

c ∈ R vypolnØ¸tsØ ravenstva

p_{min} = 1 k + 1 +c ( k 0 ) = 1 k + 1 +c

p_{max} = 1 k + 1 −c ( k k ) = 1 k + 1 c. Po uslovi¸ teoremy, p_{min} = p_{max}, a znaqit, c = 0 i p_{min} =^1_{k+1} . Teorema dokazana. � DlØ semeæstva F ⊆ S_n i perestanovki σ ∈ S_n opredelim semeæstvo σF = {π ∈ S_n : ∃τ ∈ F π = στ }.

36 V. BARGAQEV Zdes~ my sqitaem, qto (στ )(i) = σ(τ (i)). DlØ veroØtnostnogo raspredeleniØ Pr_F na F, opredelim raspredelenie na σF sledu¸- wim obrazom:

Pr_{σF} (π) = Pr_F (σ^{−1}π).

Pust~ σ^⋆ ∈ S_n ØvlØetsØ perestanovkoæ, perevoraqiva¸weæ porØdok: σ^⋆(i) = n + 1 − i dlØ kaßdogo i ∈ [n]. Zametim, qto esli F ØvlØetsØ nezavisimym po k otnositel~no minimuma semeæstvom, to σ^⋆F ØvlØetsØ nezavisimym po k otnositel~no maksimuma (a znaqit i minimuma) semeæstvom.

Pust~ na semeæstvah F_1, F_2 ∈ S_n zadany veroØtnostnye raspredeleniØ Pr_{F1} i Pr_{F2} . Opredelim veroØtnostnoe raspredelenie na ob¨edinenii F = F_1 ∪ F_2 sledu¸wim obrazom:

Pr_F (π) = 1 2 Pr_{F1} (π), esli π ∈ F_1 \ F_2; 1 2 Pr_{F2} (π), esli π ∈ F_2 \ F_1; 1 2 Pr_{F1} (π) +^1_2 Pr_{F2} (π), esli π ∈ F_1 ∩ F_2. (9)

Legko pokazat~, qto semeæstvo F_1 ∪ F_2 s zadannym vyxe raspredeleniem ØvlØetsØ k-NOM, esli oba semeæstva F_1 i F_2 ØvlØ¸tsØ k-NOM. Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa:

Teorema 3.2. Pust~ k neqetno i pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ k-NOM

semeæstvom. Togda semeæstvo F^′ = F ∪ σ^⋆F s veroØtnostnym raspredeleniem (9) ØvlØetsØ (k + 1)-NOM.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo X ∈ [n] i l¸bogo x ∈ X vypolnØ-

¸tsØ ravenstva

Pr_F 0 (π(x) = min π(X)) = = 1 2 Pr_F (π(x) = min π(X)) + 1 2 Pr_σ?_F (π(x) = min π(X)) = = 1 2 Pr_F (π(x) = min π(X)) + 1 2 Pr_F (π(x) = max π(X)) = = 1 2 Pr_σ?_F (π(x) = max π(X)) + 1 2 Pr_F (π(x) = max π(X)) =

= Pr_F 0 (π(x) = max π(X)) .

Teper~ utverßdenie teoremy sleduet iz teoremy 3.1. �

V rabote [9] poØvilis~ dve sledu¸wie teoremy, kotorye dokazyvali nailuqxie suwestvu¸wie na tot moment verhnie ocenki

NEKOTORYE SVO`STVA 37 na minimal~nyæ razmer 3-NOM i 4-NOM semeæstv sootvetstven- no. Teorema 3.3 ([9]). DlØ l¸bogo celogo n > 3, suwestvuet 3-NOM

semeæstvo F (vozmoßno smewennoe), takoe qto

|F| 6 12^√e(1 + o(1)) · n log^2 n.

Teorema 3.4 ([9]). DlØ l¸bogo celogo n > 4, suwestvuet 4-NOM

semeæstvo F (vozmoßno smewennoe), takoe qto

|F| 6 12^√e(1 + o(1)) · n log^3_2 n.

PrimenØØ teoremu 3.2, my moßem postroit~ 4-NOM semeæstvo iz 3-NOM semeæstva za sqet udvoeniØ razmera poslednego. �to daet vozmoßnost~ primenit~ teoremu 3.2 k teoreme 3.3 i uluqxit~ privedennu¸ vyxe verhn¸¸ ocenku dlØ sluqaØ 4-NOM:

Sledstvie 3.1. DlØ l¸bogo celogo n > 4, suwestvuet 4-NOM se-

meæstvo F (vozmoßno smewennoe), takoe qto

|F| 6 24^√e(1 + o(1)) · n log^2 n.

4. Nezavisimye otnositel~no minimuma gruppy

Sluqaæ k-NOM semeæstv, ØvlØ¸wihsØ takße gruppami, privlek osobyæ interes (naprimer, sm. [10], [7], [6], [5]). V rabote [5], issledu¸tsØ gruppy oblada¸wie svoæstvom k-NOM dlØ l¸bogo lineænogo uporØdoqivaniØ ih oblasti opredeleniØ. Ispol~zuØ teoremu o klassifikacii koneqnyh prostyh grupp, avtory nahodØt vse takie gruppy v Øvnom vide.

V fftom paragrafe my izuqaem dal~neæxie svoæstva nezavisimyh otnositel~no minimuma grupp i uluqxaem nekotorye rezul~taty, poluqennye v [7]. V qastnosti, my ustanavlivaem svØz~ meßdu nesmewennymi i smewennymi k-NOM gruppami.

DlØ semeæstva F ⊆ S_n i perestanovki σ ∈ S_n opredelim semeæstvo Fσ = {π ∈ S_n : ∃τ ∈ F π = τ σ}. DlØ veroØtnostnogo raspredeleniØ Pr_F na F zadadim raspredelenie na Fσ sledu¸wim obrazom:

Pr_{Fσ}(π) = Pr_F (πσ^{−1}). (10)

Sledu¸wie dve lemmy nemedlenno sledu¸t iz opredeleniØ k-NOM semeæstv.

38 V. BARGAQEV

Lemma 4.1. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom po otno-

xeni¸ k veroØtnostnomu raspredeleni¸ Pr_F . Togda dlØ l¸boæ perestanovki σ ∈ S_n, mnoßestvo Fσ ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom po otnoxeni¸ k inducirovannomu veroØtnostnomu raspredeleni¸ (10).

Lemma 4.2. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ semeæstvom perestanovok i

Pr_i, i = 1, . . . , l, ØvlØ¸tsØ veroØtnostnymi raspredeleniØmi na F.

Esli F ØvlØetsØ k-NOM po otnoxeni¸ k kaßdomu Pr_i, i = 1, . . . , l, to F takße ØvlØetsØ k-NOM po otnoxeni¸ k l¸boæ vypukloæ kombinacii raspredeleniæ Pr_1, . . ., Pr_l. V qastnosti, F ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom po otnoxeni¸ k raspredeleni¸ Pr^∗, gde

Pr^∗(π) = 1 l l∑ i=1 Pr_i(π). (11)

Sledu¸waØ teorema utverßdaet, qto l¸baØ smewennaØ k-NOM gruppa ØvlØetsØ takße nesmewennoæ.

Teorema 4.1. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ smewennoæ k-NOM gruppoæ

po otnoxeni¸ k veroØtnostnomu raspredeleni¸ Pr. Togda F ØvlØetsØ takße nesmewennoæ k-NOM gruppoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ F = {τ1, . . ., τm}. Poskol~ku F — grup-

pa, dlØ kaßdogo i = 1, . . . , m my moßem opredelit~ sledu¸wee veroØtnostnoe raspredelenie na F:

Pr_i(π) = Pr(πτ^{−1}_i ).

Po lemme 4.1, F ØvlØetsØ k-NOM gruppoæ po otnoxeni¸ k kaßdomu Pr_i. V svo¸ oqered~, lemma 4.2 vleqet, qto F ØvlØetsØ k-NOM gruppoæ po otnoxeni¸ k raspredeleni¸ Pr^∗, opredelennomu v (11). Odnako, dlØ kaßdoæ perestanovki π ∈ F vypolnØetsØ

Pr^∗(π) = 1 m m∑ i=1 Pr_i(π) = 1 m m∑ i=1 Pr(πτ^{−1}_i ) = 1 m ∑ τ∈F Pr(τ ) = 1 m , to est~ raspredelenie Pr^∗ ravnomerno, qto i trebovalos~ pokazat~. �

Sledstvie 4.1. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ k-NOM semeæstvom (sme-

wennym ili nesmewennym) i pust~ G ⊆ S_n ØvlØetsØ gruppoæ, soderßaweæ F. Togda G ØvlØetsØ nesmewennoæ k-NOM gruppoæ. V

NEKOTORYE SVO`STVA 39 qastnosti, gruppa poroßdennaØ k-NOM semeæstvom (smewennym ili nesmewennym), ØvlØetsØ nesmewennoæ k-NOM gruppoæ.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto moßno rassmatrivat~ gruppu G

kak smewennu¸ k-NOM gruppu po otnoxeni¸ k raspredeleni¸

Pr_G, gde Pr_G (π) = Pr_F (π) esli π ∈ F, i Pr_G(π) = 0 esli π ∈ G \ F.

Teper~ utverßdenie sleduet iz teoremy 4.1. �

V rabote [7] izuqalas~ svØz~ meßdu nezavisimost~¸ otnositel~no minimuma i tranzitivnost~¸. V qastnosti, byla dokazana sledu¸waØ teorema:

Teorema 4.2 ([7]). Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ nesmewennoæ k-NOM

gruppoæ. Esli libo n > 6 i k > ⌊_n 2 ⌋ , libo n ≠ 3 i k >^n_2 , togda F tranzitivna.

DlØ smewennyh k-NOM grupp izvesten suwestvenno bolee slabyæ rezul~tat. A imenno, v [7] byl dokazan analog teoremy 4.2 pri uslovii, qto k > n− √ n+1. Teper~ my moßem uluqxit~ fftot rezul~tat:

Teorema 4.3. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ smewennoæ k-NOM gruppoæ.

Esli libo n > 6 i k > ⌊_n 2 ⌋ , libo n ≠ 3 i k >^n_2 , togda F tranzitivna.

V samom dele, esli F ØvlØetsØ smewennoæ k-NOM gruppoæ, to po teoreme 4.1 ona ße ØvlØetsØ nesmewennoæ, a znaqit my moßem primenit~ teoremu 4.2. Pokaßem, qto pohoßee utverßdenie vypolnØetsØ i dlØ semeæstv perestanovok.

Opredelenie 4.1. Pust~ F ⊆ Sn. Mnoßestvo X ⊆ [n] nazyva-

etsØ F-invariantnym, esli π(X) = X dlØ vseh π ∈ F. �kvivalentnym obrazom, mnoßestvo F-invariantno, esli ono ØvlØetsØ ob¨edineniem orbit gruppy, poroßdennoæ semeæstvom F.

Vsegda suwestvuet po kraæneæ mere dva invariantnyh mnoßestva, kotorye nazyva¸tsØ trivial~nymi, a imenno ∅ i [n]. Zametim, qto esli F — gruppa, to F tranzitivna togda i tol~ko togda, kogda vse F-invariantnye mnoßestva trivial~ny.

Teorema 4.4. Pust~ F ⊆ Sn ØvlØetsØ smewennym k-NOM semeæ-

stvom. Esli libo n > 6 i k > ⌊_n 2 ⌋ , libo n ≠ 3 i k >^n_2 , to vse F-invariantnye mnoßestva trivial~ny.

Dokazatel~stvo. Pust~ X ⊆ [n] ØvlØetsØ F-invariantnym mno-

ßestvom. Opredelim gruppu G = {π ∈ S_n : π(X) = X}. ˚sno,

40 V. BARGAQEV qto F ⊆ G, a znaqit, po sledstvi¸ 4.1, G ØvlØetsØ nesmewennoæ k-NOM gruppoæ. Po teoreme 4.2, G tranzitivna na [n]. Ots¸- da sleduet, qto libo X = [n], libo X = ∅, tak kak X ØvlØetsØ G-invariantnym mnoßestvom. �

Literatura

1. A. Z. Broder, On the resemblance and containment of documents. — Proc. of

Compression and Complexity of Sequences (1998), 21–29.

2. A. Z. Broder, M. Charikar, A. M. Frieze, and M. Mitzenmacher, Min-wise inde-

pendent permutations. — J. Comput. Syst. 60, No. 3 (2000), 630–659.

3. A. Z. Broder, M. Charikar, M. Mitzenmacher, A Derandomization using min-wise

independent permutations. — Proc. of RANDOM’98, Lecture Notes in Computer Science 1518, Springer (1998), 15–24.

4. A. Z. Broder, M. Mitzenmacher, Completeness and robustness properties of min-

wise independent permutations. — Random Structures and Algorithms 18, No. 1 (2001), 18–30.

5. P. J. Cameron, P. Spiga, Min-wise independent groups with respect to any linear

order. Preprint. Available at

http://www.maths.qmul.ac.uk/~pjc/preprints/kMWI.pdf.

6. C. Franchi. Multiple transitivity and min-wise indendence in permutation groups.

— Quaderni del Seminario Matematico di Brescia No. 7 (2003), 1–9.

7. C. Franchi, M. Vsemirnov, Min-wise independent groups. — European J. Com-

binatorics 24, No. 7 (2003), 855–875.

8. J. Matoušek, M. Stojaković, On restricted min-wise independence of permuta-

tions. — Random Struct. Algorithms 23 (2003), 397–408.

9. J. Tarui, T. Itoh, Y. Takei, A nearly linear size 4-min-wise independent permu-

tation family by finite geometries. — RANDOM-APPROX (2003), 396–408.

10. M. Vsemirnov, Automorphisms of projective spaces and min-wise independent

sets of permutations. — Quaderni del Seminario Matematico di Brescia No. 53 (2002), 1–16. To appear in J. Discrete Math.

11. M. A. Vsemirnov, �. A. Girx, E. ˚. Dancin, S. V. Ivanov, Algoritmy

dlØ propozicional~noæ vypolnimosti i verhnie ocenki ih sloßnosti.

— Zap. nauqn. semin. POMI 277 (2001), 14–46.

12. S. A. Norin, Polinomial~naØ nißnØØ ocenka dlØ razmera nezavisimogo

po k otnositel~no minimuma mnoßestva perestanovok. — Zap. nauqn.

semin. POMI 277 (2001), 104–116.

Bargachev V. On some properties of min-wise independent families and groups of permutations.

Informally, a family F ⊆ S_n of permutations is k-restricted min-wise independent if for any X ⊆ [n] with |X| 6 k, each x ∈ X has an equal chance of being mapped to the minimum among π(X). In the second section of this paper, the connection of min-wise independent families of permutations and independence on l-th minimum is studied. In the third

NEKOTORYE SVO`STVA 41 section we present a way to construct (k + 1)-restricted min-wise independent family from k-restricted min-wise independent family when k is odd. As a corollary, we improve the existing upper bound on the minimal size of 4-restricted min-wise independent family. In the last section we consider min-wise indepenent groups of permutations.

Postupilo 29 sentØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet